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Einleitung

FEnde der zwanziger Jahre suchte Paul Dirac nach einer relativistischen linearen
Wellengleichung zur Beschreibung von Elektronen. Dazu konstruierte er einen Dif-
ferentialoperator 1. Ordnung, dessen Quadrat der Laplaceoperator ist.

In der riemannschen Spingeometrie wird diese Konstruktion mit Hilfe des For-
malismus der assoziierten Vektorbiindel auf beliebige riemannsche Mannigfaltig-
keiten {ibertragen. Der so definierte Diracoperator wirkt auf Schnitte eines end-
lichdimensionalen Vektorbiindels, des sogenannten Spinorbiindels. Die riemannsche
Spingeometrie hat eine Fiille von Anwendungen, insbesondere verbindet sie analy-
tische Eigenschaften des Diracoperators mit geometrischen Eigenschaften der zu-
grundeliegenden Mannigfaltigkeit. In diesem Zusammenhang spielt das Quadrat
des Diracoperators eine ausgezeichnete Rolle. Es ist ein Operator 2. Ordnung vom
Laplacetyp, fiir den eine Weitzenbockformel gilt.

In ihrer Habilitationsschrift [3] hat Katharina Habermann die Definition der
Diracoperatoren aus der riemannschen Spingeometrie auf symplektische Mannigfal-
tigkeiten iibertragen. Das Vorgehen ist dabei im Prinzip dasselbe wie im riemann-
schen Fall, da alle bei der Konstruktion verwendeten Elemente eine Entsprechung
im symplektischen Kontext haben: Der symplektische Diracoperator D ist definiert
als Verkettung der kovarianten Ableitung eines symplektischen Zusammenhangs mit
der symplektischen Cliffordmultiplikation in dem zu einer metaplektischen Struktur
assoziierten symplektischen Spinorbiindel.

Trotz dieser formalen Analogie gibt es zwei grundsétzliche Unterschiede. Zum
einen ist das symplektische Spinorbiindel im Gegensatz zum riemannschen Fall
ein Vektorbiindel von unendlichdimensionalem Fasertyp. Dieser Umstand macht
zusitzliche Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis nétig (Stichwort unbeschriank-
te Operatoren), fiihrt aber im Ergebnis auch zu neuen Phidnomenen. Der zweite
Unterschied hat seinen Ursprung darin, dass in der riemannschen Cliffordalgebra
X? = —||X|? gilt, wihrend die symplektische Cliffordalgebra durch die Relati-
on XY -Y. X = —w(X,Y) definiert wird. Entsprechend iibernimmt die Rolle
des Quadrats des Diracoperators in der symplektischen Geometrie der Operator
P = Z(DD — Dﬁ) Dabei ist D ein zweiter symplektischer Diracoperator, der un-
ter Verwendung einer mit der symplektischen Form vertriglichen fast-komplexen
Struktur definiert wurde. In ihrer Habilitationsschrift hat K. Habermann fiir P ei-
ne Weitzenbockformel hergeleitet, insbesondere ist P ein Operator vom Laplacetyp.
AuBlerdem hat sie gezeigt, wie sich im Falle einer Kahler-Mannigfaltigkeit das Spi-



norbiindel in eine Folge endlichdimensionaler Teilbiindel aufspaltet, die unter dem
Operator P invariant sind. Fiir das Beispiel des komplexen projektiven Raumes
CIP; hat sie damit das Spektrum von P berechnet.

In dieser Arbeit werde ich, nach dem Vorbild der Rechnung fiir CIP1, die sym-
plektischen Diracoperatoren auf komplexen projektiven Rdumen ungerader Dimen-
sion CIPy,,,_1 berechnen und dann das Spektrum von P bestimmen. Insbesondere
werden die Resultate aus [3] zur Aufspaltung des Spinorbiindels und zum Spektrum
fir CPPy bestétigt.

Das erste Kapitel iiber Vektorbiindel dient vorallem der Kldrung der Notation,
im zweiten Kapitel werden alle notigen Definitionen und Fakten aus der Habili-
tationsschrift gegeben, die zur Definition der Diracoperatoren auf symplektischen
Mannigfaltigkeiten notig sind. Im dritten Kapitel wird auf dem komplexen pro-
jektiven Raum CIP,, beliebiger Dimension die Fubini-Study-Metrik definiert und
CP,, als riemannscher symmetrischer Raum SU,,11/U,, mit vertriglicher komple-
xer Struktur, also als Kéhler-Mannigfaltigkeit, beschrieben. Das erste Ergebnis ist
dann, dass fiir ungerade komplexe Dimension n = 2m — 1 auf CP,, eine metaplekti-
sche Struktur und ein symplektisches Spinorbiindel konstruiert werden kénnen. Fiir
diesen Fall werden im 4. Kapitel die Operatoren D, D und P berechnet. Die For-
mel fiir P enthélt den auf dem Spinorbiindel wirkenden Casimiroperator von SU,, 41
und den Operator des harmonischen Oszillators. Das abschlielende 5. Kapitel be-
schreibt die Zerlegung des Spinorbiindels in endlichdimensionale Teilbiindel, welche
Figenrdumen des harmonischen Oszillators entsprechen. Damit ist die Berechnung
des Spektrums von P zuriickgefiihrt auf die Berechnung des Spektrums des Casimir-
operators. Dies wird dann mit bekannten Methoden aus der Darstellungstheorie,
insbesondere der Frobeniusreziprozitéit, durchgefiihrt. Im letzten Abschnitt von Ka-
pitel 5 werden die gewonnenen Ergebnisse zusammengefasst und im Hinblick auf
die allgemeinen Sitze aus [3] und das riemannsche Analogon diskutiert. Der An-
hang enthélt Beweise zu zwei Sétzen der Darstellungstheorie, die meist nicht in
einfithrenden Lehrbiichern enthalten sind.

Fiir die gute Betreuung bei der Anfertigung dieser Diplomarbeit méchte ich mich
bei Professor Jens Gamst und PD Dr. Katharina Habermann bedanken. Auflerdem
danke ich allen denen, die mir sonst mit Rat und Tat zur Seite standen.



Kapitel 1

Vektorbiindel

Dieses Kapitel gibt einen kurzen Uberblick iiber die Theorie der Prinzipalbiindel, as-
soziierten Vektorbiindel und Zusammenhénge sowie die verwendete Notation. Eine
ausfiihrliche Darstellung findet sich in [6] und [9]. Unendlich dimensionale Mannig-
faltigkeiten und Vektorbiindel werden in [7] behandelt.

1.1 Prinzipalbiindel

Sofern nicht anders angegeben, ist im Folgenden mit Mannigfaltigkeit stets eine dif-
ferenzierbare Mannigfaltigkeit gemeint. Vektorfelder und allgemeiner Abbildungen
zwischen Mannigfaltigkeiten sind im Allgemeinen unendlich oft differenzierbar, und
M bezeichnet eine n-dimensionale, differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Definition 1.1 Sei G eine Liegruppe. Ein G-Prinzipalbiindel iiber M ist eine Man-
nigfaltigkeit P mit einer surjektiven Abbildung 7 : P — M und einer beziiglich 7
fasertreuen Rechtsaktion von G auf P, so dass gilt (lokale Trivialitit):

Zu jedem Punkt ag € M gibt es eine offene Umgebung U von ag in M und einen
Diffeomorphismus

Y n I (U) — U xG,
so dass
Y(rYa)) = {a} x G fiir a € U
Y(Eh) = (a,gh) fir (E) = (a,9), h € G
gilt.

Beispiel 1.2 Sei L(M) die Menge der Basen aller Tangentialrdume von M. Fiir ei-
ne Basis £ = (X1,...,X,) € L(M) von T,M definieren wir die Projektion 7 durch
m(E) = a. AuBerdem identifizieren wir E' mit dem kanonischen Isomorphismus

E: R” — ToM (1.1)
(Tl"">rn) — Z?:l T]XJ .
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und erhalten eine Rechtsaktion von Gl,(R) auf L(M) durch Komposition der Iso-
morphismen: Eg = F o g. Dabei ist E € L(M), und die Matrix g € Gl,(R) wird
als lineare Abbildung g : R"™ — R"™ aufgefasst.

Ist ¢ : U — R" eine Karte von M und sind %, ceey % die zugehorigen
Koordinatenvektorfelder, so ist E, = (8%:1(@)’ cey %(a)) € L(M) eine Basis von

Ty M und jede andere Basis F von T, M lisst sich als F = E,g mit g € Gl,(R)
schreiben. Die bijektive Abbildung

U x Gl (R) — 7 1(U)
(a,9) — Eag

ist eine lokale Trivialisierung und macht L(M) zu einem Gl, (R)-Prinzipalbiindel
iiber M.

Beispiel 1.3 Sei M eine riemannsche Mannigfaltigkeit und O(M) die Menge aller
orthogonalen Basen der Tangentialriume von M. Dann ist fiir £ € O(M) und eine
orthogonale Matrix g € O,, die Verkniipfung F¢ wieder eine orthogonale Basis, man
erhélt eine Rechtsaktion von O,, auf O(M). Ausgehend von lokalen Koordinaten-
vektorfeldern liefert das Gram-Schmidt-Verfahren lokale Vektorfelder Xy, ..., X,
definiert auf einer offenen Menge U C M, die in jedem Punkt a € U eine orthogo-
nale Basis E, = (X (a), ..., X,(a)) von ToM bilden. Die zugehorige Trivialisierung

U x 0, — 7 }U)
(a,g) = Lqg

gibt O(M) die Struktur eines O,-Prinzipalbiindels.

Sei jetzt M eine symplektische Mannigfaltigkeit, d. h. eine Mannigfaltigkeit mit
einer geschlossenen, alternierenden 2-Form. Analog zum riemannschen Fall erhélt
man dann das Sp,,-Prinzipalbiindel Sp(M) der symplektischen Basen von M, wo-
bei 2n die Dimension von M ist.

Beispiel 1.4 Sei G eine Liegruppe, H C G eine abgeschlossene Untergruppe und
G/H die Menge der Orbits gH der Rechtsaktion von H auf G mit zugehoriger
Projektion 7 : G — G/H. Dann hat G/H die Struktur einer Mannigfaltigkeit,
bei der 7 differenzierbar und lokal trivial ist, vergleiche [13]. Das heifit, G ist ein
H-Prinzipalbiindel tiber G/H.

1.2 Assoziierte Vektorbiindel

Sei V' ein moglicherweise unendlichdimensionaler Banachraum und Iso(V') der Ba-
nachraum der stetigen Isomorphismen von V nach V', versehen mit der Operator-
norm. Sei weiter m : P — M ein G-Prinzipalbiindel und L : G — Iso(V) ein
stetiger Homomorphismus. Durch

(E,v)-g=(Eg,L(g~")v)



ist eine Rechtsaktion von G auf P x V' gegeben.

Definition 1.5 Das (zum Prinzipalbiindel P) assoziierte Vektorbiindel mit Faser
V ist die Menge Q = {[E,v]|E € P, v € V} der Orbits der oben definierten
Rechtsaktion von G auf P x V. Es wird mit P xg V oder P x, V bezeichnet. [

Sei mg : @ — M die durch mg([E,v]) = 7(E) gegebene Projektion. Das Vek-
torbiindel @ hat dann die Struktur einer topologischen Banach-Mannigfaltigkeit,
wobei ¢ stetig und lokal trivial ist: Eine Trivialisierung ¢ : 7= 3(U) — U x G des
Prinzipalbiindels gibt einen Hombéomorphismus

b o' (U) —UxV
[E,v] — (a, L(g)v), wobei ¥(E) = (a, g).

Ist der Homomorphismus L differenzierbar, so wird () zu einer differenzierbaren
Banach-Mannigfaltigkeit, die Projektion mq ist differenzierbar und ¢ ein Diffeo-
morphismus.

Jede Faser ﬂ'él(a) des Vektorbiindels ist ein zu V' isomorpher Banachraum. Fiir
E € 7 Y(a) ist durch

= 1) (12)

ein Isomorphismus gegeben.

Definition 1.6 Unter einem Schnitt ¢ eines Vektorbiindels () versteht man eine
Abbildung ¢ : M — @, fiir die mg o ¢ = id gilt. Ist @ ein differenzierbares Vek-
torbiindel, so bezeichnen wir mit I'(Q)) die Menge aller differenzierbaren Schnitte
von Q. O

Unter Verwendung der Isomorphismen (1.2) kann einem Schnitt ¢ von @ durch
o(m(E)) = E - u(F) eindeutig eine Abbildung u : P — V zugeordnet werden, die
dquivariant ist: u(Eg) = L(g~')u(F). Umgekehrt definiert jede solche #iquivariante
Abbildung einen Schnitt des Vektorbiindels. Der Schnitt ¢ ist stetig bzw. differen-
zierbar genau dann, wenn die zugehorige Abbildung u stetig bzw. differenzierbar
ist.

Beispiel 1.7 (Das Tangentialbiindel) Sei X € T, M ein Vektor des Tangenti-
albiindels und E € L(M) gemé$ (1.1) ein Isomorphismus F : R" — T,M. Dann
koénnen wir X durch den Vektor v € R” mit X = F - v darstellen. Fiir g € Gl,,(R)
gilt E-v= Eg-g 'v, und wir erhalten eine Darstellung

TM i L(M) XGln(]R) R™
E-v — [E,v]

des Tangentialbiindels als assoziiertes Vektorbiindel zu L(M) mit Faser R".



Beispiel 1.8 (Tensorbiindel) Fiir einen Vektorraum V' bezeichnen wir mit V*
seinen Dualraum und mit

TV =V'®- - aV'eVe eV

r-mal s-mal

den Raum der r-fach kovarianten, s-fach kontravarianten Tensoren.
Der durch eine Basis £ € L(M) von T,M gegebene Isomorphismus liefert {iber
seine duale Abbildung E* : (T,M)* — (R™)* einen Isomorphismus
E*@E™: TR — TG0 (T, M),
wobei E~* = (E*)~!ist. Ein Tensor o = (E~*® E~*)v wird bei einem Basiswechsel
von E zu Eg, g € Gl,(R) durch
a=((Eg)™ @ (Eg)")o(g"®g")(v)

dargestellt. Mit dem Homomorphismus L : g — ¢7* ® ¢g—* erhalten wir so eine
Beschreibung des Biindels T30 M = Uasers TO(T,M) der Tensoren vom Typ
(2,0) als assoziiertes Vektorbiindel

TEONM = L(M) x;, T®O(R™).

Sei jetzt o ein Schnitt von 79 M. Mittels der kanonischen Identifizierung kann
man « als eine Bilinearform auf M auffassen. Diese ist differenzierbar genau dann,
wenn fiir alle Vektorfelder X, Y die Funktion a(X,Y) : M — R differenzierbar ist.

Auf analoge Art lisst sich jedes Tensorbiindel T*)M als assoziiertes Vek-
torbiindel darstellen. Schliellich erhélt man allgemein zu Vektorbiindeln Q; =
P %y, Vj, j =1,2 das Tensorbiindel

Q1®Q2=P X010, V1 ® Va.

1.3 Zusammenhinge

Sei P ein G-Prinzipalbiindel {iber der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M. Durch
Differenzieren der Rechtsaktion (F,g) — FEg nach g erhilt man fiir jedes E € P
einen Isomorphismus

g— KerTgm, &+~ EE.

Differenzieren nach E liefert eine Rechtsaktion von G auf T P:
TP — TgyP, 1w ng.
Definition 1.9 Eine Zusammenhangs-1-Form auf einem G-Prinzipalbiindel P ist

eine g-wertige Linearform auf P mit den Eigenschaften

Z(E€) = ¢ fir E€ P, € € g,
Z(ng) = Ad(g™")Z(n) firn € TP, g € G.



Eine solche Zusammenhangs-1-Form Z liefert eine Zerlegung Tp P = Ker Zg @
Ker Tgm, dabei ist Zg die 1-Form an der Stelle E. Der Unterraum Ker Trm von
Ty P heilit vertikaler Unterraum, Ker Zg horizontaler Unterraum. Eine durch eine
Zusammenhangs-1-Form gegebene Familie horizontaler Unterrdume eines Prinzi-
palbiindels P wird Zusammenhang auf P genannt.

Ist X € T,M ein Tangentialvektor, so existiert zu jedem E € 7~ 1(a) eindeutig
ein n € Ker Zg mit Tgm(n) = X, der horizontale Lift von X.

Definition 1.10 Sei ¢ ein differenzierbarer Schnitt eines zu P assoziierten Vek-
torbiindels Q = P x V, dargestellt durch die dquivariante Abbildung u: P — V.
Die kovariante Ableitung von ¢ in Richtung des Tangentialvektors X € T, M ist
definiert durch

wobei n € TgP ein horizontaler Lift von X ist. O
Die Definition ist unabhéngig von der Wahl von E. Fiir ein Vektorfeld X ist dann

Vxp 1 ar— Ve wieder ein differenzierbarer Schnitt des Vektorbiindels, wir
haben also eine Abbildung

V:T(TM)xT(Q) — T'(Q)
(X,¢)  — Vxo.
Diese ist linear in X und ¢, und fiir eine Funktion f: M — R gilt

Vixe=fVxe und Vx(fe)=Xf o+ f Vxo. (1.3)

Da die kovariante Ableitung von ¢ in jedem Tangentialraum T, M eine lineare Ab-
bildung V|, : X — Vxg ist, kann man sie als Tensor Vy|, € T*M ® @ auffassen.
Aus der ersten Eigenschaft in (1.3) zeigt man dann, dass V ein differenzierbarer
Schnitt des Tensorbiindels ist. Die kovariante Ableitung ist also eine Abbildung

V: Q) — D(T*M Q).

Ein Zusammenhang auf L(M) wird auch linearer Zusammenhang genannt. Er
definiert auf dem Tangentialbiindel eine kovariante Ableitung. Umgekehrt gibt es
zu jeder bilinearen Abbildung V : I'(T M) xT'(T'M) — T'(T'M ) mit den Eigenschaf-
ten (1.3) genau einen linearen Zusammenhang, so dass V die durch ihn auf T'M
definierte kovariante Ableitung ist. Durch

T(X,Y)=VxY —VyX — [X,Y]

wird einem linearen Zusammenhang ein (2,1)-Tensorfeld, der Torsionstensor, zuge-
ordnet.

Beispiel 1.11 (Levi-Civita-Zusammenhang) Es sei M eine riemannsche Man-
nigfaltigkeit, g € T9M sei die Metrik. Man kann dann zeigen, dass es genau
einen linearen Zusammenhang mit verschwindender Torsion gibt, fiir den Vg = 0
gilt. Dieser Zusammenhang wird Levi-Civita-Zusammenhang genannt.
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1.4 Reduktionen

Definition 1.12 Seien H, G Liegruppen mit einem Homomorphismus o : H — G.
Sei m: P — M ein G-Prinzipalbiindel sowie 7’ : R — M ein H-Prinzipalbiindel.
Eine Abbildung f : R — P heifit Reduktion von P auf R beziiglich «, falls f
fasertreu ist (d.h. ro f =7') und f(Eh) = f(E)a(h) fir E € R, h € H gilt. O

Sei f : R — P eine Reduktion beziiglich o : H — G. Ist V ein Banachraum,
L: G — Iso(V) ein stetiger Homomorphismus, so erhalten wir aus der Reduktion
der Prinzipalbiindel eine Reduktion des Vektorbiindels P x, V auf R X 10 V durch
einen natiirlichen, faserweise linearen Homéomorphismus

RXLOQV i PXLV

Bl — [f(E)] (14)

Falls der Homomorphismus L differenzierbar ist, ist diese Abbildung ein Diffeomor-
phismus.

Definition 1.13 Ist f : R — P eine Reduktion von Prinzipalbiindeln beziiglich
a: H — G, und sind Z’ und Z Zusammenhangs-1-Formen auf R bzw. P, so heift
Z" Reduktion von Z, falls gilt

ZoTf=a,o0Z.
O

Man kann dann zeigen, dass zu jedem Zusammenhang auf R, gegeben durch die
1-Form Z’, genau ein Zusammenhang auf P mit 1-Form Z existiert, fiir den Z’
Reduktion von Z ist. Dabei gibt die Tangentialabbildung T f einen Isomorphis-
mus des horizontalen Unterraumes von TR auf den horizontalen Unterraum von
Tf( E)P. Die durch Z’ und Z auf den differenzierbaren Vektorbiindeln R Xren V
bzw. P xp V definierten kovarianten Ableitungen stimmen, vermittelt durch den
Diffeomorphismus (1.4), iiberein.

Beispiel 1.14 Sei M eine riemannsche Mannigfaltigkeit mit Metrik g. Die Inklu-
sion O(M) — L(M) ist eine Reduktion von L(M) auf O(M) beziiglich des Homo-
morphismus O,, — Gl,(R). Ein Zusammenhang auf L(M) reduziert sich auf O(M)
genau dann, wenn Vg = 0 gilt.

Analoges gilt fiir eine symplektische Mannigfaltigkeit M mit symplektischer
Form w: Die Inklusion Sp(M) — L(M) ist eine Reduktion von L(M) auf Sp(M),
und ein Zusammenhang auf L(M) reduziert sich auf Sp(M) genau dann, wenn
Vw = 0 gilt.

Beispiel 1.15 Sei m# : P — M ein G-Prinzipalbiindel, H eine Liegruppe und
«: G — H ein Liechomomorphismus. Auf P x H konnen wir durch

(E’ h) ~ (Eg,a(g_l)h), geaG

11



eine Aquivalenzrelation definieren. Fiir die Menge P x o H der Aquivalenzklassen ist
durch 7 ([E, h]) = 7(E) eine Projektion und durch [E, h|h/ = [E, hh'] eine Rechts-
aktion von H gegeben. Damit hat P x, H die Struktur eines H-Prinzipalbiindels
und die Abbildung

P— Px,H

E — [E, €], e neutrales Element von H,

ist eine Reduktion beziiglich a.
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Kapitel 2

Diracoperatoren auf
symplektischen
Mannigfaltigkeiten

In diesem Kapitel fithren wir alle Begriffe ein, die zur Definition symplektischer Di-
racoperatoren auf symplektischen Mannigfaltigkeiten nétig sind. Einen Uberblick
mit grundlegenden Eigenschaften und Beispielen gibt [2]. Eine ausfiihrliche Dar-
stellung findet man in [3].

2.1 Die symplektische Cliffordalgebra

Sei V ein reeller Vektorraum der Dimension 2n und w eine symplektische Form auf
V, d.h. w ist eine nicht-entartete, alternierende 2-Form. Die symplektische Clifford-
algebra sC(V) von (V,w) ist die assoziative R-Algebra mit Einselement iiber V', in
der

[v,w=v - w—-—w-v=—-w(,w) firv,weV

gilt und welche die folgende universelle Eigenschaft hat: Jede lineare Abbildung
f: V. — A in eine Algebra A, fiir die ein Element a aus dem Zentrum von A
existiert, so dass

f)f(w) = f(w)f(v) = —w(v,w)a fiir alle v,w € V
gilt, induziert eindeutig einen Liealgebren-Homomorphismus f : sC(V) — A mit
f) =a und f(v) = f(v) fiirveV.

Durch diese Eigenschaften ist sC(V') bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt."
Sei (e1,...,en, f1,..., fn) eine symplektische Basis von (V,w). Es gilt also

w(ej,ex) = w(fj, fr) =0, wley, fr) = djn,

!Eine Realisierung ist als Quotient der Tensoralgebra iiber V mdoglich.
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d.h. in sC(V)
ej-ex=cep-¢e, fi-fe="F"fi e Jx—1Ffue =0

fir alle j,k = 1,...,n. Die Algebra sC(V) wird von Produkten der Elemente
€1,---y€n, f1,-.., fn erzeugt. Der Untervektorraum a der symmetrischen, homo-
genen Polynome zweiten Grades wird erzeugt von den Elementen

ej ek, fj- fr firl <j<k<n,
ej - fr+ fe-e;  firl <jk<n,
und diese bilden offenbar eine Basis von a. Wir betrachten jetzt die durch ad(v)w =

[v,w] definierte adjungierte Darstellung ad : sC(V) — End(sC(V')) der symplekti-
schen Cliffordalgebra.

Lemma 2.1 Der Unterraum a der symmetrischen, homogenen Polynome zweiten
Grades ist eine Lieunteralgebra von sC(V'). Die Einschrinkung der adjungierten
Darstellung operiert auf V' und liefert einen Liealgebren-Isomorphismus

ad: a — sp(V).

Dabei ist sp(V') die Liealgebra der Gruppe Sp(V') der symplektischen Endomorphis-
men von V. Beziiglich der Basis (e1,...,€n, f1,--., fn) hat ad die Matrizdarstellung

0l —E.. — E.. 0 0
(e ex) = < 0 } JkO 8 ) 2l fo) = ( Eji + Ey; } 0 >
ad(e; - fi+ fi-e;) = ( = } T ) ’ @1)

wobei Ejy, die nxn Matriz ist, die an der Position (j, k) eine Eins und sonst Nullen
hat.

Beweis: In der oben angegebenen Basis von a berechnen wir fiir die adjungierte
Darstellung:

[ej - e, ] =

e - e fil = €5+ (=0 + fi-ex) — (61 + €5 fi) - e = —Ome; — djiex
Lfi - froell = fi - (Om+er fu) = (=05 + fi-et) - fe = S fj + Sufr
[fj- fe il =0

lej - fr + fi - ej,el] = ej - [fr el + [fr, e] - € = 20k1€;

[

ej - i+ fe-ej, fil =lej, fil - fu+ fr-lej, fil = —200fx

Damit hat ad die Matrixdarstellung (2.1), und da diese Matrizen eine Basis der
Liealgebra der symplektischen Gruppe Sp,,, bilden, erhalten wir einen Vektorraum-
Isomorphismus. Nun ist die adjungierte Darstellung aber auch ein Liealgebren-
Homomorphismus, und daraus folgt schliellich, dass a eine Lieunteralgebra ist. [J
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Die symplektische Gruppe Sp(V) hat eine zweifache zusammenhiingende Uberla-
gerung, die sogenannte metaplektische Gruppe Mp(V). Die zugehorige Uberlage-
rungsabbildung o : Mp(V) — Sp(V) liefert dann ebenfalls einen Isomorphismus
0« : mp(V) — sp(V), und wir kénnen

span{e; - ex, fj - fr, e fo + fu-ejlik=1,...,n} =mp(V)
und

ad = 04 (2.2)

identifizieren.

Der Schwartzraum S(IR™) besteht aus den sogenannten schnell fallenden Funk-
tionen. Das sind C'°°-Funktionen u : R"™ — C, die
8:51 8,577,

xo‘aﬁu(x)‘<oo mit 2% = 2% .. 2% und 9% = —— ... ——
ozt Oxp

sup
zeR"™

fiir beliebige Multiindizes « und g erfiillen. Der Schwartzraum ist ein dichter Un-
terraum von L?(IR"), vergleiche z. B. [15]. Fiir eine gegebene symplektische Basis
(e1,...yen, f1,-+, fn) von V kénnen wir aufgrund der universellen Eigenschaft der
Clifforalgebra durch die Vorschrift

c: 1+—1
ej [ — ixj (2.3)

0

einen Liealgebren-Homomorphismus o : sC(V) — End(S(R")) definieren. Jedes
Bild o(a) ist ein unbeschrinkter Operator auf dem Hilbertraum L?(IR™) mit Defi-
nitionsbereich S(IR™). Die durch

V x S(R") — S(R™)
(v,u) — v -u=o(v)u

definierte bilineare Abbildung wird symplektische Cliffordmultiplikation genannt.

Betrachtet man speziell R?” mit der durch die Matrix (—OI 6) gegebenen sym-
plektischen Standardform und der kanonischen Basis von R?" als symplektischer
Basis, so erhélt man die Cliffordmultiplikation mit Vektoren aus R?".

2.2 Die metaplektische Darstellung

Um Diracoperatoren auf einer symplektischen Mannigfaltigkeit M definieren zu
konnen, muss man die im letzten Abschnitt definierte Cliffordmultiplikation mit
Vektoren aus R2" auf ein Vektorbiindel iiber M mit Faser L?(R") iibertragen.
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Mochte man dazu ein zu Sp(M) assoziiertes Biindel verwenden, so wére eine Dar-
stellung L : Spy, — Iso(L2(R")) notig, die mit der Cliffordmultiplikation ver-
traglich ist, d.h., L(g) o o(a) = o(ga) o L(g) gilt fiir alle g € Sp,,, a € R®" (ver-
gleiche auch néchster Abbschnitt).

Tatséchlich gibt es solch eine Darstellung nicht. Nach Shale [11] existiert aber
eine mit der Cliffordmultiplikation vertrigliche Darstellung der metaplektischen
Gruppe: Die sogenannte metaplektische Darstellung

L: Mp,, — U(L*(R"))

ist ein stetiger Homomorphismus in die mit der Operatornorm versehene Gruppe
der unitiren Operatoren von L?(R™). Ist o : Mp,y, — Sps,, die Uberlagerungsab-
bildung, so gilt

L(g) oo(a) =o(e(g)a) o L(g) fiir alle g € Mp,,,, a € R*". (2.4)

Betrachtet man ein Element u € S(R™), so ist nach Wallach [14] die Abbildung
¢ — L(exp(§))u, & € mp,y, differenzierbar und wir konnen das Differential der
metaplektischen Darstellung durch

d
L, =—L t
©u =" Loty
definieren. Mit der Identifikation (2.2) und der Cliffordmultiplikation (2.3) gelten
dann die folgenden Formeln, siche [3] oder [14]:

L.(ej-ex)u = —iej - ep - u
L(fy - f)u=—if; - fu-u fiir u € S(R™) (2.5)
Li(ej - fio+ fu-ej)u=—ilej - fr, + fr - €j) -u

Es gilt also L, = —io : mp,y, — End(S(R"™)). Das Differential von L hat somit un-
beschrénkte Operatoren auf S(IR") als Bild, und insbesondere ist die metaplektische
Darstellung im Sinne der starken Topologie auf U(L?(R™)) nicht differenzierbar.

2.3 Metaplektische Struktur und Spinorbiindel

Um eine mit der Cliffordmultiplikation vertrégliche Darstellung zu erhalten, muss-
ten wir im letzten Abschnitt zur Uberlagerung o : Mp,,, — Spy,, der symplekti-
schen Gruppe iibergehen. Um zur metaplektischen Darstellung ein Vektorbiindel
konstruieren zu konnen, bendtigen wir also ein Mps,,-Prinzipalbiindel {iber M:

Definition 2.2 Sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit. Eine metaplekti-
sche Struktur von M ist eine Reduktion f : P — Sp(M) des Spy,,-Prinzipalbiindels
Sp(M) beziiglich der Uberlagerung o. O
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Die Frage der Existenz einer metaplektischen Struktur hingt nur von der Topologie
der Mannigfaltigkeit M ab, vergleiche [2] oder [3].

Ist nun f: P — Sp(M) eine metaplektische Struktur, so ist also P ein Mp,,,-
Prinzipalbiindel, und wir kénnen das Spinorbiindel definieren.

Definition 2.3 Ist P eine metaplektische Struktur von M, so ist das symplektische
Spinorbiindel das zu P assoziierte Vektorbiindel

Q= P x L*(R"),
wobei L die metaplektische Darstellung ist. O
Da L den Schwartzraum invariant lasst, ist durch

S=Pxg SR

ein Teilbiindel von @Q definiert. Die Darstellung L : Mp,, — U(L?(R™)) ist stetig,
nicht aber differenzierbar, daher sind () und S topologische Vektorbiindel mit Faser
L?*(R™) bzw. S(R"). Trotzdem kann man differenzierbare Schnitte von @ definieren:

Definition 2.4 Ein Schnitt ¢ von @ heifit (unendlich oft) differenzierbar, falls die
¢ zugehorige L-Aquivariante Abbildung u : P — L?(IR™) von der Klasse C* ist. [J

Entsprechend werden differenzierbare Schnitte von S erkldrt. Man kann dann zei-
gen, vergleiche [3], dass jeder differenzierbare Schnitt von @ ein Schnitt von S ist.
Die Menge dieser differenzierbaren Schnitte bezeichnen wir mit I'(Q) = I'(S).

Sei jetzt ein symplektischer Zusammenhang auf (M, w) gegeben, d. h. ein linearer
Zusammenhang, fiir den Vw = 0 gilt. Nach Beispiel (1.14) reduziert sich dieser
Zusammenhang auf Sp(M) und ist daher durch eine 1-Form Z : T'Sp(M) — spy,
gegeben. Durch das Diagramm

TP men

o lg*

TSp(M) Z— spa,

wird eine Reduktion Z’ von Z definiert, denn o, ist eine Isomorphismus. Da @ kein
differenzierbares Vektorbiindel ist, erhélt man durch Z’ nicht sofort den Formalis-
mus einer kovarianten Ableitung. Wegen unserer Definition eines differenzierbaren
Schnittes von @ kann man hier aber genau wie in Abschnitt 1.3 vorgehen:

Definition 2.5 Die Spinorableitung eines differenzierbaren Schnittes ¢ € I'(Q) in
Richtung X € T, M ist definiert durch

Vxp = E-du(n),

wobei u die ¢ zugeordnete dquivariante Abbildung ist und n € T P ein horizontaler
Lift von X. O
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Die Spinorableitung hat dann dieselben Eigenschaften wie die kovariante Ableitung,
insbesondere gibt sie eine Abbildung V : I'(Q) — I'(T"M ® Q).

Schliellich wollen wir die Cliffordmultiplikation eines Tangentialvektors mit
einem Spinor definieren. Die metaplektische Struktur P ist eine Reduktion von
Sp(M), also kann man das Tangentialbiindel mittels des Diffeomorphismus (1.4)
als TM = P x, R?" darstellen. Die Cliffordmultiplikation wird dann definiert als

I TM x S — S

(E.al,[B,u]) — [E.a-u], acB™ ucsm®r). (20
Wegen der Vertriglichkeitsbeziehung (2.4) ist diese Definition erlaubt und liefert
eine bilineare Abbildung p. Nun ist jedes o(a) ein unbeschriankter Operator, d. h.
die Abbildung u +— a - u, u € S(R"™) ist nicht stetig. Daher wird fiir ein Vektorfeld
X und ein ¢ € T'(S) durch u(X,p) zwar wieder ein Schnitt von S erkldrt, im
Allgemeinen wird dieser allerdings nicht einmal stetig sein. Bezeichnen wir mit
I'*(S) die Menge aller Schnitte von S, so erhalten wir also eine Abbildung

D(TM ®S) - TX(9).

2.4 Definition der Diracoperatoren

Definition 2.6 Sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit. Eine mit w ver-
tragliche fast-komplexe Struktur ist ein Endomorphismenfeld J : TM — TM, so
dass J? = —id gilt und durch g(X,Y) = w(X, JY) eine riemannsche Metrik gegeben
ist. O

Fiir eine symplektische Mannigfaltigkeit existiert stets eine vertrégliche, fast-kom-
plexe Struktur, vergleiche [8].

Sei nun eine symplektische Mannigfaltigkeit (M, w) mit einer vertréglichen, fast-
komplexen Struktur J gegeben und g die zugehtrige Metrik. Wir kénnen das Tan-
gentialbiindel dann auf zwei Arten mit dem Kotangentialbiindel identifizieren: mit-
tels w per

IRE

TM = T*M, X — w(X,), (2.7)

und mittels g per
g
T™ = T°M, X — g(X,-). (2.8)

Dies fiihrt zur Definition zweier Diracoperatoren:
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Definition 2.7 Sei (M, w) eine symplektische Mannigfaltigkeit mit einer metaplek-
tischen Struktur P, einer mit w vertréglichen, fast-komplexen Struktur J und einem
symplektischen Zusammenhang. Die symplektischen Diracoperatoren D und D sind
dann definiert als Verkettung der Spinorableitung V mit der Cliffordmultiplikation

W

e

D:T(S) 5 I(T"M®S) = T(TM ® S) - T%(S)

[l

D:T(S) L I(T"M®S) 2 T(TM® S) -~ T%(S)

Das Tangentialbiindel wird dabei mit dem Kotangentialbiindel mittels (2.7) bzw.
(2.8) identifiziert. O

Ausgehend von den Diracoperatoren definieren wir noch den Operator 2. Ordnung
P =i(DD — DD).
Sein Definitionsbereich ist D~1(T'(S)) N D~Y(T'(S)). In [3] wird gezeigt, dass P ein

Operator vom Laplacetyp und im Fall einer Kdhler-Mannigfaltigkeit bei Verwen-
dung des Levi-Civita-Zusammenhangs formal selbstadjungiert ist.
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Kapitel 3

Der komplexe projektive Raum
CPy,

In diesem Kapitel iibertragen wir die Konstruktion symplektischer Diracoperatoren
auf den komplexen projektiven Raum. Wir betrachten dazu CIP,, als homogenen
Raum SU,,1/U, und versehen ihn durch die Fubini-Study-Metrik mit der Struk-
tur einer Kéhler-Mannigfaltigkeit. Insbesondere ist SU,, 41 ein Prinzipalbiindel iiber
CP,,. Fiir ungerades n kénnen wir dann eine metaplektische Struktur fir CIP,, defi-
nieren und das Spinorbiindel als ein zu SU,, ;1 assoziiertes Vektorbiindel schreiben.

3.1 Konstruktion der Fubini-Study-Metrik

Im Folgenden nummerieren wir die Komponenten von Vektoren z € C"! gemi8
z = (xg,...,z,) und schreiben (zo,...,z;,...,z,) fiir den n-komponentigen Vek-
tor, der aus « durch weglassen der Komponente x; entsteht. Die hermitesche Stan-
dardform auf C"*! wird mit (-|-) bezeichnet, || - || ist die zugehérige Norm. Mit der
kanonischen Identifizierung C"*! = R2"*2 ist dann || - || die euklidsche Norm, und
fiir die 2n + 1-dimensionale Sphire gilt S?"+1 c ¢t

Der komplexe projektive Raum CIP,, ist definiert als die Menge aller eindimen-
sionalen komplexen Unterrdume von €', d.h. CP,, = {Cz |z € C"*\{0}}. Sei
U;j = {Cx|z; # 0}. Durch die Karten

p;j: U — C"
Zo T Tn
@x'—> <—,,—7,—
Lj Lj Lj

erhilt CIP,, die Struktur einer reellen, 2n-dimensionalen differenzierbaren Mannig-
faltigkeit. Von der Sphire S?"*1 haben wir dann die Projektion

pr: 8™t . CP,, z +— Czx
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und lokale Schnitte
Cr+— — fiir x; = 1.

Lemma 3.1 Die Projektion pr ist eine Submersion mit
Ker T, pr = Riz.

Beweis: Die Fasern von pr sind isomorph zu S, es gilt pr(z) = pr(e’z), t € R.
Differenzieren liefert T pr(iz) = 0, also Riz C Ker T, pr. Fiir ein z € pr—1(U;)
existiert nun ein A € S* mit As;(Cz) = z. Zu diesem X betrachten wir die Funktion
s = As;. Dann gilt pros =idy, und differenzieren fiihrt auf

Typr o Tgys = idre,cp, -

Die Tangentialabbildung T, pr ist also surjektiv, und aus Dimensionsgriinden muss
dann Rix = Ker T pr gelten. O

Da die Punkte der Sphire S?"*! durch (z|r) = 1 beschrieben werden, erhilt man
durch differenzieren folgende Charakterisierung der Tangentialrdume:

u € TpS?" ! = Re(u|z) = 0.

Sei (Cz)* das orthogonale Komplement von Cz in C"+! beziiglich der hermiteschen
Form. Damit erhalten wir dann eine Zerlegung

T,5°"! = (Cz)* @ Rix
des Tangentialraumes und aufgrund des Lemmas einen reellen Isomorphismus
Tppr: ((Dx)L =, Te.CP,,.

Ein Element A € S! liefert durch Multiplikation u — Au einen Isomorphismus
f: (Cx)t — (CAz)*, denn es gilt (\ul\x) = (u|z). Aus pr(z) = pr(\z) folgt
weiter T, pr(u) = Th,pr(Au), und wir erhalten das kommutative Diagramm

f

(Cx)* (CAz)*t

IR

1%

Txzpr

T, CP,

Da die hermitesche Form unter f invariant ist, d.h. (ulv) = (Au|Av), kénnen wir
nun durch

(Tmpr(uﬂTxpr(v))@IPn = (u|v) fiir u,v € (Cz)* (3.1)
auf jedem Tangentialraum von CIP, eine C-wertige Bilinearform definieren. Der
Realteil von (-|-)gp, ist dann ein reelles Skalarprodukt der Tangentialrdume und
wird Fubini-Study-Metrik genannt.

21



3.2 CP, als homogener Raum

Die spezielle unitire Gruppe SU,,41 operiert transitiv auf der Sphire S?"+1 durch
Matrix-Vektor-Multiplikation. Mittels Projektion erhalten wir eine transitive Ope-
ration

g-Cx = pr(gz) = C(gx), g€ SU, 11, x € 52t

von SU,+1 auf CP,, und somit eine surjektive Abbildung

m: SUpy1 — CP,

(3.2)
gr— g-Cxpn,
wobei zy = (1,0,...,0) € C"*! ist. Der Stabilisator von Cxy
_ det@ 1] 0
— 1 —
H=n mm@_{< - Q)‘Qe%}

ist dann eine abgeschlossene Untergruppe von SU, 1, die Faser des Punktes 7(g)
ist gH.

Satz 3.2 Die Abbildung w : SU,11 — CIP, ist beziiglich der Rechtsaktion von
H auf SU, 1 ein H-Prinzipalbiindel iber CP,,. Insbesondere induziert m einen
Diffeomorphismus
f: SU,1/H = CP,
gH —  m(g).

Beweis: Nach Beispiel 1.4 ist die kanonische Projektion 71 : SUp41 — SUny1/H
ein H-Prinzipalbiindel. Wegen der lokalen Trivialitdt gibt es lokal einen Schnitt
U — SUp,4+1 von my. f lésst sich auf U als Verkettung dieses Schnittes mit «
darstellen und ist damit differenzierbar. Wére jetzt m eine Submersion, so gébe es
auch einen lokalen Schnitt V' — SU,,4+1 von 7, und dessen Verkettung mit m; wire
f~! und differenzierbar. Damit wire f ein Diffeomorphismus und 7 = f o 7y ein
H-Prinzipalbiindel.
Zeigen wir daher jetzt: 7 ist eine Submersion.

Fir X € sup4q gilt Ton(X) = Ty pr(Xon). Da Ty, pr den Unterraum (Cxy
bijektiv auf Ty, CP, abbildet und sich jeder Vektor aus (Cz,)* als Xan mit
X = (2 _gT) € sUpy1, u € C™ darstellen lésst, ist T surjektiv. Unter Benutzung
der Operationen von gg € SU,,+1 auf SU,,4+1 und CP,, folgt aus 7(gog) = go-7(g) die
Beziehung T, m(goX) = go-Tem(X). Da die Operationen auf den Tangentialraumen
Isomorphismen sind, haben Ty m und 7,7 den gleichen Rang. Damit ist 7 eine

)L

Submersion. O

3.3 CP, als Kdhler-Mannigfaltigkeit

Als néchstes wollen wir das Tangentialbiindel TCIP,, als assoziiertes Vektorbiindel
zu SUp41 darstellen, die Fubini-Study-Metrik in diesem Biindel beschreiben und
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durch einfithren einer fast-komplexen Struktur CPP,, zu einer K&hler-Mannigfaltig-
keit machen.
Dazu fixieren wir zuerst eine Basis von su, 11 bestehend aus den Matrizen

Yir = 0 "9-.-.-?‘ —j. Zeile, 1 <5 <k<n,
i 0 ) —k. Zeile
0 .
o —ji _
}/j - ](]%1) i s J = 17 oo, n.
R }J mal
i
(3.3)

Man verifiziert dann leicht, dass durch die symmetrische Bilinearform
1
—5 Spur(AB) (3.4)

ein reelles Skalarprodukt auf su,, 1 gegeben ist, beziiglich dessen die oben definierte
Basis eine Orthonormalbasis ist. Offenbar bilden die Matrizen Y, Z;i, Y; eine Basis

der Liealgebra
b:{< —S%urA z) ‘Aeun}

von H, und wenn wir mit m den von Xi,..., X9, aufgespannten Unterraum be-
zeichnen, ist

SUpt] =m@h (3.5)
eine orthogonale Zerlegung der Liealgebra von SU,,+1. Nun definieren wir durch die

Vorschrift JX; = X, 15, JX,,1; = —X; auf m eine komplexe Struktur J : m — m,
die m zu einem C-Vektorraum macht. Die Identifikation

. 0|-—u'
C"=m per ur— <u 0 ) (3.6)

ist dann ein komplexer Isomorphismus, mittels dessen wir die hermitesche Standard-
form auf m iibertragen kénnen. Das so definierte komplexe Skalarprodukt (-|-)m hat

X1,..., X, als hermitesche Basis, und die in (3.4) definierte Spurform auf m ist
gerade der Realteil von (-|-)m.
Da 7 eine Submersion ist und gH die Faser eines Punktes p = 7(g), gilt

Ker Tym = gh, und wir erhalten einen Isomorphismus

Tym: gm =, T,CP,,. (3.7)
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Bei einem Wechsel von g zu gh in der Faser, d.h. h € H, hat man nun 7(g) = 7(gh)
und daher

Tyw(9X) = Tynm(9Xh) = Typm(gh Ad(h™1)X), (3.8)

wobei X € su,, 1 und Ad(h)X = hXh~! die adjungierte Darstellung ist.

Satz 3.3 Die adjungierte Darstellung der Isotropiegruppe H operiert auf m als
unitdre Darstellung

a: H— U(m)
h— Ad(h).

det@Q 1|0

Fﬁrhz( 0 0

> erhdlt man beziiglich (X1,...,X,) die Matrizdarstellung

a(h) =det@ - Q.

Beweis: Fiir X = (2 _8T) € m gilt

—detO1. 4T d
a(h)X:hXh*:(Qou} et% u >< et@Q| 0 >

_ 0 ‘ —detQ1-a"TQ!
_<detQ-Qu‘ 0 >

Aus

3ot Q - Qu' = -det Q-7 QT = —det Q- @' Q

folgt a(h)X € m, und aus der Definition der Form (-|-)n iiber die Identifikation
(3.6) erhilt man «(h) € U(m) und die behauptete Matrixdarstellung. O

Wegen (3.7) und (3.8) erhalten wir nun eine Beschreibung von TCP,, als zur Dar-
stellung « assoziiertem Vektorbiindel durch

SUpi1 Xxam —» TCP,

(3.9)
9, X] — Tym(gX).
AuBlerdem konnen wir auf jedem Tangentialraum von CIP,, durch
Jop, Tym(9X) = Tyr(gJ X), Xem (3.10)

eine komplexe Struktur Jeop, definieren. Da «(h) € U(m) insbesondere C-linear
ist, ist Jep, damit wohldefiniert.
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Satz 3.4 Die Bilinearform (:|-)cp, und das Endomorphismenfeld Jop, werden in
den Tensorbiindeln

SUp11 Xgq—rga— m* @ m* bzw. SUp41 X g—rga M @ m
dargestellt durch die konstanten Abbildungen
g — (|)m bzw. g — J.
Insbesondere gilt
(Tym(gX)|Tym(9Y ) ep, = (X[Y)m  fir X,Y € m.

Beweis: Wir betrachten die Identifikationen

SUn+1 X a—*@a—* m* ®m* i T(Z,O)(DIPn
g, F] —  ((Tyr(X), Tyn(Y)) = F(X ®Y))
und
SUn+1 Xa—*Qa m ®m i T(l’l)(DIPn
g, F] —  (Tym(X) = Tym o F(X)).

Aus (3.10) folgt sofort, dass Jep, durch g — J dargestellt wird. Betrachten wir jetzt
zwei Elemente X = (2 *gT) , Y = (8 *gT) von mund z = gy, g € SU,1. Dann
Xxy|zy) =0, also gXan € (Cx)*; ebenso gYxy € (Cx)t. Mit
) von (-]-)cp,, folgt

(Tym(9X)|Tym(9Y)) op., = (Tepr(9Xan)|[Tepr(gYan)) gp. = (9X2N]gY N)

= (X.%'N’Y.%'N) = (u\v)@n = (X’Y)m

gilt (g Xzn|z) =
der Definition (3.

_

Daher wird (:|-)cp, durch g — (+]-)m dargestellt. O

Bemerkung 3.5 Aufgrund der Differenzierbarkeit ist Jep, eine fast-komplexe
Struktur und die Bilinearform (:|-)¢p,, eine hermitesche Form auf CIP,,. Der Realteil
v von (+|-)op,,, die Fubini-Study-Metrik, ist eine riemannsche Metrik, der negative
Imaginérteil w eine alternierende 2-Form, und es gilt

'7(57 77) = w(§7 J@IP”T/)'

Die Vektoren Tym(gX1),...,Tym(9X2,) bilden beziiglich v eine Orthonormalbasis
von 17, CPy, und eine symplektische Basis beziiglich w. U

Wir wollen jetzt einen Zusammenhang auf dem Prinzipalbiindel 7 : SU,+1 —
CP,, definieren. Da gh = Ker Tym der vertikale Unterraum von 7,SU, 11 = gm® gh
ist, konnen wir gm als horizontalen Unterraum definieren. Die entsprechende 1-Form
des Zusammenhangs wire dann

Z: TSUp1 — b

(3.11)
gX +gY — Y fir X em, Y eb.
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Satz 3.6 Die Abbildung Z definiert eine Zusammenhangs-1-Form des Prinzipal-
biindels w. Die zugehirige kovariante Ableitung V ist torsionsfrei und erfillt

V(|)ep, =0 und VJep, =0.

Beweis: Wir iiberpriifen zuerst die Eigenschaften aus Definition 1.9 fiir Z: Offenbar
gilt Z(gY) =Y fiir Y € h und

Z((gX + gY)h) = Z(gh Ad(h™")X +gh Ad(h")Y)

J

~~

em ch

= Ad(h )Y = Ad(h 1) Z(9X + gY)
fir ein Element gX + gY € T,SU,41, X € m, Y € b. Fir die Differenzier-
barkeit von Z beweisen wir (vergleiche Beispiel 1.8), dass fiir jedes Vektorfeld
& SUpy1 — TSU, 4 die Komposition Zof wieder differenzierbar ist. Nun ist £ dar-
stellbar als £(g) = gu(g) mit einer differenzierbaren Abbildung u : SU, 1 — $ly41.
Mit der Zerlegung u(g) = um(g) + up(g9) € m @ b ist dann Z o £ = uy, wieder diffe-
renzierbar.
Da die Tensorfelder (-|-)cp, und Jop, in den entsprechenden Biindeln durch kon-
stante Abbildungen dargestellt werden, ist nach Definition 1.10 ihre kovariante Ab-
leitung gleich null.
Jetzt zur Torsionsfreiheit: Sei 7: U — SUp41 ein lokaler Schnitt von 7. Setzen wir

Blg) = Ad(g~'7 o m(g)),
so gilt fiir h € H die Beziehung 8(gh) = Ad(h~!)B(g). Fiir jedes X € m ist daher
durch die a-dquivariante Abbildung ux : g — [(g)X ein lokales Vektorfeld
Ex o m(g) — Tym(gB(9)X)

auf U definiert. Seien £y, &y zwei solche Vektorfelder. Dann ist g3(g)X der horizon-
tale Lift von £x(m(g)), und die kovariante Ableitung ist im Vektorbiindel gegeben
durch

Vexr(gnéy = duy (98(9)X) = TB(g9B(9)X)Y.
Fiir eine Funktion f: U — R und w = f o7 gilt
&y f(m(9)) = df (§v (n(g))) = dw(gB(g9)Y)
und weiter
Exty f(m(g)) = d*w(gB(9)X, 9B(9)Y ) + dw(g B9) X B(9)Y +9TB(9B(9)X)Y ).
Blg)XY

Nun ist fir X,Y € m der Kommutator [X,Y] € b, siehe auch (4.3). Daher ist
B(9)[X,Y] € b und somit dw(gB(g)[X,Y]) = 0. Fiir die Lieklammer von {x und
&y gilt damit

[€x,&v]f(m(9)) = dw(gTB(g98(9)X)Y — gTB(98(9)Y)X),
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und das entsprechende Vektorfeld wird durch

[€x,8&v](m(g)) = TB(9B(9) X)Y — TH(gB(9)Y )X

dargestellt. Fiir den Torsionstensor gilt somit

T(€x(p); 6y () = Vex &y — Veyméx — [Ex,&v](p) =0,

und das zeigt die Behauptung, da {x(p) jeden Vektor aus T,,CIP,, darstellen kann.
O

Bemerkung 3.7 Wegen V(:|-)op, = 0 verschwindet auch die kovariante Ablei-
tung der Fubini-Study-Metrik, und daher ist V der Levi-Civita-Zusammenhang.
Aus VJgp, = 0 folgt, siehe [9], dass CP,, mit (-]-)cp, und Jep, eine Kéhler-
Mannigfaltigkeit ist. Insbesondere ist dann dw = 0, d.h. w ist eine symplektische
Form.

3.4 Metaplektische Struktur von CP,,

Eine metaplektische Struktur ist eine Reduktion des Sp,,-Prinzipalbiindels der
symplektischen Basen der Tangentialrdume. Zur Definition einer metaplektischen
Struktur auf CP,, benétigen wir daher zunéchst eine Beschreibung von Sp(CP,,).

Nach Bemerkung 3.5 ist fiir jedes g € SU, 11 E, = (Tgﬂ(gXl), e ,Tgﬂ(ngn))
eine symplektische Basis. Fassen wir wie in Beispiel 1.2 jede solche Basis als einen
Isomorphismus R?"® — T (q)CPy, auf, so ldsst sich eine beliebige symplektische Ba-
sis von Ty CPy, als Ego B mit B € Spy,, schreiben. Weiter gilt wegen Tym(gX) =
Tynm(gha(h™1)X) die Gleichung E,; = Egp o a(h™1). Wir benutzen dabei die Iden-
tifikation m = C" = R?", so dass a(h) € U, und U, eine Untergruppe von Sp,,,
ist. Insgesamt erhalten wir damit einen Isomorphismus von dem zu « assoziierten
Spay,-Prinzipalbiindel (siche Beispiel 1.15) nach Sp(CP,,):

SUnt1 Xa Span —  Sp(CPy) (3.12)
[g’ B] — Eg o} B

Eine metaplektische Struktur werden wir als assoziiertes Mps,,-Prinzipalbiindel
SUp+1 Xa Mp,,, konstruieren, wobei ein Lift & : H — Mp,,, von « in die metaplek-
tische Gruppe benétigt wird. Zusitzlich zu m =2 C" =2 R?” benutzen wir jetzt die
Identifikation

U, =H per Qr— ( deté)‘l 22 > (3.13)

Nach Satz 3.3 ist a dann ein Homomorphismus U,, — U,,, @ — det @-Q. Nun kann
man jedes @) € U, schreiben als = AV mit A € U; und V € SU,,. Diese Zerlegung
ist allerdings nicht eindeutig, denn man kann ein beliebiges A mit det@ = A"
wihlen. Jedenfalls ergibt sich sofort das folgende
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Lemma 3.8 Die Darstellung der Isotropiegruppe hat die Form
a: U, — U,
AV — Ny N ey, Ve SU,
O

Wir berechnen jetzt die Form der Uberlagerungsabbildung o : Mps,,, — Sps,, ein-
geschréinkt auf o~!(U,,). Die Abbildung
Uy x SU, — U,
A\ V) — A2V

ist ein Gruppenhomomorphismus, und sein Kern ist {(¢,(™21I) | ¢(*" = 1}, denn aus
A2V = I folgt V = A~2I sowie det(\?V) = A?" = 1. Die Untergruppe

A={(¢.¢c?D " =1}

ist dann von Ordnung 2 im Kern und durch Quotientenbildung erhélt man eine
zweifache, zusammenhéngende Uberlagerung

Uy x SUn/A — U,.

Satz 3.9 Die Untergruppe o~ *(U,) von Mp,, ist isomorph zu Uy x SU, /A, und
die Uberlagerungsabbildung ist von der Form

0: 0 (Uy) 2 U1 X SUn/y — U,
A\, V] — A2V

Beweis: Da zusammenhingende Uberlagerungen zur selben charakteristischen Un-
tergruppe bis auf Isomorphie eindeutig sind, ist nur zu zeigen, dass o~ !(U,,) zusam-
menhéngend ist. Wir benutzen dazu die Polarzerlegung invertierbarer Matrizen: Sie
ist durch die bijektive Abbildung

Oap X Symy, —  Glon(R)

(@, A) —  Qexp(A)
gegeben, wobei Syms,,, die Menge der symmetrischen 2n x 2n-Matrizen bezeichnet.
In [7, Seite 175] wird gezeigt, dass diese Abbildung ein Diffeomorphismus ist. Nach

Wallach [14, Seite 211] schrinkt sie sich auf die symplektischen Matrizen ein, und
wir erhalten mit U, = Oy, N Sp,, einen Diffeomorphismus

Un X (Smen mﬁﬁzn) = Sp2n

Daher ist jeder Weg in Sp,,, homotop zu einem Weg in U,,, und da die Fundamen-
talgruppe 71 (Spy,,) transitiv auf Mp,,, operiert, operiert auch m(U,,) transitiv auf
0 Y(U,), d.h. o71(U,) ist zusammenhiingend. O
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Satz 3.10 Fiir ungerades n = 2m — 1 existiert ein Lift & der Isotropiedarstellung

U1><SUn/A
S
Uy ————U,

und ist von der Form a(AV) = [N, V] mit A € Uy, V € SU,,.

Beweis: Wir mochten & durch die obige Zuordnungsvorschrift definieren. Nach Lem-
ma 3.8 und Satz 3.9 wire dann o« = g o & Wegen der Nichteindeutigkeit der Zerle-
gung AV € U, ist noch zu priifen, ob die Definition korrekt ist. Sei dazu AV = I,
also A" = 1. Dann ist A72™ = A7 = \~! also (A, V) = ()\m, ()\m)’2l) €A,
und das heifit, [\, V] ist das neutrale Element von U; x SU,,/A. O

Satz 3.11 Der komplexe projektive Raum CIP, ungerader Dimension n = 2m — 1
besitzt eine metaplektische Struktur, die durch

[+ SUnt1 Xa Mpoy, — SUnt1 Xa SPap
l9, B — [g, o(B)]

gegeben ist.

Beweis: Die Abbildung ist wohldefiniert, da fiir h € H

[gh, o(&(h™")B)] = [gh,w(h_l)Q(B)] = [g,0(B)]

a

gilt. Wegen
f(lg, BIC) = f(lg, BC]) = [g, o(B)o(C)] = f(lg, B])e(C)  fiir B,C € Mpy,
ist f eine Reduktion beziiglich g, also eine metaplektische Struktur. U

Gemifl Beispiel 1.15 gibt es Reduktionen dy, ds der assoziierten Prinzipalbiindel
auf das Prinzipalbiindel SU, ;1 von CP,,, so dass das Diagramm

SUn+1 Xa Mpy,
A
SUn+1 T SUn+1 X Sp2n
1
kommutiert. Das Spinorbiindel @ = (SUn+1 Xa Mpy,) %1, L*(R™) reduziert sich

dann iiber dy zu
Q = SUpy1 X10a L*(R™).

Fiir das zum Schwartzraum gehoérende Teilbiindel S von @ erhélt man

S = SUn+1 X Loa S(Rn)
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AuBlerdem wird der in (3.11) definierte Zusammenhang durch das Diagramm so
auf die assoziierten Biindel {ibertragen, dass die entstehenden Zusammenhénge
entsprechend den Abbildungen di, da2, f Reduktionen voneinander sind. Fiir die
Spinorableitung eines durch die L o &-dquivariante Abbildung u : SU, 1 — L?(R™)
beschriebenen Schnittes ¢ € I'(Q) in Richtung des Vektors { = Tym(gX), X € m
gilt dann

Vep = [g,du(9X)], (3.14)

da ja gX der horizontale Lift von & ist.
Schliellich wollen wir noch die Cliffordmultiplikation eines Tangentialvektors
mit einem Spinor
¢ =g,u] € SUpt1 Xroa S(R")

berechnen. Da die Vektoren (&1, ...,&2,) mit & = T,m(¢9X;) nach Bemerkung 3.5
eine symplektische Basis von T, CPy, bilden, erhalten wir

& =19, X;-ul, (3.15)
wobei
1T U ,i=1,...,n
Xjru= {am]?nu ,j‘:n—l—l,...,Zn
gilt.
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Kapitel 4

Berechnung der Operatoren
D, D und P

Ausgehend von der im letzten Kapitel bestimmten Form Q = SU,, 11 X rog L?(R™)

des Spinorbiindels kénnen wir jetzt die symplektischen Diracoperatoren D und D
von CP,, ermitteln. Fiir den Operator 2. Ordnung P = i(DD — DD) berechnen
wir eine Formel, die den Casimiroperator von SU, 1 und den Operator des harmo-
nischen Oszillators auf L?(IR™) enthilt.

4.1 Berechnung der Diracoperatoren

Jeder Schnitt des Spinorbiindels von CP,, wird eindeutig durch eine L o a-dquivari-
ante Abbildung u : SUp41 — L?(R™) beschrieben. Daher kénnen wir im Folgenden
D, D und P als Operatoren betrachten, die auf diesen dquivarianten Abbildungen
wirken.

Satz 4.1 Wir betrachten einen differenzierbaren Schnitt des Spinorbiindels, darge-
stellt durch die L o a-dquivariante Abbildung v : SUp+1 — S(R™). Die Diracopera-
toren sind dann von der Form

Du, Du: SU,;; — S(R")

n
Du=3"X; Xni() = Xt - X;(u)
j=1

n
Du=>" X X;j(u) + Xny; - Xnyj(u),
j=1

mit der Notation X;(u) : SUpy1 — S(R"), g — du(g9Xj).
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Beweis: Die Spinorableitung von v an einer Stelle g ist nach (3.14) durch die lineare
Abbildung X — du(gX) gegeben. Sie lidsst sich daher als

2n
ZX;‘@du(ng) € m"®S(R")
j=1

schreiben, wobei (X7,..., X3, ) die duale Basis von (X, ..., X9,) ist. Die Identifi-
kation von m mit m* gemdf (2.7, 2.8) liefert

* *
Xj — Xoii, Xogj — =X

n

fiir die symplektische Form bzw.

* *

fiir die riemannsche Metrik. Nach Definition 2.7 der Diracoperatoren haben diese
dann die Form

Du(g) = Xj - du(gXny;) — Xpsj - du(gX;)
j=1

Du(g) =Y Xj - du(9X;) + Xny; - du(gXp1)-
=1

4.2 Berechnung des Operators P

Ausgehend von den im letzten Abschnitt ermittelten Formeln fiir die Diracope-
ratoren wollen wir jetzt die Form des Operators P = i(DD — DD) und seinen
Definitionsbereich bestimmen. Zur Vereinfachung der Darstellung benutzen wir da-
bei die symplektische Cliffordalgebra sC(m) von m mit der aus den Elementen
e; = Xj, fj = Xy4j bestehenden symplektischen Basis (vergleiche Bemerkung 3.5).
Insbesondere gilt dann fiir die Cliffordmultiplikation (3.15)

XY u-Y - X-u=[X,Y] u, X, Yem

und
[ej, ek] U = [fj, fk] U = O, [ej, fk] U = —iéjku.

Wir betrachten jetzt einen endlichdimensionalen, L o a-invarianten Unterraum

V € S(R™) und dazu das Teilbiindel
SUn—H X Lo& 14

des Spinorbiindels. Ein differenzierbarer Schnitt dieses Teilbiindels ist gegeben durch
eine L o@&-dquivariante, differenzierbare Abbildung u : SU,11 — V. Wie in Satz 4.1
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verwenden wir die Notation X (u) fiir die Abbildung ¢g — du(gX). Da fiir Y € m die
Cliffordmultiplikation Y - u = ¢(Y") o w nur auf dem endlichdimensionalen Teilraum
V operiert, ist sie stetig, und es gilt X(Y -u) =Y - X(u). Aus

Du = Ze] Xpyj(u) = fj- Xj(u),  Du=Y"ex- Xp(w) + fir - Xpin(u)

k=1

berechnen wir dann
n

DDu = Z e - €j - Xk;(Xn+j(u)) —ex- fj- Xk(Xj(u))
jk=1

+fk'ej'Xn+k‘(Xn+j(u)) Je i Xoru(X (u)),

n

DDu =Y ej-ep Xnpj(Xp(w) + €5+ fr - Xnoj(Xnpn(u))
k=1

—fj e Xi(Xp(w) = fi - fr - Xj(Xnqn(u)).

Insbesondere liegt w im Definitionsbereich der Operatoren DD und DD. Durch
Einfiigen passender Terme erhélt man nun

(DD — DD)u

= leweg] - Xi(Xngj () + €5 - ep - (Xp(Xnpj(0) = X i (Xi(w))
k=1

+fj en] - Xi(Xj(w) = f5 - e - (Xp(Xj(w) — X;(Xg(w)))
+[fka ej] : Xn+k(Xn+j( )) + €5 - fk : ( n+k(Xn+j(u)) - Xn+j(Xn+k(u)))
s fr) - Xnw (X5 () = S+ fro - (Xnw (X () — X5 (Xopx(w)))-
Da fiir die Ableitung von X (u) die Formel
A(X (u))(gY) = d*u(gY, gX) + du(gY X)
gilt, folgt
Y (X(u) = X(Y(u)) : g — du(glY, X]),
und damit erhalten wir:
Lemma 4.2 Sei V ein endlichdimensionaler, L o &-invarianter Unterraum von

S(R™). Dann gehirt T(SUp 1 X oa V) zum Definitionsbereich von, DD — DD, und
es gilt

(DD — DDYu =i 3" X;(X; () + X (Xt ()

j=1
" (4.1)
+ > fieen (X5 Xl (w) — €5+ fr [(Xngs Xk (w)
k=1
+ [ e X5 Xngrl(w) + € - e - [Xi, Xy (u)
fir u: SUpy1 — V differenzierbar und L o &-dquivariant. O
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Um die Terme der Form [X;, Xj|(u) zu berechnen, bestimmen wir zuerst die
Kommutatoren der Matrizen X1, ..., Xo,. Dazu definieren wir zusétzlich zu den
Elementen Yji, Zj, Y; € su,41 aus (3.3) noch Zj; € su, 41 durch

2 | 0

0
7. —
77 0 2 —j. Position '

0

i=1,...,n. (4.2)

Durch einfache Rechnung erhilt man dann

[Xj,Xk] = [Xn-l—jaXnJrk] = Y} flll“] < k und (4 3)
(X5, Xor) = [Xi, Xy j] = Z5 fir j < k. '

Desweiteren bestimmen wir die Form des Differentials a, : §h — sp(m) der Iso-
tropiedarstellung und benutzen dafiir den durch die adjungierte Darstellung der
Cliffordalgebra gegebenen Isomorphismus ad : mp(m) — sp(m), siche Abschnitt
2.1.

Lemma 4.3 FEs gilt

ax(Yr) = ad(ex - fi — ¢ - fr)

firl<j<k<n
Oc*(ij) = ad(ej cep+ fj- fx)

und

k=1

sowte

|1 _ -
o (Yj) = m ad (_j(en—jen—j + fa—jfa—j) + k:nZ:jJrl exer + fkfk)

firj=1,...,n—1 und

s (Yn) =1/ n;—ll ad(Zej e+ fj fj).
j=1

Beweis: Nach Lemma 3.8 hat die Darstellung der Isotropiegruppe die Form

(A0 nt1
(X(T’W>l—>)\ V, )\GUl,VGSUn,

ihr Differential ist daher durch

—niz | 0 . .
Qe < 0 Z,:EI>»—>(n+1)w:I fir x € R und

0]0 ..
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gegeben. Die Bilder von « und a, aus U(m) bzw. u(m) werden dabei jeweils durch
n x n-Matrizen beziiglich der komplexen Basis ey, ..., e, von m dargestellt, I be-
zeichnet die Einheitsmatrix. Es folgt dann

0 —1 v - Zef
a.(Yji) = < S > y o o(Zjy) = ( Sé ) <_1J<-_ Zzzllllz
fir 1 <j<k<nund

0 .
. i ) «n-j. Zeile
? .

o(Yj) = \/ 5550

_ 5 —ni ‘ 0
v, =it ()
erhalten wir
2 1

ax(Yn) = (n;— ) il

und ).

0 5 Tt
< T2 ) =—ul + n=loj —j. Zeile

" n

liefert schliefilich

: 2i
2 1 -
a(Zj5) = 7(71; )z'I—i— n=lgi ) = < 4 ) .
! 2 21

Aus (2.1) sehen wir jetzt sofort, dass

ad(e; - ex + fj - fr) fiir 7 < k und

1 .
ad(ey - fj —ej- fr) = gadlen - fi+ fi-exn—ej-fr—frej)  fiwrj <k

komplex-lineare Endomorphismen von m sind, die beziiglich eq,...,e, die Ma-
trixdarstellung

ad(e; -ex + f- fr) = ( Pl >7 J <k
0 . ..
ad(ej -ej + fj- f;) = ( 2 ) und
. . 0
0 -1 ,
ad(er - fj—ej-fu)=1{ i} o J<k
haben. Damit folgt die Behauptung. O
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Folgerung 4.4 Fir eine L o a-dquivariante Abbildung u : SUp+1 — S(R™) gilt

Yii(u) =i(ex - f; — e fi) - u,
Zip(u) =i(ej -ex + fj- fr) -u firl<j<k<n,

n
Zijw) =i(ej e+ [ f+ D er-en+ fir fo) cu firj=1,....n sowie
k=1

Yj(u) =i,/ m<—j(€n—j€n—j tfnifa) + D ener+ fkfk) U

k=n—j+1

firj=1,...,n—1 und

Yn(u):z %(Zej-ej+fj-fj>-u.

j=1
Beweis: Aus der Aquivarianz-Eigenschaft erhalten wir fiir beliebiges Y €

du(gY) = %u(g exp(tY))‘tzo = %L o a(exp(—tY))u(g) o

= L. o du(=Y)u(g),
also
Y(u) = =Ly 0 a@u(Y)u = —Ly 0 0, ' 0 au(Y)u.

Mit der Identifikation (2.2) ad = p, und den Formeln (2.5) fir das Differential
der metaplektischen Darstellung folgt dann die Behauptung sofort aus dem letzten
Lemma. U

Zur Vereinfachung des Ausdrucks aus Lemma 4.2 fiir den Operator DD — DD
werden wir die folgende Formel bendtigen:

Lemma 4.5 Fir Elemente aq,...,a, einer reellen kommutativen Algebra gilt
n n—1 1 n—1 n 2
> 20505 + Y ————(—jan—j + an_jp1 + - +an)’ = (Z aj) :
5 — ji+1) no o\
<j<k Jj=1 Jj=1

Beweis: Induktion iiber n > 1. Fiir n = 1 gilt die Gleichung. Gelte die Formel jetzt
fiir die Elemente az, ..., a, und sei s =3 7_ a;, § = > 7, a;. Dann gilt:

n n—1
1 .
Z 2aa) + Z m(—ﬂln*j +ap—j41 4+ + an)2
1<j<k =V

n n—2

1 .

= E 2ajar + g m(—]anfj +an—j41+ -0+ an)?
2<j<k =V

n
1
+ ZQalak + m(—(n —1Day +ag + - +ay)?
k=2
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n 2~2 2
=—9 —i—kz_zZalak—i—( _1)n(—na1+s)
2 1
—Z_ 1§2+2(s—§)§+ (n_l)n(—n(s—§)+s)2
N2 g0 4 (n§— (n—1)s)
= S 5§ — 2§ ns—(n—1)s
n—1 (n—1)
n—2, 2 n_ 2 s on—=1lo
= §°+ 255 — 25" + §° —2s5+ S
n—1 n— n
—1
_n 32
n

O

Fiir L o a-dquivariante Abbildungen u : SU,4+1 — S(R") definieren wir jetzt
den Casimiroperator €2 von SU,+; und den Operator Hpg, des n-dimensionalen
harmonischen Oszillators durch

n

2n
Qu=3"X;(X;(w) + 3 Vi (Yir(w) + 3 Zin(Zin(w) + SV (Vi(w),  (44)
j=1

Jj<k J<k j=1

n
Hos,u = — (Z ej-ej+ fj . fj> - U. (4.5)
j=1
Damit erhalten wir den

Satz 4.6 Sei V' ein endlichdimensionaler, L o&-invarianter Unterraum von S(R™)
und u : SUp+1 — V eine L o a-dquivariante Abbildung. Dann hat der Operator
P =4i(DD — DD) die Form

3n(n —1
Pu = —Qu — 3H3,u — %u

Beweis: Aus den Beziehungen (4.3) und der Folgerung 4.4 erhalten wir zunéchst

(X, Xel(u) = [Xng, Xngrl(u) = ilex - fj —ej - fr) - u,
(X5, Xl (w) = [Xi, Xotjl(u) = ilej e+ fj - fx) - u

fiir j < k sowie
(X5 Xnajl(u) = i(@j cej+fi fit Y en-ent fi fk) U
k=1
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Aus Lemma 4.2 folgt dann

(DD —DDyu =14 X;(X; () + Xns;(Xny;(u)

=
+222 (ex fi—ej- fr)? u+222 cep+ fi fo)’
]<k J<k

—HZ e+ fj- f] u—i—z(ZeJ ej + f;- f]> - .

Weiter berechnen wir

Yie(Yie(u) = —(ex - fj — € - fr)* - u,

) fiir 7 < k,
Zin(Zjr(u)) = —(ej -ex + fj - f) - u

n

1 2
Y}(Y](u)) = _m<_j(en*jen*j + fn*jfn*j) + Z exer + fkfk) U
k=n—j+1
firj=1,...,n—1und
Yn(Yn(u)) = n+ ! (Z ej-ej+ f] fj>

Daraus folgt

(DD— DD)u—zQu—i—?)zZ (er-fj—ej- fi)? u+3zz ej e+ fj- fe)?u
J<k j<k

—HZ ej-ej+ fj- fj) 3n+1<26] ej + f- f;)

7=1

n

S~ 1 , 2
e jZ: 2 +1) (—J(enfjenfj t famifa-i) + D enen + fkfk) “u.

k=n—j+1

Zur weiteren Zusammenfassung wenden wir jetzt das letzte Lemma auf aq,...,a,
mit a; = e; - e; + fj - f; an und erhalten

— ) n—1/<
j=1 ‘7 1<j<k

Mit den Zwischenrechnungen (j # k)

(ex - fi — e+ fu)? = (exfj — e fi)(enfi — € fr)
= eperfifi —enlejfj + 1) fu — ejlenfe + 1) fj + ejej fifi
= exerfifj — 2ejenfifr +ejejfifx —enfr —ejfj
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und

(ej-er+ f;- fk)2 = (ejer + fife)(ejex + fifk)
= ejejeper +ejepfifr + (eif; + Dlenfu + 1) + fifj frfu
= ejejeper + 2ejex fifr + [ififufu +eifj +enfr +1

erhalten wir dann:

n

2
(DD — DD)u = iQu+2i<Zej ej + fj ‘fj> ‘U
j=1

+ 31 Z(ejejekek +exerfifi +ejeifrfe + fififefe +1) - u

i<k
+izn;(6j‘ej"‘fj‘fj)2‘u_izl:€(ej6j+fjfj)(€k€k+fkfk)‘u
J= J<
:iQu+2i<Zn:€j'€j+fj'fj>2'u+iwu
j=1
+1 kil(ej'€j+fj'fj)(ek'€k+fk'fk)'u
k=
:’L.QU‘F?)Z‘(iGj'€j+fj'fj>2'u+i%_1)u
j=1
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Kapitel 5

Das Spektrum des Operators P

In diesem abschliefenden Kapitel zeigen wir, dass sich der Operator P auf end-
lichdimensionale Teilbiindel des Spinorbiindels einschrinkt. Dann benutzen wir die
Darstellungstheorie von SU,, 1, um das Spektrum von P auf diesen Teilbiindeln zu
bestimmen.

5.1 Aufspaltung des Spinorbiindels

Wir untersuchen zuerst den in (4.5) definierten Operator des harmonischen Os-
zillators. Er ist ein unbeschriankter, selbstadjungierter Operator des Hilbertraums
L?(R™) mit Definitionsbereich S(IR™) und von der Form

n 62
j=1 Tj

Durch einfaches nachrechnen verifiziert man, dass die Funktionen
10 d 9
hz(y)=62y—<6 y), yeR, €N (5.1)

Eigenfunktionen des Operators 32 — % zum Eigenwert 2] 4+ 1 sind. Bis auf mul-

tiplikative Konstanten bilden sie eine Orthonormalbasis von L?(R) und werden
Hermitefunktionen genannt, siehe [15]. Daher sind die Produkte

hll...ln(wlv e ,.%'n) = hl1 (1‘1) Ce hln(.%'n), ll, Ce ,ln €N
Eigenfunktionen von Hog, zum Eigenwert 2(11+- - -+1,,)+n, die, bis auf Konstanten,

eine Orthonormalbasis von L?(IR™) bilden. Wir erhalten damit eine orthogonale
Zerlegung
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des Hilbertraums in die Eigenrdume V; von Hog, zum Eigenwert 2] + n. Dabei ist
V= span{hllmln |ll 4+, = l}, (5.2)

und die obige unendliche Summe @ ist im Hilbertraumsinne als Abschluss der
algebraischen direkten Summe zu verstehen.

Wir wollen jetzt zeigen, dass die V; gerade die irreduziblen Unterrdume der
Darstellung L o @ von H sind. Dazu benutzen wir den folgenden Hilfssatz iiber
Darstellungen von Liegruppen.

Lemma 5.1 Sei o : G — GI(V) eine endlichdimensionale Darstellung einer zu-
sammenhdingenden Liegruppe G und o, : g — End(V) die zugehdrige Darstellung
der Liealgebra g. Fiir einen Unterraum U C 'V gilt dann

U o-invariant < U o.-invariant.

Beweis: Sei U o-invariant. Fiir v € U und X € g gilt dann

also ist U auch o,-invariant. Sei U jetzt o,-invariant, dann gilt

o
1
X))v = «( — eU
o(exp(X))v = exp(o Z k ky
k=0 eU
fir v € U. Da G zusammenhéngend ist, erzeugen die Elemente exp(X) mit X € g

die Gruppe und es folgt die o-Invarianz von U. O

Satz 5.2 Seien Vi die Eigenrdume des harmonischen Oszillators aus (5.2). Fir
die Darstellung Lo & : H — U(L?*(R™)) ist dann

AL
>0
eine Zerlegung in irreduzible Unterrdume.

Beweis: Da die Darstellung L o & unendlichdimensional ist, konnen wir nicht direkt
das letzte Lemma anwenden. Stattdessen zeigen wir die L o &-Invarianz von V; da-
durch, dass die Darstellung Loa mit dem harmonischen Oszillator Hog, vertauscht.

Sei dazu
w: mxS(R") — S(R")

(X,u)— X -u

die Cliffordmultiplikation. Der Operator Hpg, kann dann basisunabhingig durch
die Verkettung

Hos @ S(R") 5 m* @ S(R") =~ m® S(R") — S(R")
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definiert werden, wobei m* mit m durch das Skalarprodukt aus (3.4) identifiziert
wird. Fiir eine beliebige Orthonormalbasis (aq,...,as,) von m liefert diese Defini-
tion

2n 2n 2n
H * = —H
U g a; ® (aj-u) — g aj®(aj-u)»—>—g aj - aj - u,
=1 j=1 j=1

wobei (aj,...,a},) die duale Basis ist. Fiir die Orthonormalbasis aus den Elementen
e; = X; und f; = X,4; stimmt dies tatséchlich mit der Definition (4.5) von
Hog, iiberein. Aus der Vertriiglichkeit (2.4) von metaplektischer Darstellung und
Cliffordmultiplikation folgt dann

2n 2n
Lod(h)Za u= Z:(oz(h)aj)2 Loa(h)u
j=1 j=1

fir h € H. Nach Satz 3.3 ist a(h) € U(m), also (a(h)ay,...,a(h)as,) wieder eine
Orthonormalbasis und daher L o &(h)Hos, = Hos,L o &(h). Hieraus folgt sofort die
behauptete Invarianz von Vj.

Wegen des letzten Lemmas ist jetzt die L o a-Irreduzibilitdt von V; dquivalent zur
Irreduzibilitit beziiglich (L o &),. Entsprechend Folgerung 4.4 gilt

- 0 0 - . o 0
fir j < k, u € S(R™). Ausgehend von der Definition (5.1) erhalten wir jetzt

d
—h =yh; + hyq

dy
und
2 d d d
—hy=hy+y—h; + —hi = h +y°h + yh —h
" l+ydyl+dy I+1 1ty l+yl+1+dy I+1
d d? 9

= yhip1 + d_yhlJrl + h; = d—y2 —y° |y =—=20l+ 1)y
d

— d—yhl+1 = —2(l + 1)hl — yhl+1

Wegen diyho = —ye*%y2 = —yhg gilt damit fir alle [ > 0:

Dby = 2y — iy
dy
= yh+hpr = 2l —yhy
1
= yh=—lh_1— §hl+1
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Nun konnen wir rechnen
0 0
(435 755 ) u@n )

- (xhl(l') + hl+1($))yhm(y) - xhl(x) (yhm(y) + hm-i—l(y))
= hyp1(@)yhm (y) — zhy () b1 (v)

= hia(a) (—mhm_1<y> - %hmmy)) n (zmm n %hm(x)) hansr (4)

= lhi—1(2)hm1(y) — mhig1(z)hm-1(y),
(m — %%)hl(m)hm@)

— ey (@) — (@) + s (@) W) + o (1)

= (110 + 310120 B () + @) (1 5) + a0
= hip1(2) hint1 (y)

= lhi—1(x)hpmi1(y) + mhyp1 () hm—1(y)

und erhalten daraus:

(Lo a)s«(Yjr)huy..a, = Libuy ;1. 1t — WPy 1t 1 s
(Lo @)u(Zjk)hiy .0, = ilihay 4,1 a1t + khey 1010

fir j < k. Damit gilt offenbar

((Loa)(Yjr) —i(L o @)u(Zjn)) hay.t = 2b5hay 1.0y 41 0
(—(Loa).(Yik) —i(L o @)u(Zjk)) huy..dn = 2khiy. tj41. 0510

Somit enthélt jeder (L o &),-invariante Unterraum von V; die Funktion hy o und
daher auch jedes hy, . ;, mit i1 +--- 41, =[; V; ist also irreduzibel. O

Aus der Zerlegung der Darstellung L o & in irreduzible Komponenten ergibt sich
jetzt eine Aufspaltung!
Q=

>0
des symplektischen Spinorbiindels in die endlichdimensionalen Teilbiindel

Ql - SUn—H X Loa W
Satz 5.3 Der Definitionsbereich des Operators P = z(]jD - Dﬁ) umfasst die al-
gebraische Summe
P r@w.

>0
Auflerdem respektiert P diese Aufspaltung des Spinorbiindels, d. h. fir einen Schnitt
p € I'(Q1) gilt Pp € T(Q1).

'Die Hilbertraum-direkte Summe ist hier faserweise zu verstehen.
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Beweis: Nach Lemma 4.2 gehoren die Schnitte von @Q); zum Definitionsbereich des
Operators P. Mit der Formel aus Satz 4.6 fiir P ist nur noch zu zeigen, dass der
Casimiroperator 2 die Teilbiindel @; invariant lésst. Sei v : SU,+1 — V] eine Loa-
dquivariante Abbildung. Zu Beginn von Abschnitt 4.2 haben wir gesehen, dass dann
die Cliffordmultiplikation mit ¥ € m und die Ableitung nach X € su,; vertau-
schen, X(Y -u) =Y - X(u). Daher vertauscht auch der Casimir- mit dem Hamil-
tonoperator, es gilt Hos,Qu = QHog,u = (20 + n)Qu und daher Qu : SU,+1 — V.

O

Damit ist die Berechnung des Spektrums von P reduziert auf die Berechnung des
Spektrums des Casimiroperators 2 auf den Teilbiindeln @);.

5.2 Induzierte Darstellung und Frobeniusreziprozitét

Zur Untersuchung des Casimiroperators auf den Teilbiindeln @Q; des Spinorbiindels
werden wir in diesem Abschnitt Schnitte von @; mit den entsprechenden dquiva-
rianten Abbildungen identifizieren. Das heifit, wir schreiben I'(Q;) fiir die Menge
aller L o @-Aquivarianten Abbildungen von SU, 1 nach V.

Sei u € I'(@Q;) und gy € SU,+1. Man rechnet leicht nach, dass

Ind(go)u: g — u(gy'g)

wieder eine Abbildung aus I'(Q);) ist und damit eine Darstellung Ind von SU, 11
auf I'(Q);) definiert wird. Sie wird die (von L o &) induzierte Darstellung genannt,
vergleiche auch [10]. Sei o eine weitere Darstellung von SU,, ;1 auf einem Vektor-
raum W. Unter einem SU,,11-Morphismus zwischen den Darstellungen (o, W) und

(Ind, T'(Q)) versteht man eine lineare Abbildung A : W — I'(Q);), die
Aoo(g) =Ind(g)0 A fiir alle g € SU,41

erfiillt. Fiir den Vektorraum aller SU,,41-Morphismen von (o, W) nach (Ind, I'(Q;))
verwenden wir die Notation

HOHISUnH (W, T(Qr)).

Fiir eine gegebene Darstellung (o, W) von SU,, 41 kénnen wir nun analog zu
(4.4) den Casimiroperator auf W durch

2n n
Qo =D (X)) + Y 0u (Vi) + D 0u(Zin)? + 3 u(Y))’
j=1 j<k j<k J=1

definieren. Im folgenden Abschnitt werden wir explizit nachrechnen, dass fiir eine
irreduzible Darstellung ¢ der Casimiroperator €2, ein Vielfaches der Identitét ist.
Es gilt dann das folgende
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Lemma 5.4 Sei (o,W) eine irreduzible Darstellung von SU, 11, Qy = Nidwy mit
A€ C und A € Homgy, ,,(W,I'(Q;)). Firve W gilt dann

QAv = AAwv.
Beweis: Nach Definition der induzierten Darstellung gilt fiir v € W
Av(g) = Ind(g~")Av(e) = Ao (g™ )v(e)

und daher fiir die Ableitung der Funktion Av € I'(Q;) nach X € su,, 11

X(Av)(g) = %Av(gexp(tX))‘t . %Aa(exp( tX)g )v(e)

= —Ac.(X)o (g v(e).

t=0

Im letzten Schritt haben wir benutzt, dass W aufgrund der Irreduzibilitéat endlich-
dimensional und daher der Operator A stetig ist. Es folgt

X(X(Av))(g) = —— Ao (X)o (exp(~tX)g~")v(e)

t=0

und damit
QAv(g) = AQzo(g Hv(e) = Mo (g7 )v(e) = Au(g).

O

Ist (o, W) eine irreduzible Darstellung, so bildet also ein SU,1-Morphismus
A: W — I'(Q) in einen Eigenraum von  ab. Mit dem Schurschen Lemma
(siehe [10]) folgt aus der Irreduzibilitit von W, dass der Morphismus A injektiv
und sein Bild Im A ein irreduzibler Unterraum von I'(Q;) ist. Man nennt dann
A: W — Im A einen SU,41-Isomorphismus und die beiden Darstellungen ¢ und
Ind |1 4 dquivalent, o ~ Ind |1, 4. Wir betrachten jetzt alle zu einer gegebenen irre-
duziblen Darstellung (o, W) dquivalenten Unterrdume U von I'(Q);) und bezeichnen
mit I'(Q;, o) den von ihnen aufgespannten Teilraum, d. h.

NQuo)= Y U

o~Ind |y

Er wird isotype Komponente genannt, vergleiche [10]. Jeder irreduzible Unterraum
von I'(Qq, 0) ist wieder dquivalent zu (o, W). Um zu sehen, wie sich I'(Q);) in seine
isotypen Komponenten zerlegt, werden wir I'(Q);) mit einem Skalarprodukt ver-
sehen. Dazu verwenden wir ein sogenanntes Haarmafs p auf SU,11, das ist ein
translationsinvariantes Maf, es gilt also

/f )du(g /fgogdu /fggodu
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fiir g9 € SU,+1 und eine integrierbare Funktion f. Im Allgemeinen (siehe etwa [10])
existiert auf kompakten Gruppen und Liegruppen ein solches Haarmaf. Mit dem
Skalarprodukt (+|-)z2 auf V; € L?(R™) kinnen wir jetzt durch

(ule) = [ (@(@)]o(9)) (o) (5:3)

ein Skalarprodukt auf I'(Q;) definieren. Die Vervollstindigung von I'(Q;) beziiglich
des Skalarprodukts bezeichnen wir mit I'?(Q;). Aus der Translationsinvarianz von
u ergibt sich nun fiir die induzierte Darstellung

(Ind(go)u| Ind(go)) = / (ulgy o) |v(g ")) ,wdislg) = / (u(9)]0(9)) 2 d1lg).

sie ist also eine unitéire Darstellung von SU,, 11 auf I'2(Q;). Nach [10] oder [12] sind
die isotypen Komponenten dann endlichdimensional und bilden eine orthogonale
Zerlegung

Q) = @i o), (5.4)

wobei die Summe iiber alle Aquivalenzklassen irreduzibler Darstellungen ¢ von
SUy 41 léuft.

Sei (o, W) eine irreduzible Darstellung. Ein SU,,;1-Morphismus A : W — I'(Q;)
bildet in die o entsprechende isotype Komponente ab, und daher haben wir die
folgende lineare Abbildung;:

o : W®HOHISU”+1(W,F(Q1)) —>P(Ql,0') (5 5)

v®A — Av '
Satz 5.5 Flir eine irreduzible Darstellung (o, W) von SU, 41 ist die oben definierte
Abbildung ¢ ein Isomorphismus.

Beweis: Fiir die Surjektivitit reicht es zu zeigen, dass jeder zu (o, W) dquivalen-
te Unterraum U von I'(Q);) im Bild von ¢ liegt. Gilt Ind |y ~ o, so gibt es aber
einen SU,,;1-Isomorphismus A : W — U, und jedes Element von U lisst sich als
Av = ¢(v ® A) schreiben.

Sei jetzt I'(Qp,0) = U@ - -®U, eine Zerlegung in irreduzible Unterrdume, es gilt al-
so o ~ Ind |y, fiir jedes j. Nun ist, siehe [10], die Dimension von Homgy,, ,, (W, T'(Q;))
gleich der Anzahl der zu (o, W) dquivalenten Unterrdume in einer irreduziblen Zer-
legung von I'(Q;), hier also gleich r. Damit haben sowohl der Definitions- als auch
der Zielbereich von ¢ die Dimension r dim W, und aus der Surjektivitdt von ¢ folgt
die Bijektivitat. O

Unmittelbar aus Lemma 5.4 und der Surjektivitit von ¢ ergibt sich die

Folgerung 5.6 Ist o eine irreduzible Darstellung und Q, = Xid, so ist jede isotype
Komponente T'(Qy,0) ein Eigenraum des Casimiroperators 0 zum FEigenwert A. O
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Die Zerlegung (5.4) von I'?(Q;) ist damit eine Zerlegung in Eigenriume, und ein
Eigenraum I'(Qy, o) ist nicht trivial genau dann, wenn

Homguy,, ., (W, I'(Q1)) # {0}

ist. Um die irreduziblen Darstellungen (o, W) zu finden, fiir die diese Formel gilt,
benutzen wir die Frobeniusreziprozitit: Fiir ein A € Homgy, (W, I'(Q;)) betrach-
ten wir die lineare Abbildung

pa: W —V

v — Av(e).
Es gilt dann fiir ein Element h € H der Isotropiegruppe

wao(h)v = Ao(h)v(e) = Ind(h)Av(e) = Av(hil)
= Loa(h)Av(e) = Lo a(h)pav.

Wir haben also einen H-Morphismus ¢4 : (o0, W) — (L o &, V). Nach Robert [10]
erhalten wir damit einen Isomorphismus

Homgyp, ., (W,T(Q1)) — Homy (W, V)
A — ©PA-

Um die nicht trivialen Eigenrdume zu bestimmen, miissen wir also irreduzible Dar-
stellungen (o, W) finden, fiir die Homg (W, V}) # {0} ist. Dies werden wir im néchs-
ten Abschnitt tun.

5.3 Eigenwerte des Casimiroperators

Wir rekapitulieren zunéchst etwas Darstellungstheorie von SU,, 1. Eine ausfiihrliche
Behandlung findet man z. B. in [5] oder [12]. Die Untergruppe

TZ{(?i) ‘ZjESl, ZQ'--Zn:1}

von SUp4; ist isomorph zum n-dimensionalen Torus und wird mazimaler Torus
von SU,41 genannt. Offenbar ist 7" auch eine Untergruppe der Isotropiegruppe H.
Mit Hilfe des Schurschen Lemmas folgt aus der Kommutativitdt von 7', dass alle
(komplexen) irreduziblen Darstellungen o von 7' eindimensional sind. Sie sind von
der Form

0 k kn
7 (M) A 56
mit gewissen ko, ..., k, € Z. Wir definieren den n-dimensionalen Vektorraum
ag 0
tr = {<0 > ‘aj € R, ao—l—---+an:0}
an
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und Linearformen 7; auf tg durch

ao
Tjt < '.an> [ — aj.

Die Liealgebra von T ist dann itg, und aus der Exponentialabbildung erhalten wir
einen surjektiven Gruppenhomomorphismus
€. f]R — T
X — exp(2miX).
Sei jetzt (o, W) eine Darstellung von SU,,;1 oder H. Ihre Einschrinkung o|p auf

den maximalen Torus zerfillt in irreduzible Darstellungen der Form (5.6). Fiir ein
Element v eines beziiglich o|r irreduziblen Unterraums von W gilt dann

ooe(X)v =™Ky, X etr
mit
A=koto+ -+ + knTn, ko, ..., kn € 7.

Das Funktional A heifit Gewicht der Darstellung o, der zugehorige irreduzible Un-
terraum wird Gewichtsraum genannt. Wegen 7y + - -+ 4+ 7, = 0 auf tg kann man A
immer in der Form \ = kg9 + - - - + k171 schreiben.

Fine besondere Rolle in der Darstellungstheorie spielen die von Null verschiede-
nen Gewichte der komplexifizierten adjungierten Darstellung. Sie werden Wurzeln
genannt. Fiir die Gruppe SU,, 41 sind

Oéjk:Tj—Tk, j#k,j,k:O,...,n

die Wurzeln. Auf der Menge der Wurzeln definiert man dann eine Ordnung durch
Wahl eines Elementes Xy € tgr mit o3 (Xo) # 0 stets. Wir withlen

" o1
n—
Xy = mitec=-1-2---—n
1
C

und erhalten damit a;,(Xo) > 0 fiir j < k. Diese o, werden als positive Wurzeln
bezeichnet.

Ausgehend von der durch Xy gewéhlten Ordnung gilt nun der folgende Satz,
der die irreduziblen Darstellungen durch ihre Gewichte charakterisiert:

Satz 5.7 Jede irreduzible Darstellung o von SU,+1 hat genau ein Gewicht Apax,
so dass fiir jedes andere Gewicht A von o gilt

Amax(Xo) > A(Xo).
Dieses sogenannte maximale Gewicht hat die Gestalt
Amax = koTo + -+ + knTn, ko> k1 > > ky,
und fiir jede solche Linearform Amax existiert bis auf Isomorphie genau eine irre-

duzible Darstellung mit Ayax als mazimalem Gewicht. U
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Ein entsprechender Satz gilt fiir die Darstellungen von H, wobei die maximalen
Gewichte aber nur durch k1 > --- > k,, eingeschréinkt sind.

Wir berechnen jetzt die maximalen Gewichte der Darstellung L o & von H auf
V.

Lemma 5.8 Das maximale Gewicht der Darstellung L o & auf V) ist
<_ [ +1
2

Beweis: Entsprechend Folgerung 4.4 gilt

>7’0 +Im.

- . 9?
(L o a)*(Zj )u =1 <1'j2 — W + HOsz) U
J

fir j=1,...,n und u € S(R™). Fiir by, , € V; folgt also die Formel
(L o d)*(ij)hll...ln = i(2lj + 20 +n+ 1)h11___ln.

Mit der Definition 4.2 von Z;; erhélt man daraus

(Lo d)*(<w° >)hzl...zn = i(al(ll i+ e, +H L+ "T“))hzl...zn

iQn
= i(—ao (+2Y) +aily + - + anln> i .0,
fir ag + - -+ + a, = 0. Die Gewichte von L o & auf V; sind daher
(—l n+1
2

mit {1 + -+ + 1, = [, und von diesen ist

)7—0+l17—1+“‘+ln7—n

<—l _nt 1)7'0 +1Im

das maximale. O

Wir kénnen jetzt ermitteln, fiir welche irreduziblen Darstellungen (o, W) von
SUp+1 der Raum Hompy (W, V) # {0} ist. Schrinkt man o auf H ein, so zerfillt
o|g in gewisse irreduzible Darstellungen von H und dim Homg (W, V) ist gerade
die Anzahl, mit der (L o &, V}) dabei vorkommt. Der nichste Satz sagt uns, wann
das geschieht. Er stammt aus [4], und ein Beweis wird im Anhang A gefiihrt.

Satz 5.9 Sei o eine irreduzible Darstellung von SUp,+1 mit maximalem Gewicht
moTo + -+ + Mp_1Tn—1. Die Einschrinkung von o auf die Untergruppe H zerfillt
dann genau in die irreduziblen Darstellungen von H mit mazimalen Gewichten
koto + -+ + kn_17n_1, fiir die gilt

mo>ki+k>mi >k +k>mo>-- >k, 1 +k>my 1 > k>0,
ko =mo+ - +mp1— (k14 +kn_1) — (n+ 1)k

Jede dieser Darstellungen kommt dabei mit Vielfachheit 1 vor. O
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Daraus erhalten wir jetzt:

Satz 5.10 Sein > 3. Sei o eine irreduzible Darstellung von SU,+1 mit maximalem
Gewicht motg + - -+ + Mp_1Tp—1. Gilt

1
m2="'=mn—1=k2l+n+ ;
k‘gmlgk—i—min{l,k—l—"TH} und

n-+1

m0:3k—m1— 5

so ist dim Hompy (W, V) = 1. Andernfalls ist Homg (W, V}) = {0}.

Beweis: Nach dem letzten Satz und der Formel fiir das maximale Gewicht von
(Lo a,V)) ist die Darstellung genau dann in o enthalten, wenn gilt:

mo>l+k>m>k>me>--->k>m,_12k>0
—”—H—mo—l—---—{—mn,l—l—(n—l—l)k

mo>l+k>m1>m2 :mn_lzk

— n_+1 _
=mg+ mq 3k
=My — 1—](5 m0:3k—m1—"7+1

— l+k>m1>k

2k —my — L >
— mo = -+ = Mp_ 1—]{3 m0:3k‘—m1—”Tl

kEk<m mln{l—{—kz,Qk—l—"TH}

g
Bemerkung 5.11 Fiir n = 1 ist das maximale Gewicht der Darstellung (Lo &, V})
(—l — 1)7’0 +1lm = (—2l — 1)7’0

Aus Satz 5.9 erhilt man, dass eine irreduzible Darstellung (o, W) von SU; zum
maximalen Gewicht mg7y in die Darstellungen mit maximalem Gewicht (mg—235)7,
j=0,...,mg zerfillt. Daher ist

mo=2l+1+2k  keN

die Bedingung dafiir, dass dim Homg (W, V}) = 1 ist. O

Um fiir die so bestimmten Darstellungen den Wert des Casimiroperators zu
ermitteln, miissen wir jetzt die Killingform von su,y; betrachten. Sie ist definiert
durch

(X,Y) = Spur(ad(X) oad(Y)), X, Y € supqq, (5.7)
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wobei ad(X)Z = [X, Z] die adjungierte Darstellung der Liealgebra su,, ;1 ist. Durch
dieselbe Formel ist die Killingform auch auf der komplexifizierten Liealgebra

($Upt1)c = {X e Crtx(n+1) ‘ Spur X = 0}

definiert. Fiir X € tg C (su,,4+1)c erhilt man dann, vergleiche wieder [5, 12],

(X,X)=2(n+1) Zn:Tj(X)Z = 2(n + 1) Spur(X?).
j=0

Nun ist die Killingform Ad-invariant, d.h. fiir g € SU,,41 gilt
(Ad(g)X,Ad(g)Y) = (X,Y).

Da sich jedes Y € su,q darstellen ldsst als Y = Ad(g)iX mit g € SUp4+1 und
X € tR, folgt

(YY) = (iX,iX) = —(X, X) = —2(n + 1) Spur(X?)
=2(n+1) Spur((iX)z) = 2(n + 1) Spur(Y?).

Daraus erhalten wir schliellich

(X,Y) =2(n+1)Spur(XY) fir X,Y € su,4q und
(X,Y)=2(n+1)> 7(X)5(Y) fir X,V € tg,
§=0

(5.8)

da symmetrische Bilinearformen durch ihre zugehorigen quadratischen Formen ein-
deutig bestimmt sind. Die Killingform auf su, 1 ist also negativ definit, ndmlich
das —4(n + 1)-fache des in (3.4) definierten Skalarprodukts auf su, ;. Wir kénnen
nun die Linearformen auf tg durch X — (X, -) mit Elementen aus tgr identifizieren.
Finem Element

1 ag
— t. .« e p— '
X 72(714_1)( .an)EtR (alsoap+-+-+a, =01
wird dann die Form

(X,) =aomo+ -+ anTn

zugeordnet, und die Killingform iibertrégt sich auf t; mit

<(107'0 + -4 apTy, boto + - + bn7n> = (aobo + -+ anbn)’ (59)

1
2(n+1)
wobei ag +---+a, =bg+---+b, =0.

Bisher haben wir eine Orthonormalbasis beziiglich des der Fubini-Study-Metrik
entsprechenden Skalarproduktes (3.4) benutzt, um einen Casimiroperator zu defi-
nieren. In der Darstellungstheorie wird stattdessen die Killingform verwendet. Sie
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liefert durch X +— (X, -) eine Identifikation von su,; mit su’ ;, und der Casimir-
operator einer Darstellung (o, W) wird definiert als Verkettung von o, mit sich
selbst unter Verwendung dieser Identifikation,

Qg W 25 sul W 2 su, @ W 25 W. (5.10)
Fiir eine beliebige Basis (X7,..., X,,) von su, 1 erhalten wir dann
ZX* ® 0u(X;) — ZX (X5) 725 ) 0u(Xj)ou(X;) = Qk

fiir den Casimiroperator, wobei (X7,..., X};) die duale Basis und (Xj,-) = X7 ist.
Ist speziell (X1,...,X,,) eine Orthonormalbasis beziiglich

1

1

<X7 Y>7

so folgt X 5= X, und damit

1 m
O =——-"Y o
K 4(n+1)jzla(

Unser Casimiroperator ), aus Abschnitt 5.2 ist also das —4(n + 1)-fache von Q.
Im Anhang A beweisen wir den folgenden Satz iiber den Wert des Casimirope-
rators:

~Ant1) +1)

Satz 5.12 Fir eine irreduzible Darstellung o von SU,+1 zum mazximalen Gewicht
A operiert der in (5.10) definierte Casimiroperator Qy als Skalar

(A, A) 4+ 2(A, 9).
Dabei ist § = %Zj<k o die halbe Summe der positiven Wurzeln von SU, (1. 0O

Jetzt konnen wir die Eigenwerte des auf Spinorfeldern wirkenden Casimiroperators
Q berechnen.

Satz 5.13 Sein > 3. Der Casimiroperator Q hat auf I'(Q;) die Eigenwerte

1
—Q%—jﬁ—%@—1+n%QMk—1+m+nn+

wobei k,j7 € N mit

1
B>+ttt

jZO,...,min{l,k;_l_nT-H}_

Die zugehérigen Eigenrdume sind endlichdimensional und bilden eine orthogonale
Zerlegung von T'(Q).

52



Beweis: Nach den Uberlegungen des letzten Abschnitts zur Frobeniusreziprozitit
sind es genau die Darstellungen aus Satz 5.10, die nichttriviale Eigenrdume von €2
erzeugen. Mit k, j aus der Behauptung sind die zugehotrigen maximalen Gewichte
dann durch
A=2k—j—2 )+ (k+j)m +kro+ -+ kTy
=k-—j-Br+0+Hn+in+ - +itma+(—k+3m

gegeben. Fiir die halbe Summe der positiven Wurzeln erhalten wir

n

:%ZTj—Tk:% Z(n—j)Tj—;ka

i<k 7=0
n n n
=570+ (5_1>7'1+"'_§Tn-
Dann operiert €2, als Skalar

—4(n+ 1) ((AA) 4+ 2(N,6))
= 2((h =g = PP+ G D =25+ k=5 (50— %)
+E-DG+D+ G-+ + G- (1) - 3(k+))
_l’_

(=24 + (k- 1))

+  +

=—2(k—j)? =20 +3)* —2(k — 5> =45 - 1)(j + 5) — 2n(k — 3)
— 2 L(n—2) 4+ 2n+2(2nl )
=2k—4)?-2j(j+1)—2k(k—1)—1—2nj+4j —2(% —1) —2nk +n
—2(n— 2)+2n+”72”—2
= —2(k —5)? — 2j(j — 1 +n) — 2k(k — 1 + n) + 2232,

Folgerung 5.6 besagt dann, dass dies die Eigenwerte von €2 auf I'(Q;) sind und dass
die Eigenrdume die behaupteten Eigenschaften haben. O

Bemerkung 5.14 Fiir n = 1 haben wir nach der letzten Bemerkung
A=QRk-Dr=Fk-3Hr0—-(k-3Hn, k>1+1
als maximale Gewichte, die zu Eigenwerten von € fithren. Die Eigenwerte sind dann

—4(n+ 1) (A, A) + 2(X, 6))
==2((b =57+ (b= 1) 4 (3= ) + 3 - )
=—d(k—3)(k+3)=—4k*>+1,

also mit 5 = 0 auch von der Form in Satz 5.13. U
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Wir fassen jetzt die Ergebnisse zum Spektrum des Operators P zusammen:

Satz 5.15 Wir betrachten den komplexen projektiven Raum CP,, fir ungerades
n und versehen ihn durch die Fubini-Study-Metrik mit der Struktur einer Kdhler-
Mannigfaltigkeit. Sei P = i(DD—Df)) der aus den symplektischen Diracoperatoren
gebildete Operator zweiter Ordnung. Das Spektrum der Einschrdinkung von P auf
die Teilbiindel Q; des Spinorbiindels besteht dann aus den Eigenwerten

20k — )2 +2j(j +n—1)+2k(k+n—1) =32 +n)* —n2n — 1),

wobei k,j € N mit

1
k25+n+

) 0 firm=1
J:

O,...,min{l,k—l—"TH} firn >3

und

1st.

Beweis: Dies folgt sofort aus der in Satz 4.6 hergeleiteten Formel fiir P und der

Rechnung
3n(n—1) n(n+1) —4n?+2n

2 2 2

=-n(2n—1).

5.4 Zusammenfassung

Wir wollen abschlieend die Ergebnisse iiber den Operator P zusammenfassen und
diskutieren.

Wir haben gesehen, dass der harmonische Oszillator Hog, eine Aufspaltung des
Spinorbiindels @ in endlichdimensionale Teilbiindel ); bewirkt, der Definitions-
bereich von P die algebraische direkte Summe @, I'(Q;) umfasst und dort die
Formel

P=-Q-3H3, — ;n(n —1) (5.11)

gilt. Nun kennt man fiir den riemannschen Diracoperator Do, auf kompakten
riemannsch-symmetrischen Rdumen, also insbesondere CIP,,, die Formel
1
Dr2iem = —Q + gR,
vergleiche [1], wobei R die Skalarkriimmung des Raumes ist. Dies verdeutlicht
nocheinmal die Tatsache, dass dem Quadrat des riemannschen Diracoperators im
symplektischen Kontext der Operator P entspricht. Da das Teilbiindel @); ein Ei-

genraum von Hog, ist, ist die Einschriankung von P auf (); bis auf eine additive
Konstante gleich —£2, in exakter Analogie zum riemannschen Fall.
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Im 6. Kapitel ihrer Habilitationsschrift hat K. Habermann fiir den Operator P
auf Kdhler-Mannigfaltigkeiten mit konstanter holomorpher Schnittkriimmung ¢ die
Weitzenbdckformel

P=A%— EH%SZ + En(n -1)
2 4
hergeleitet, siehe [3, (6.2.1)]. A¥ ist dabei der Bochner-Laplace-Operator des Spi-
norbiindels. Fiir CIP,, mit der Fubini-Study-Metrik berechnet man als holomorphe
Schnittkriimmung ¢ = 4. Auch dies stimmt mit der Formel (5.11) iiberein, wenn
man bedenkt, wie im 4. Kapitel die Yj;-, Z;i- und Y;-Terme des Casimiroperators
zu einem Term mit H, %SZ fithrten.

Mithilfe der induzierten Darstellung konnten wir den Vektorraum I'(Q;) in die
isotypen Komponenten I'(Qy, o) zerlegen. Versehen wir nun I'(Q)) mit dem Skalar-
produkt aus (5.3) und bezeichnen mit I'?(Q) den durch Vervollstindigung entste-
henden Hilbertraum, so erhalten wir eine orthogonale Zerlegung

Q) = D P T (@ o).

>0 o

Aus dem Isomorphismus (5.5), der Frobeniusreziprozitéit und Satz 5.10 ergeben sich
die irreduziblen Darstellungen (o, W) von SU,,1, fir die I'(Q;, o) # {0} ist, und
es gilt dann

dimI'(Q;,0) = dim W.

AuBlerdem ist jedes I'(Q;, o) ein Eigenraum von P, und nach Satz 5.15 sind die Ei-
genwerte reell. Damit bestétigt sich die formale Selbstadjungiertheit von P. Weiter
sieht man, dass das Spektrum von P nach oben und unten unbeschrinkt ist. Fiir den
riemannschen Diracoperator (und sein Quadrat) auf einer Kéhler-Mannigfaltigkeit
hat man dagegen eine untere Schranke fiir das Spektrum. Betrachtet man aber
die Einschrinkung von P auf @, so sind die Eigenwerte auch hier nach unten
beschrénkt.

Zusammenfassend zeigt also der Operator P ein zu D%,
loges Verhalten, wobei der wesentliche Unterschied in der Unendlichdimensiona-
litdt des Spinorbiindels @ liegt. Diese schlégt sich in der Formel (5.11) fiir P als
harmonischer-Oszillator-Term und beim Spektrum in der Unbeschrianktheit nach
unten nieder. Eine interessante weitergehende Fragestellung wire, inwieweit sich
(5.11), entsprechend der Formel fiir D?iem, verallgemeinern ldsst auf riemannsche
symmetrische Rédume, die zusitzlich eine vertrigliche komplexe Struktur tragen,
d. h. kéhlersch sind.

weitgehend ana-
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Anhang A

Darstellungstheorie

Die Aussage iiber den Wert des Casimiroperators aus Satz 5.12 und der Satz 5.9
iiber die Zerlegung einer irreduziblen SU,, i-Darstellung in Darstellungen der Iso-
tropiegruppe H sind zwar wohlbekannt, in den meisten einfithrenden Lehrbiichern
iiber Darstellungstheorie aber nicht enthalten. Daher werden wir sie in diesem An-
hang beweisen. Wir benutzen dabei die Notationen aus Abschnitt 5.3.

Fin grundlegendes Resultat der Darstellungstheorie ist die Formel von Weyl zur
Berechnung des Charakters einer irreduziblen Darstellung. Unter dem Charakter
einer endlichdimensionalen Darstellung o einer Gruppe G versteht man dabei die
Funktion

Xo: G— C

g — Spuro(g).

Es gilt dann offenbar x, (9099, 1) = xo(g). Da sich jede spezielle unitéire Matrix
g € SUpyq als g = gotgo_1 mit ¢ € T und g9 € SU,4+1 schreiben ldsst, sehen wir,
dass der Charakter x, einer Darstellung von SU,; durch seine Werte auf dem
maximalen Torus 7T festgelegt ist. Dort wiederum ist er mit den Gewichten der
Darstellung durch

Xo(e(X)) =Y ™) X ety
A

verkniipft. Dabei lduft die Summe iiber alle Gewichte A der Darstellung o.

Als Weylgruppe von SU, 11 bezeichnet man die Gruppe der inneren Automor-
phismen von SU, 41, die den maximalen Torus T invariant lassen, die also durch
g € SU,41 mit gtg~! € T fiir t € T gegeben sind. Die Weylgruppe von SU,, 1
ist dann die symmetrische Gruppe S,41. Per adjungierter Darstellung operiert ein
Element w € Sy,4+1 der Weylgruppe auch auf tg und damit auf tf;, und zwar gerade
durch

w(aogTo + -+ + anTn) = Q)70 + -+ + Gy(n)Tn-

Fiir ein Element o € tg definieren wir die Funktion

EaX)= ) (D" e(wa(X)), (A1)

w65n+1
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wobei e(x) = €*™® fiir x € R ist. Speziell fiir die halbe Summe der positiven
Wurzeln § gilt dann

& = [ (elaje/2) — elan; /2)). (A.2)

j<k

Satz A.1 (Weylsche Charakterformel) Sei o eine irreduzible Darstellung von
SUn+1 zum mazimalen Gewicht A\ und sei § die halbe Summe der positiven Wurzeln
von SUp+1. Dann gilt

&5(X)xo(e(X)) = Enae(X) fiir alle X € tr.
O

Einen Beweis findet man etwa in [5] oder [12]. Wir kénnen jetzt die Weylsche
Charakterformel benutzen, um die Zerlegung einer irreduziblen SU,,;1-Darstellung
in H-Darstellungen zu untersuchen. Dazu bemerken wir, dass o = 7; — 73 mit
1 < j < k <n die positiven Wurzeln von H sind. Weiterhin ist die Weylgruppe von
H gleich S, und operiert fiir Linearformen ag7my + - - - 4+ a, 7, auf den Koeffizienten
aly...,0n.

Satz A.2 Sei o eine irreduzible Darstellung von SU, 11 mit maximalem Gewicht
A=morg+ -+ + Mp_1Th—1. Die Finschrinkung von o auf H zerfdillt dann genau
in die Darstellungen zum mazimalen Gewicht kot + -+ + kn_17n—1, fiir die gilt:

mo>ki+k>mi >k +k>mo>-- >k, 1 +k>my 1 > k>0,
ko=mo+ - +my1— (k1 +- +ko1) — (n+ 1)k

Jede dieser Darstellungen kommt dabei mit Vielfachheit 1 vor.

Beweis (nach [4]): Fiir die halbe Summe der positiven Wurzeln von G = SU,,4;
bzw. H gilt

(5G:% Z Tj—Tk:Z(TL—j)Tj,

0<j<k =0
1 < - , n+1
0y = 3 Z Tj—Tk:Z(TL—])Tj— 5 To-
1<j<k 7=0
Setzen wir
pj=m;+n—j fir j=0,...,n—1und
Pn = 07
so gilt

A+0G = poTo + -+ + PnTh,
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und wir kénnen die alternierende Summe (A.1) fiir A + ¢ als Determinante schrei-
ben:

e(poto) -+ e(potn)
Extoe = ' '

e(pn—170) -+ e(Pn—17n)
1 1

L e(Po(ﬁ 7)) - e(po(Ta—70))
=e((po+ -+ Pn-1)70)|: :

1 e(pno1(r1—70)) - e(Pn_1(Tn—70)
1 1 1

e(poaio)—1 - e(poano)—1 .
= (=1)"e(P) : : mit P =pg+ -+ pn-1

e(pn—1010)—1 =+ e(pn—10m0)—1

po—1 po—1
n > e(goaro) - > e(goano)
90=0 q0=0
= e(PT H (a : :
0 JO Pp—1-—1 Pp—1—1
j=1 Z e(Qn—IC‘flO) Z e(Qn—lanO)
an—1=0 qp—1=0
pg—1 po—1
> elqgoaio) - > e(goano)
a0=p1 q0=pr1
- T etqron) " laran)
_ n R e(qrono) - e(q1omo
- (_1) e(PTO) H(G(Oéjo) 1) q1=p2 q1=p3
=1 Pp—1—1 . Pn—1—1
> elgn—1210) -+ Y elgn-10mno)
qn—1=0 p—1=0

n po—1 Pn—1—1
= e(Po) H e(ajo) Z Z det(e(qjako))(j’k)el
Jj=1 q0=p1 gn-1=0
Dabei ist I = {0,...,n — 1} x {1,...,n}. Nun gilt die Charakterformel von Weyl

auch fiir die Untergruppe H, die alternierende Summe (A.1) wird dabei beziiglich
der Weylgruppe S, von H gebildet,

wWESy

Fiir die Wurzeln von H gilt die (A.2) entsprechende Formel

n

&= T[ (elaju/2) — e(on;/2)),
1<j<k
und damit folgt
$ou " T
& = (=1)" [ elaro/2)(e(ano) — 1)
oc k=1



Die Weylsche Charakterformel liefert dann:
H

H §
55HX0 ce= TH@\MG
G

po—1 Pn—1—1

= e(Pro+ 3(a10+ -+ + ang)) Z Z det(e(q]‘@ko))(m)e]
—(n+1)79 qo=p1 qn—1=0

po—1 Prn—1—1

— Z Z e((P - "T“ —qo— " — Qn-1)T0) det(e(Qka))(j7k)eI

q0=p1 qn—1=0

Setzen wir jetzt

k= gn-1,
ki+k+n—j=qj1 firj=1,...,n—1,
ko+k+n=po+-+po-1—q " —gn-1,

so erhalten wir

H _ ¢H
§k3070+"'+kn—17n—1+5H - 5(k0+k)70+"'+(kn—1+k)7'n—1+k7'n+5H
e((kl—l—k—!—n—l)n) e((kl—l—k—i.-n—l)’rn)

= e((ko + k +n — ")m) e((kn_1Hkt1)r1) = e((kn_1-+k+1)mm)
e(kr1) e(ktn)
=e((P—qo— " —qn-1— "TH)TO) det(e(quk))(j’k)el
also
gg{XU ce= Z gk{gTO‘f’""i’kn—lTn—l‘i’éH
wobei die Summe {iber alle natiirlichen Zahlen ko, ..., k,_1 lduft, die

mo>ki+k>mi >k +k>mo>-- >k, 1 +k>my 1 > k>0,
ko=mo+--+mp1— (k14 +kn1) = (n+1)k
erfiillen. Mit der Weylschen Charakterformel fiir H folgt dann die Behauptung. O

Wenden wir uns jetzt dem in (5.10) mit Hilfe der Killingform zu einer Darstel-
lung o definierten Casimiroperator Qi zu. Zuerst wollen wir zeigen, dass 2 mit
der Darstellung vertauscht, d.h. es gilt

Qroo(g) =0(g) o Qx fiir alle g € SU,11.

Sei dazu (Xjy,...,X,,) eine Orthonormalbasis von su, 1 beziiglich des durch die
Killingform gegebenen Skalarproduktes —(,-). Der Casimiroperator ist dann von
der Form Qp = — 1", 0+(X;)?, und wir rechnen

o(9)Qko(g™) = — Z o(g9)os(X;) o (g™")

==Y (0(@ou(X)olg™)" = =D oulgXje )
.

J=1
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Wegen der Ad-Invarianz der Killingform ist nun (¢X197 %, ..., 9Xng ') wieder eine

Orthonormalbasis und der letzte Ausdruck der obigen Rechnung daher gleich Q.
Dies zeigt die behauptete Kommutativitédt, und nach dem Schurschen Lemma ist
fiir eine irreduzible Darstellung o der Casimiroperator ein Vielfaches der Identitét.

Um jetzt den Wert des Casimiroperators zu berechnen, bendtigen wir noch eine
Eigenschaft des maximalen Gewichts einer irreduziblen Darstellung. Sei dazu Ej
fir 5,k =0,...,n die (n+1) x (n+ 1)-Matrix mit einer Eins an Position (j, k) und
Nullen sonst. Fiir j # k ist dann Ej;, ein sogenannter Wurzelvektor der Wurzel o,
von SUp41, d.h.

[X, E]k] = Ozjk(X)Ej fir X € tR.

Sei jetzt o eine irreduzible Darstellung von SU,, 1, das Differential o, durch Kom-
plexifizieren auf (su,y1)c fortgesetzt und v ein Element des Gewichtsraumes des
maximalen Gewichts von . Fiir die positiven Wurzelvektoren gilt dann

o«(Eji)v =0, Jj<k,
vergleiche [5]. Daraus erhalten wir jetzt:

Satz A.3 Sei (o,W) eine irreduzible Darstellung von SU,y1. Dann gilt fir den
Casimiroperator

Qr = (AN A) +2(\, 0))idw,

wobei A das maximale Gewicht von o und § die halbe Summe der positiven Wurzeln
von SUp41 ist.

Beweis: Zunéchst bemerken wir, dass derselbe Casimiroperator entsteht, wenn man
in der Definition (5.10) s, 41 durch (su,,1)¢ ersetzt und o, als das komplexifizierte
Differential von o versteht. Wir wihlen dann eine Basis von (si,11)¢ bestehend
aus einer Orthonormalbasis (X1,..., X)) von tg und den Ej, mit j # k. Es gilt
also

(X5, Xi) =0,  (Ejw, X1) =0, (Ejk, Erj) = 2(n + 1)
und

(Ejk, Eim) = 0 fiir (I,m) # (k, j),

und wir erhalten

n 1

O =D 0u (X)) + gy 2 o Ein)o(Biy) +ou(Bij)o(Eji)
A — ——
J=1 <k ox([Ejk, Exjl) o« (Erj)ox(Ejk)

n
1 1
— N2y - o _ . .
_ZU*(X]) + 2(n + 1) ZU*(EJ] Ekk)+n+1ZU*(EkJ)U*(EJk)-
j=1 i<k i<k
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Dies wenden wir jetzt auf ein Element v # 0 des Gewichtsraumes zum maximalen
Gewicht A an. Nach der Bemerkung {iber positive Wurzelvektoren féllt dann die
letzte Summe weg, und es bleibt

n 1
E X,2 E ..
QKU = P )\( ]) v+ 2(n 1) )\(E]j Ekk)v

i<k
Nun gilt
SO = (DDAG)XS YAX)XG ) = (),
j=1 j=1 j=1
da die duale Basis (X7,..., X)) eine orthonormale Basis von t}; ist, sowie
1
- B — Fup) — N —9
2 + 1) Z)‘( 73 k) Z<)‘va3k> (A, 0),
Jj<k i<k
da Z(n—1—|—1)<Ejj — Eyp, ) = ojg. Wir wissen schon, dass Qg als Multiplikation mit
einem Skalar wirkt, und (A, A) + 2(\, d) ist dann dieser Skalar. O
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