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Einleitung

Notation

Folgende Notation wird im Manuskript durchgehend verwendet:

Notation ‘ Bedeutung

N {1,2,3,...}

Np {0,1,2,3,...}

K Ror C

m,n,p Elemente von N
Stand

Diese Version des Manuskript stammt vom 21. April 2025. Es ist vorldufige die finale
Version des Manuskripts.

Kommentare zum Inhalt

e Ich bin Julian H&lz zu Dank verpflichtet, der mich in mehreren Vorlesungen
vertreten und die zu diesen Vorlesungen gehorigen Inhalte des Manuskripts
erstellt hat.

e Weite Teile des Inhalts von Kapitel [I] wurden aus meinem Vorlesungsmanu-
skript Gewdhnliche Differentialgleichungen aus dem Sommersemester 2020 an
der Universitat Passau iibernommen.

e Gegen Ende der Vorlesung, insbesondere in Kapitel [0, hatte ich an einigen Stel-
len nicht geniigend Zeit, alle Beweise, die ich in der Vorlesung gezeigt habe, fiir
das Manuskript zu tippen. An diesen Stellen steht im Manuskript ein Hinweis
darauf, dass der entsprechende Beweis in der Vorlesung gegeben wurde.






Kapitel 1

Differentialgleichungen in einer
Veranderlichen

In diesem Kapitel geben wir eine knappe Einfiithrung in die Theorie der geewohn-
lichen Diﬁerentialgleichungenﬂ Wir behandeln die Dinge nicht in gréfstmoglicher
Allgemeinheit, wollen aber ein paar wichtige Grundprinzipien herausstellen. In Ab-
schnitt zeigen wir eine einfache Variante des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes
von Picard-Lindelof fiir (im Allgemeinen) nichtlineare Differentialgleichungen. Im
Rest des Kapitels konzentrieren wir uns auf lineare Differentialgleichungen, die ein
wichtiger Spezialfall sind. In allen verbleibenden Kapiteln diskutieren wir lineare
Systemtheorie. Die lineare Theorie eignet sich gut fiir eine Einfithrung in die Sys-
temtheorie, weil sich viele wichtige Konzepte damit gut einfiihren und illustrieren
lassen und weil sie zugleich einfacher zugénglich als die nichtlineare Theorie ist.

1.1 Motivation und Grundbegriffe

In quantitativen Wissenschaften betrachtet man sehr haufig Grofen, die sich mit
der Zeit dndern — z.B. Ortsangaben in der Physik, Konzentrationen in der Chemie,
Populationsgrofen in der Biologie, Aktienkurse in der Finanzmathematik, usw. Wenn
wir solch eine Grofie mit dem Symbol x bezeichnen und die Zeit mit ¢, dann ist x also
eine Funktion, die von der Variablen ¢ abhéngt. In vielen Modellen ist es unmoglich,
die Funktion = ad hoc zu bestimmen. Hier einige sehr einfache Beispiele:

Beispiele 1.1.1. (a) Sei b die Anzahl Bakterien in einer Petrischalen-Kultur. Wel-
che Form hat die von der Zeit abhéngige Funktion b7

(b) Es bezeichne x(t) € R? die Position eines Satelliten zum Zeitpunkt ¢ (in die-
sem Fall ist x(¢) also nicht eine einzelne Grofe, sondern ein Vektor, der aus

'Hinweis: Manche Teile dieses Kapitels — insbesondere in den Abschnitten und
— wurden aus meinem Manuskript Gewdhnliche Differentialgleichungen (SoSe 2020, Universitit
Passau) iibernommen und an diese Vorlesung angepasst.
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1. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN IN EINER VERANDERLICHEN

()

drei Grofen besteht). Wenn Sie den Ort z(0) sowie die Geschwindigkeit zum
Zeitpunkt 0 kennen, woher wissen Sie dann, wo sich der Satellit zum Zeitpunkt
t befinden wird?

Es bezeichne k die Konzentration des Isotops C'14 in der gesamten Kohlenstoff-
menge einer archéologischen Probe. Wie héingt k von der Zeit ¢ ab?

Wihrend es in vielen — erst recht in komplizierteren — Situationen nicht moglich
ist, ad hoc zu erkennen, von welcher Gestalt die gesuchte Funktion sein muss, ist es
andererseits hdufig moglich einen Zusammenhang zwischen der Gréfse und ihrer zeit-
lichen Anderung, d.h. ihrer Ableitung, anzugeben. Wir veranschaulichen das anhand
der vorangehenden Beispiele [I.1.1}

Beispiele 1.1.2. (a) Bakterien vermehren sich durch Zellteilung, und solange sie

geniigend Ressourcen und Platz zur Verfiigung haben und die Rahmenbedin-
gungen sich nicht &ndern, tun sie dies mit einer festen Rate. Deshalb ist es
sinnvoll anzunehmen, dass die Zunahme der Bakterienanzahl, d.h. die Ablei-
tung b(t), proportional zur Anzahl der bereits vorhandenen Bakterien ist.

Dies bedeutet, dass es eine reelle Zahl ¢ > 0 gibt mit der Eigenschaft
b(t) = cb(t).

Diese Gleichung ist plausibel, solange die Anzahl der Bakterien nicht zu grofs ist
— denn wenn die Petrischale sich fiillt, bleiben nicht mehr geniigend Ressourcen
um die Reproduktionsrate aufrecht zu erhalten.

In der klassischen Mechanik gelten die sogenannten Newtonschen Bewegungs-
gleichungen: Sie besagen, dass die Beschleunigung a, die ein Objekt erfahrt,
multipliziert mit seiner Masse m gleich der Kraft F' ist, die auf das Objekt
wirkt, d.h. es gilt ma = F.

Weil z(t) die Position des Satelliten zum Zeitpunkt ¢ ist, ist seine Geschwin-
digkeit zum Zeitpunkt ¢ gleich der Ableitung #(¢) und seine Beschleunigung a
gleich der zweiten Ableitung Z(t). Es gilt also mi(t) = F.

Die Gravitationskraft, die auf einen Satelliten wirkt hangt aber von einer ak-
tuellen position ab — sie nimmt zum Beispiel ab, wenn der Satellit sich weiter
von der Erde entfernt. Das heiftt, F' ist in Wirklichkeit eine Funktion, die von
der aktuellen Position des Satelliten abhéngt. Somit erhalten wir insgesamt die
Gleichung

fiir die Position des Satelliten. (In der Physik ist eine genaue Formel fiir F'(z(t))
bekannt — Sie kénnen diese unter dem Stichwort Newtonsches Gravitationsge-
setz nachlesen.)



1.1. Motivation und Grundbegriffe

(c) Aus der Theorie des radioaktiven Zerfalls weifs man, dass ein C14-Atom (ebenso
wie jedes andere radioaktive Atom) in einem vorgegebenen Zeitraum mit einer
festen Wahrscheinlichkeit zerféllt. Also ist die Rate mit der die Konzentration
k(t) abnimmt — d.h. die negative Ableitung —k(t) — direkt proportional zur
momentanen Konzentration k(t). Es gibt also eine Zahl ¢ > 0 so, dass die
Gleichung

—k(t) = ck(t)
gilt.

An den Beispielen erkennt man folgendes: Die Beschreibung einer zeitab-
héngigen Grofle x passiert in vielen Modellen nicht, indem man direkt eine Formel
fiir z angibt. Stattdessen findet man héufig eine Gleichung fiir den Zusammenhang
zwischen x und ihrer Ableitung @ (oder auch ihren hoheren Ableitungen wie z.B.
Z). Eine solche Gleichung nennt man eine Differentialgleichung. In den vorange-
henden Beispielen héngt die gesuchte Funktion nur von einer reellen Variablen ab
(in den Beispielen von der Zeit t) — in solch einer Situation spricht man von einer
gewOhnlichen Differentialgleichung. Die hichste vorkommenden Ableitung der
gesuchten Funktion ist die Ordnung der Differentialgleichung.

Lassen Sie uns nun kurz ansprechen, inwiefern man die Eindeutigkeit von Lo-
sungen einer Differentialgleichungen anschaulich erwarten kann. Betrachten wir wie-

der die drei konkreten Situationen aus den Beispielen und

Beispiele 1.1.3. (a) Die Anzahl an Bakterien b(¢) zum Zeitpunkt ¢ haben wir
durch die Differentialgleichung

b(t) = cb(t)

fiir eine Konstante ¢ > 0 beschrieben. Kénnen wir erwarten, dass es nur eine
Losung dieser Differentialgleichung gibt?

Stellen Sie sich vor, im Labor werden mehrere Bakterienkulturen in verschie-
denen Petrischalen geziichtet; nehmen wir an, diese Petrischalen sollen alle
identisch sein, mit der Ausnahme dass sich die Anzahl der Bakterien beim An-
setzen der Kulturen zwischen den einzelnen Schalen wesentlich unterscheidet.
Dann wére es nicht sinnvoll anznehmen, dass die Anzahl der Bakterien in je-
der Schale zu jedem Zeitpunkt gleich ist — sie sind ja noch nicht einmal zum
Zeitpunkt ¢ = 0 gleich!

(b) Sei wieder x(t) € R? die Position unseres Satelliten zum Zeitpunkt ¢. Aus den
Newtonschen Bewegungsgleichungen hatten wir die Differentialgleichung

mi(t) = F(x(t))

erhalten, wobei F'(z(t)) die Kraft bezeichnet, die auf den Satelliten wirkt, wenn
er sich an der Stelle z(t) befindet. Kénnen wir erwarten, dass diese Differenti-
algleichung nur eine Losung hat?



1. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN IN EINER VERANDERLICHEN

Das wére mehr als verwegen, denn wo der Satellit sich zum Zeitpunkt ¢ befindet,
wird ja nicht nur vom Kraftfeld der Erdanziehung abhédngen, sondern auch
davon, wo der Satellit sich befunden hat, als er von einem Raumfahrtzeug
ausgesetzt wurde — also von seiner Positition 2(0) zum Zeitpunkt 0.

Selbst wenn aber die Position des Satelliten zum Zeitpunkt 0 bekannt ist, kon-
nen wir nicht erwarten, dass dadurch seine Bahn bereits bestimmt ist: Stellen
Sie sich zwei verschiedene Satelliten vor, die an der selben Position starten,
aber zum Startzeitpunkt einen deutlich verschiedenen Geschwindigkeitsvektor
besitzen. Dann werden die beiden Positionen dieser Satelliten sofort auseinan-
der laufen. Also miissen wir nicht nur die Position x zum Zeitpunkt 0, sondern
auch die Geschwindigkeit #(0) zum Zeitpunkt 0 kennen, damit wir erwarten
konnen, dass die Bahn des Satelliten (d.h. die Losung x unserer Differential-
gleichung) durch unsere Kenntnisse eindeutig bestimmt ist.

(c) Mit der Konzentration k(t) des Kohlenstoff-Isotops C14 in unserer archiologi-
schen Probe verhélt es sich dhnlich wie mit der Bakterienkultur. Wir hatten
diese durch die Differentialgleichung

—k(t) = ck(t) (1.1.1)

beschrieben (mit einer festen Konstante ¢ > 0). Anschaulich ist es aber nicht
sinnvoll zu erwarten, dass diese Differentialgleichung nur eine Losung hat —
denn wenn wir verschiedene Proben mit verschiedenen Startkonzentrationen
betrachten, so wird in jeder Probe der zeitliche Verlauf der C14-Konzentration
die Differentialgleichung 16sen. Aber trotzdem wird der zeitliche Verlauf
nicht in allen Proben gleich sein (d.h. es gibt mehrere Funktionen k, die (1.1.1))
16sen) — den die C14-Konzentration kann sich ja vielleicht schon zum Zeitpunkt
0 unterscheiden (je nachdem, welche Proben wir vorliegen haben).

Dass also die Differentialgleichung (1.1.1)) nur eine Losung besitzt, konnen wir
verniinftiger Weise nur dann erwarten, wenn wir denn Wert von k zum Zeit-
punkt 0 fixieren.

In den oben stehenden Beispielen erkennen Sie, dass eine gewohnliche Differenti-
algleichungen tiblicherweise keine eindeutige Losung hat. Damit man iiberhaupt eine
Chance auf Eindeutigkeit hat, muss man zusétzlich den Wert der gesuchten Funktion
zu einem Zeitpunkt tp (den man in konkreten Beispielen oft als 0 wahlt) vorgeben.
Diesen Zeitpunkt ty interpretiert man oft als Anfangszeitpunkt — wenn man fiir eine
Differentialgleichung den Wert der gesuchten Funktion zum Zeitpunkt ¢y vorgibt,
dann erhélt man ein Anfangswertproblem, dass aus der Differentialgleichung und
der Anfangsbedingung besteht.

Die folgende Proposition zeigt, wie man ein Anfangswertproblem in eine Inte-
gralgleichung umschreiben kann. Weil es spéter sehr niitzlich sein wird, betrachten
wir nicht nur Differentialgleichungen im R"”, sondern auch im C". Sei also K € K".



1.1. Motivation und Grundbegriffe

Proposition 1.1.4. Sei f: K" — K" eine stetige Abbildung; sei zudem ty € R und
rg € K" Sei J C R ein Intervall mit mehr als einem Punkt, dass tg enthdlt. Fir
jede Funktion x : J — K™ sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Die Funktion x ist differenzierbar und erfillt

{ @(t) = f(x(t)) firallet € J, (1.1.2)

$(t0) = X0.
(ii) Die Funktion x ist stetig und es gilt

t
z(t) = xo +/ f(z(s))ds (1.1.3)

to

fiur allet € J.

Falls die dquivalenten Aussagen (md erfillt sind, dann ist x sogar stetig dif-
ferenzierbar.

Man beachte, dass das Integral in wohldefiniert ist (als Riemann-Integral),
denn aus der Stetigkeit von x und f folgt, dass der Integrand stetig ist.

Eine Funktion z : J — K%, die die Aussage |(i)|in Proposition erfiillt, nennt
man eine Losung des Anfangswertproblems [I.1.2]

Beweis von Proposition[I.1.} ‘{0)] = [ Es gelte Weil z differenzierbar ist,
ist « insbesondere stetig. Da f nach Voraussetzung ebenfalls stetig ist, folgt aus der

Differentialgleichung, die x 16st, dass & ebenfalls stetig ist. Also ist x sogar stetig dif-
ferenzierbar; somit konnen wir den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
anwenden. Mit dessen Hilfe erhalten fiir jedes t € J

t

f(z(s))ds = / z(s)ds = x(t) — x(to) = x(t) — xo;

to to

dies zeigt

{Gi)] = [ Es gelte nun Dann ist z(tg) = xo + 0 = zo. Aus dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung folgt, dass x stetig differenzierbar ist und dass
#(t) = f(x(t)) fiir alle t € J gilt. Dies zeigt O

In den néchsten beiden Abschnitten werden wir Proposition [I.1.4] verwenden um
ein Kriterium fiir Existenz und Eindeutigkeit der Losungen von Anfangswertproble-
men herzuleiten.



1. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN IN EINER VERANDERLICHEN

Abbildung 1.2.1: Graphische Darstellung der Lipschitz-stetigen Funktion [~2,2] 3 = + |z| € R
und der Funktion [—2,2] 3 z — |x\1/4, die zwar stetig, aber nicht Lipschitz-stetig ist.

Lipschitz-stetige Funktion Stetige, aber nicht Lipschitz-stetige Funktion
25 T T T 25
E
T
N 15
2
o \ /
o
> 05¢F \/
Il ]‘r
X o0
0.5 0.5
2 1 0 1 2 2 -1 0 1 2
Argument: x Argument: x

1.2 Lipschitzstetigkeit und der Banachsche
Fixpunktsatz

Definition 1.2.1 (Lipschitz-Stetigkeit). Seien (M, dps) und (NN, dx) metrische Rau-
me. Eine Abbildung f : M — N heilt Lipschitz-stetig, wenn es eine reelle Zahl L > 0
gibt derart, dass

dy(f(z), f(y)) < Ldpy(z,y) fiir alle x,y € M (1.2.1)

gilt. In diesem Fall heifst die kleinste reelle Zahl L > 0, fiir die (1.2.1) gilt, die
Lipschitz- Konstante von fE|

Anschaulich bedeutet Lipschitz-Stetigkeit, dass eine Funktion ,,sich nirgends schnel-
ler als linear dndert“. Ein einfaches Beispiel einer Lipschitz-stetigen Funktion ist

[—2,2] 5 2 — |z| € R;

dass diese Funktion Lipschitz-stetig ist, kann man mit Hilfe der unteren Dreicksun-
gleichung beweisen. Ein Beispiel einer Funktion, die stetig, aber nicht Lipschitz-stetig
ist, ist

[—2,2] 3 & — |z|Y* € R;

der Grund, weshalb diese Funktion nicht Lipschitz-stetig ist, ist ihr Verhalten im
Punkt = 0: je ndher man diesem Punkt kommt, desto schneller dndert sich die
Funktion — man kann, anschaulich gesprochen, ihre Anderung also nicht durch eine
lineare Funktion abschétzen. Die beiden soeben diskutierten Funktionen sind in der
Abbildung graphisch dargestellt.

2Warum gibt es iiberhaupt eine kleinste Zahl L > 0, fiir die (1.2.1) gilt?



1.2. Lipschitzstetigkeit und der Banachsche Fixpunktsatz

Aufgaben 1.2.2. (a) Seien (My,dy) fir £ = 1,2,3 metrische Rdume und seien
f i+ My — My and g : My — Mj Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstanten
Ly und Lg. Zeigen Sie: Die Hintereinanderausfithrung g o f : My — M3 ist
ebenfalls Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante hochstens Ly L.

(b) Sei (M,d) ein metrischer Raum und sei f : M — M Lipschitz-stetig mit
Lipschitz-Konstante L > 0. Zeigen Sie: Fiir jedes n € Ny ist f™ (die n-fache
Hintereinanderausfithrung von f mit sich selbst) Lipschitz-stetig mit Lipschitz-
Konstante hochstens L™.

Die folgende Variante des Banachschen Fixpunktsatzes eignet sich besonders gut
um in Abschnitt [I.3] den Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof zu
beweisen. Eine andere (und vielleicht tiblichere) Variante, die voraussetzt, dass die
Lipschitz-Konstante von f selbst < 1 ist, kann man direkt daraus folgern (siehe
Ubungsblatt 1).

Satz 1.2.3 (Banachscher FixpunktsatzED. Sei (M,d) ein nicht-leerer vollstindiger
metrischer Raum und sei f : M — M eine Lipschitz-stetige Abbildung. Fir jedes
n € Ng bezeichne Ly, die Lipschitzkonstante von fk und es set Z?’:O Ly < o0.

Dann besitzt f genau einen Fizpunkt £ € M. Auflerdem konvergiert fiir jedes
x € M die Folge der Iterierten (f*(x))ren gegen .

Beweis. Eindeutigkeit: Seien #; und &2 Fixpunkte von f. Aus > 2, Ly < oo folgt
Ly — 0 fiir k£ — oo, also kénnen wir k € N so groft wihlen, dass Ly < 1 gilt. Dann
ist

d(#1,22) = d(f¥(@1), fF(#2)) < Ly d(@1, &2).

Wegen Ly < 1 folgt hieraus d(Z1, #2) = 0, also &1 = Z».

Konvergenz von (f*(x))ren und Existenz eines Fizpunktes: Sei x € M beliebig.
Wir zeigen, dass (f*(x))ren eine Cauchy-Folge ist; sei dazu € > 0. Wegen der Sum-
mierbarkeit der Lj gibt es ein kg € Ny mit d (x,f(w)) Z?:ko L; < e. Fiir jedes
k1 > ko gilt somit

ki—1 k1—1
d(fFo(e), A (@) < Y0 d (@), ) < Led (2, f(2) <
k= k‘o k= k‘O

Also ist (f*(x))ren tatsichlich eine Cauchy-Folge und konvergiert somit wegen der
Vollstéandigkeit von (M, d) gegen ein & € M. Dieses T ist wegen

J@) = f(lim f5@) = lim (7)) = lm fFH () =2

k—o0

ein Fixpunkt von f. O

3Benannt nach Stefan Banach (1892 — 1945), polnischer Mathematiker; Mitbegriinder der Funk-
tionalanalysis und einer der bedeutendsten Mathematiker in der ersten Hilfte des 20. Jahrhunderts.
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1.3 Losungen von Anfangswertproblemen: Existenz und
Eindeutigkeit

Satz 1.3.1 (Globaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picardeindeléiﬁ). Sei
f K" — K" eine Lipschitz-stetige Funktion. Zudem seientg € R und xg € K". Dann
gibt es keine eine differenzierbare Funktion x : R — K", die das Anfangswertproblem

(t) = f(x(t)) fur allet € R, (13.1)
x(t()) = X0 o
lost.
Beweis. Wir versehen K" im ganzen Beweis mit der Euklidschen Norm || - . Sei

J C R ein kompaktes Intervall mit mehr als einem Punkt, dass ¢ty enthélt. Wir
zeigen, dass es genau eine differenzierbare Funktion x : J — K" gibt, die

{ i(t) = f(z(t)) fir alle t € J, (1.3.2)

erfiillt. Dies geniigt um die Behauptung zu folgern.lﬂ

Es bezeichne C(J;K") den Raum der stetigen Funktionen von J nach K"; wir
statten ihn mit der Supremumsnorm || - || aus, die durch ||z||,, = sup,c; ||z(t)||
fir alle x € C(J;K") gegeben ist. Es ist ein Standardresultat aus der Analysis,
dass C(J; K") ein Banachraum und somit insbesondere ein vollstdndiger metrischer
Raum ist [f| Wir betrachten die Abbildung 7' : C(J; K") — C(J;K"), folgendermafen
definiert ist: fiir jedes x € C(J;K") sei T'(z) € C(J; K") gegeben durch

(T(2))(t) = z0 + ttf(a:(s)) ds fiirallet e J.

Laut Proposition sind die Losungen des Anfangswertproblems genau die
Fixpunkte der Funktion T

Wir werden nun den Banachschen Fixpunktsatz [1.2.3] verwenden um zu zeigen,
dass T genau einen Fixpunkt hat. Dazu miissen wir zeigen, dass die Iterierten T%
Lipschitz-stetig sind und dass ihre Lipschitz-Konstanten summierbar sind. Zu diesem
Zweck zeigen wir fiir alle z,y € C(J;K"), fiir jedes k € Ny und jedes t € J die
Ungleichung

41k Tk
| @)@ - @w)o| < T ey (133)

“Benannt nach [Ernst Leonard Lindelsf (1870 — 1946), finnischer Mathematiker, und Charles
Emile Picard (1856 — 1941), franzdsischer Mathematiker.

°Wieso?

5Wie héingen hier nochmal Metrik und Norm zusammen?
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1.3. Lésungen von Anfangswertproblemen: Existenz und Eindeutigkeit

wobei L > 0 die Lipschitz-Konstante von f bezeichnet. Wir zeigen dies zunéchst fiir
alle t > to. Fiir k£ = 0 ist die Aussage offensichtlich; also sei die Aussage nun fiir ein
festes k € Ny und alle tg <t € J bereits bewiesen. Dann gilt

/t 7T @) ) = (W) () as

to

< [L]t @) - @ w)e)

@) - @ wn] |

t SkLk
< [ 155 ds la -yl
to .

(t _ to)k+1Lk+1
Fiir t < tg zeigt man auf dieselbe Weise (man muss nur etwas auf die Betrage
und das Vorzeichen achten).
Wenn wir ¢ > 0 als die Lange des Intervals J wahlen, dann liefert die
Abschéitzung

ekLn
|7 @) - )| < = e - vl

fir alle & € Ny und alle z,y € C(J;K") — d.h., jedes T™ ist Lipschitz-stetig und
seine Lipschitz-Konstante ist héchstens ZnnL!n. Diese Zahlen sind summierbar iiber
n € Np (mit Summe exp(¢L)), also ist die Voraussetzung des Banachschen Fix-
punktsatzes erfillt. Somit besitzt 7' genau einen Fixpunkt in C(J; K™), was zu

zeigen war. O

Bemerkung 1.3.2 (Picard-Lindeléf-Iterierte). Der Beweis von Satz[1.3.1|zeigt nicht
nur, dass das Anfangswertproblem genau eine Losung besitzt, sondern er
gibt auch eine Moglichkeit an, um die Lésung mittels eines Iterationsverfahren zu
bestimmen:

Wenn man némlich ein nicht-triviales kompaktes Intervall J C R betrachtet, das
to enthilt, und mit einer beliebigen Funktion y € C(J; R?) startet, dann konvergiert
die Funktionenfolge (T%z)key in || - || -Norm gegen die Lésung von auf dem
Intervall J. Das liegt daran, dass die Iterierten im Banachschen Fixpunktsatz [1.2.3]
fiir jeden Startwert gegen das Fixpunkt konvergieren.

Die Funktionen T%z nennt man die Picard-Lindeldf-Iterierten zu x.

Bemerkung 1.3.3 (Verallgemeinerungen). Satz hat recht spezielle Vorausset-
zungen, weshalb man ihn bei weitem nicht auf alle interessanten Anfangswertproble-
me anwenden kann. Zum Beispiel gibt es folgende Einschrankungen:

e Wir haben nur Differentialgleichungen erster Ordnung betrachtet. Das ist aber
keine grofe Einschriankung, weil man eine Differentialgleichung hoéherer Ord-
nung in eine Differentialgleichung erster Ordnung umschreiben kann. Auf Ubungs-
blatt 1 werden Sie anhand eines Beispiels sehen, wie das geht.
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1. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN IN EINER VERANDERLICHEN

e Wir haben angenommen, dass die rechte Seite der Differentialgleichung f(z(t))
lautet — die Zeit ¢ geht auf der rechten Seite also nur indirekt ein, weil (t) von ¢
abhéngt. Differentialgleichungen mit dieser Eigenschaft nennt man autonom.

Eine Differentialgleichung von der Form #(t) = f(¢,x(f)) nennt man nicht-
autonom. Fiir solche Differentialgleichungen kann man ein &hnliches Resultat
wie in Satz beweisen, wenn man die Voraussetzungen an f geeignet an-
passt.

Eine nicht-autonome Differentialgleichung kann man zum Beispiel verwenden
um eine Bakterienpopulation zu modellieren, deren Wachstumsrate von der
Zeit abhéngt (zum Beispiel, wenn sich die Temperatur iiber die Zeit &dndert).

e Wir haben angenommen, dass f auf ganz R¢ definiert ist und das f auferdem
Lipschitz-stetig ist. In Anwendungen hat man aber héufig eine rechte Seite,
die nur auf einer offenen Teilmenge 2 C K™ definiert ist und die zudem nicht
Lipschitz-stetig, sondern nur lokal Lipschitz—stetig[] sind. Fiir solche rech-
ten Seite kann man ebenfalls einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz beweisen;
man spricht hdufig vom lokalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-
Lindelof, weil es in diesem Fall vorkommen kann, dass die Losung nur fiir Zeiten
t in der Nahe des Startwertes ¢y existiert. Fiir Details verweisen wir auf Biicher
iber gewohnliche Differentialgleichungen, zum Beispiel [Heu09, Abschnitte 11,
12 und 60| oder [PW10l Kapitel 2].

1.4 Lineare Differentialgleichungen und die
Matrix-Exponentialfunktion

Im Folgenden sei K™ stets mit der euklidischen Norm ausgestattet. Eine Matrix
A € K™ identifizieren wir stets mit der zugehorigen linearen Abbildung

K™ — K",
T — Ax.

Proposition 1.4.1 (Die Matrixnorm als Lipschitzkonstante linearer Abbildungen).
Sei A € K"*™. Die Abbildung A ist Lipschitz-stetig und ihre Lipschitzkonstante ist
gleich der Zahl

|A|l == max { |Az|| | z € K" and |z|| < 1}.
AufSerdem ist die Abbildung K™ — [0,00), A~ ||A]| eine Norm auf K"*™.

Man nennt ||A|| die von der euklidischen Norm induzierte Matrixnorm oder
Operatornorm von A.

"D.h. jeder Punkt € Q besitzt eine Umgebung U in Q derart, dass die Einschrinkung f|u
Lipschitz-stetig ist.

12



1.4. Lineare Differentialgleichungen und die Matrix-Exponentialfunktion

Beweis von Proposition[1.].1l Es bezeichne L > 0 die Lipschitz-Konstante von A;
wir miissen L = || A zeigen.

“<” Fiir alle z € K™ folgt aus der Definition von ||A|| die Ungleichung ||Az| <
|| A]l |z||. Fir alle z,y € K™ gilt somit ||Az — Ay|| < ||A]| ||z — y||, also ist tatséachlich
L= [[A].-

“>" Fiir jedes x € K™ mit Norm |[|z| < 1 gilt

[Az]| = ||Az — AO| < L |}z — O] < L.

Indem wir das Supremum {iber alle  mit ||z|| < 1 nehmen, folgt ||A| < L.

Dass A — || Al tatsdchlich eine Norm ist, ist eine Standardresultat aus der Ana-
lysis — man kann leicht nachrechnen, dass die Axiome einer Norm erfiillt sind. O

Proposition 1.4.2 (Submultiplikativitit der Matrixnorm). Seien A € K™ and
B € K™ Dann gilt | BA|| < ||B]|| || A]|-

Beweis. Das ist ein Spezialfall von Aufgabe [1.2.2(a)] O

Wenn A € K"™", 2o € K" und ¢y € R ist, dann nennt man

{ 2(t) = Ax(t) fiir alle t € R, (1.4.1)

z(to) = 7o

ein lineares, homogenes Anfangswertproblem. Weil A : K — K" laut Pro-
position Lipschitz-stetig ist, hat das Anfangswertproblem laut des globa-
len Existenz- und Eindeutigkeitssatzes von Picard—Lindelof genau eine Losung
z:R— K.

Diese Losung wollen wir nun berechnen. Dazu brauchen wir die folgende Defini-
tion.

Definition 1.4.3 (Matrix-e-Funktion). Sei A € K"*". Dann nennt man

oo
Ak
A - el
e :=exp(A) = o
k=0
die Matrixexponentialfunktion von A.
Beachten Sie, dass die Reihe in der vorangehenden Definition immer konvergiert:.
Die Details hierzu besprechen wir in den Ubungen.

Satz 1.4.4 (Losung linearer, homogener Anfangswertprobleme). Seien A € K"*™,
zo € K" und tg € R. Dann ist die Funktion

R — K9,

(t—to)A

t—e xo

stetig differenzierbar und erfillt das Anfangswertproblem (|1.4.1)).

13



1. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN IN EINER VERANDERLICHEN

Beweis. Sei x : R — K" diejenige differenzierbare Funktion, die 16st. Laut
Proposition ist x sogar stetig differenzierbar. Wir miissen also nur z(t) =
e(t=t0) Az fiir alle t € R zeigen.

Sei dazu J C R ein nicht-triviales Intervall, das ¢ty enthélt. Wir verwenden die
Picard-Lindelof-Iterierten aus Bemerkung[1.3.2] angewendet auf die konstante Funk-
tion zg 17 € C(J;K"). Sei also T' : C(J;K™) — C(J;K") definiert wie im Beweis von
Satz Dann konvergiert (T%zo 1) beziiglich || - ||, gegen z|;. Induktiv rechnet
man leicht nach, dass

t—to) .
E=t) Jip
4!

M-

Il
=)

(Tk{L‘Q ]].J ) (t) =

fiir alle t € J und alle ¢t € J gilt. Also ist fiir jedes t € J

(1) = ol5(1) = lim (T¥a01,) (1) = Z =) 4y = ettty
Jj=

Weil J ein beliebiges nicht-triviales kompaktes Intervall war, dass ¢y enthélt, gilt
somit z(t) = elt~*0) Az, fiir alle t € R. O
Korollar 1.4.5 (Eigenschaften der Matrix-e-Funktion). Sei A € K"*™,

(a) Die Funktion R — K™*" t s et ist stetig differenzierbar und es gilt %em =

Aetd = et A fir alle t € R.
(b) Es gilt et9)4 = etAesA fiir alle s,t € R.
(c) Es gilt %4 =id, wobei id € K" die Einheitsmatriz bezeichnet.
(d) Fiir jedes t € R ist et invertierbar und erfiillt ( tA)f1 = e t4,
(e) Fiir jedes A\ € K und jedes t € R gilt etP1d+4) = gtAetA,

Beweis. Lassen Sie uns den k-ten kanonischen Einheitsvektor e;, € K" betrachten
fiir ein k& € {1,...,n}. Dann ist 2 : R — K", t  e!e; laut Satz stetig
differenzierbar und erfiillt

z(t) = Ax(t) fir alle t € R,

z(0) = e, '

Somit gilt 5 d etde, = AetAey,. Weil k beliebig war, ist R — K™*" stetig differenzierbar
und fiir die Ableitung erhalten wir

d
tA _ (d _tA d tA _ tA tA _ tA: 1 tA
dte (dte er ... g€ en) = (Ae er ... Ae en) = Ae'*id = Ae

fir alle t € R. Dass A und e kommutieren folgt direkt aus der Definition der
Matrix-e-Funktion, weil A mit jeder seiner Potenzen kommutiert.
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1.4. Lineare Differentialgleichungen und die Matrix-Exponentialfunktion

@ Wir betrachten wieder den k-ten kanonischen Einheitsvektor e;, € K™ fiir ein
ke {1,...,n} und wir fixieren ein s € R.
Laut Satz gilt %etAek = Ae'ey, fiir alle t € R und somit folgt aus der
t+s

Kettenregel $elT9)4e; = Aett9)A¢, fiir alle t € R, d.h. z: R — K9, ¢ — elt+s)4e,
16st das Anfangswertproblem

x(t) = Ax(t) fiir alle t € R,
z(0) = e*ey.

Zugleich besagt Satz[[.4.4] aber, dass die einzige Losung dieses Anfangswertproblems

durch z(t) = et4esdey, fiir alle t € R gegeben ist. Also gilt fiir jedes t € R die

Gleichung e(t+9)4¢, = etAesAe; das heiRt die k-te Spalte der Matrizen e(*$)4 und

et4esA stimmt iiberein. Weil & € {1,...,n} beliebig war, folgt die Gleichheit der

Matrizen.
Das folgt direkt aus der Definition der Matrix-e-Funktion.

(d)| Das folgt aus|(c){und |[(b)| fiir s = —¢.
(e)| Die Produktregel®| und |(a)| lieferen
%(et,\em) — AP P At = (A id +A)eNetd = %et(/\id-i-A)

fiir alle t € R. AuRerdem sind e"*e*4 und et 14+4) Jaut fiir t = 0 beide gleich id.
Also folgt die Behauptung aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.
O

Beispiele 1.4.6 (Einfache Beispiele fiir die Matrix-e-Funktion). (a) Es gilt
ox ( ; 0 1 ) (1t
PAio o)) 7 \0 1

(b) Allgemeiner gilt fiir jedes A € C

Al _t,\lt_et)‘tet)‘
eXp(t<o A))_e <0 1)‘(0 et

fir alle t € R.

fir alle ¢t € R.

(c) Es gilt
ox ( . 01 ) __(cosht sinht
p 10 ~ \sinht cosht

fir alle t € R.

8Warum gilt sie in diesem Fall?
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1. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN IN EINER VERANDERLICHEN

Beweis. Das folgt sofort aus der Definition der Matrix-e-Funktion, wenn man
verwendet, dass

0o 1\* 0

00/
ist.

Das ist eine direkte Konsequenz aus Teil [(a)] und Korollar [I.4.5e)|

Das kann man leicht nachrechnen, indem man beobachtet, dass alle ungeraden

Potenzen von
01
10

gleich der Matrix selbst sind und all gerade Potenzen gleich der Einheitsmatrix. [

Wir wollen nun noch allgemeine Verfahren besprechen um die Exponentialfunk-
tion einer Matrix zu berechnen. Wir beginnen mit dem Fall diagonalisierbarer Ma-
trizen:

Satz 1.4.7 (Matrix-e-Funktion fiir diagonalisierbare Matrizen). Sei A € K™*" dia-
gonalisierbar, d.h. es gebe eine invertierbare Matriz T € K™*™ und eine Diagonal-
matric D € K™ mit Diagonaleintrigen \i,..., \n derart, dass A = TDT™" ist.
Dann gilt

eM 0
eA=TePT 1 =T T
0 en

Beweis von Satz[T.4.73 Die Definition von e und e? als Exponentialreihe liefert

o0 oo [e.e] o0
AF (TDT— 1)k TDFT! DF
A _ 2 RSt A L2040 Y1 g D1,
€ _Zk!_z k! _Z k! _TZ/{;[T =Te T
k=0 k=0 k=0 k=0

fiir die vorletzte Gleichheit haben wir verwendet, dass die Matrixmultiplikation stetig
ist, damit wir die Faktoren 7" und T~! aus der unendlichen Reihe ziehen diirfen.
Dass e die behauptete Form hat, kann man leicht nachrechnen, da man Diago-
nalmatrizen multiplizieren kann, indem man ihre jeweiligen Diagonaleintriage multi-
pliziert. O

Beachten Sie, dass man mit Satz auch e fiir jedes ¢ € R ausrechnen kann,
wenn A diagonalisierbar ist; denn aus A = TDT~! folgt tA = T'(tD)T~" und tD ist
ebenfalls eine Diagonalmatrix. Denken Sie auch daran, dass es Matrizen A € R"*"
gibt, die tiber R nicht diagonalisierbar sind, iiber C (d.h., wenn man A als Element
von C™*™ auffasst) hingegen schon. Hier ist ein Beispiel ein solchen Falls:
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1.4. Lineare Differentialgleichungen und die Matrix-Exponentialfunktion

Beispiel 1.4.8 (e-Funktion einer Matrix mit den Eigenwerten). Betrachten wir die

Matrix
_ 0 -1 2x2
A= (1 0 ) € R**°.

Sie hat keine reellen Eigenwerte, aber iiber C hat sie die beiden Eigenwerte —i und
i und ist somit diagonalisierbar. |E| Eigenvektoren zu den Eigenwerten iu und i sind

zum Beispiel (}) und <_11> Wir konnen also

D = (_i 0) und T := <1 1.)
0 1 i —i

definieren. Somit gilt fiir alle t € R

11 0\ 1/1 1 1Y) (et —iet
tA tDp—1
— TetPp—1 = . €
oener= () (6 )2(1 il 5 ()
L ettt (- elt) cost —sint
2 1(e_lt elt) lt +et ) \sint cost )’
Alternativ kann man diese Formel auch mit einer dhnlichen Rechnung wie in Bei-
spiel zeigen, indem man verwendet, dass A* = id gilt.

Genauso wie man die e-Funktion einer Diagonalmatrix sehr leicht ausrechnen
kann, funktioniert dies auch fiir Block-Diagonalmatrizen. Eine Matrix A € K"*™
heifst Block-Diagonalmatrix, wenn man sie in der Form

Ay 0
A= . (1.4.2)
0 Am
schreiben kann, wobei A; € K™m>*™ A, € K"m*"m quadratische Matrizen

sind [TOT]

Wenn man die Exponentialfunktion einer Block-Diagonalmatrix ausrechnen méch-
te, dann kann man dies einfach blockweise tun:

Proposition 1.4.9 (Matrix-e-Funktion von Blockmatrizen). Fir eine Block-Diagonalmatrix

A wie in (1.4.2) gilt

YWarum?

OHierbei gilt natiirlich n1 + -+ + ny, = n.

" Rein formal betrachet kann man jede Matrix als Block-Diagonalmatrix auffassen, die aus nur
einem Block besteht (mit n1 = n). Das ist aber natiirlich nicht besonders hilfreich.
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1. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN IN EINER VERANDERLICHEN

wobei die Ausdriicke e, ..., eAm ebenfalls im Sinne der Matriz- Exponentialfunktion
zu, verstehen sind.

Beweis. Man kann leicht nachrechnen, dass

Ay 0\" [(A)* 0

0 A, 0 (Ap)®

fiir alle £ € Np gilt. Somit folgt die Behauptung aus der Definition der Matrix-
Exponentialfunktion. O

Auch fiir nicht-diagonalisierbare Matrizen kann man die Matrix-e-Funktion be-
stimmen, wenn man die Jordan-Normalform der Matrix kennt. Wegen Propositi-
on [[.4.9] geniigt es dazu, wenn wir in der Lage sind, die Matrix-e-Funktion eines
Jordan-Blocks zu bestimmen.

Dabei ist jede Zahl Ay (k= 1,...,m) ein Eigenwert von A, und es konnen auch
mehrere der Zahlen Aq,..., A\, gleich sein (d.h. in der Jordan-Normalform von A
kénnen mehrere Jordan-Blocke mit demselben Eigenwert vorkommen).

Satz 1.4.10. Sei J € K™*"™ ein Jordanblock, das heifit es sei

A1 0 --- 0
o x 1 -0
J =
: A1l
0 0 A
fiir ein A € K. Dann gilt fir jedes t € R
tO 1 t2 tnfl
o 1 2! (n—1)!
0 1 .
0 g—! % :
tJ — et)\ ﬁ
P
t0 t!
or 11
0
0 0o &

Beweis. Seit € R fest. Laut Korollar |1.4.5(e)| gilt
ot NI =Nid) _ A H(J-Nid)

Deshalb kénnen wir ab sofort ohne Einschrénkung A = 0 annehmen.

Somit gilt J* = 0 fiir alle & > n und im Fall k& € {0,...,n — 1} besteht die
Matrix J* nur aus Nullen, mit Ausnahme der k-ten Superdiagonalen, die nur aus
Einsen besteht. Mit Hilfe der Exponentialreihe

e8] n—1
=y ) thJk

k! k!
k=0 k=0
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1.5. Inhomogenitédten und Faltung

erhalten wir deshalb die behauptete Formel. O

Ubrigens sind die Beispiele [1.4.6(a)| und l@] Spezialfélle von Satz|1.4.10| fiir den

Fall n = 2.

1.5 Inhomogenitaten und Faltung

Das Ziel dieses und des néchsten Abschnitts ist es, Anfangswertprobleme von der
Form

{ab(t) = Az(t) + g(t),

zu besprechen. Die Differentialgleichung in diesem Anfangswertproblem nennt man
eine inhomogene linear Differentialgleichung. Wir weichen hier in zweierlei Hin-
sicht von der Situation ab, die wir zuvor betrachtet hatten: (i) Da die rechte Seite
g(t) enthélt, kann sie nun explizit von ¢ abhédngen. (ii) Wir wollen auch Funktionen
g zulassen, die nicht stetig sind. Das wird spéter sinnvoll sein, wenn wir solche eine
Inhomogenitat stiickweise aus mehreren Funktionen zusammensetzen wollen.

In diesem Abschnitt sehen wir uns aber zunéchst den Fall stetiger Inhomogeni-
taten an. In diesem Fall lasst sich das Anfangswertproblem folgendermafsen 16sen:

Proposition 1.5.1 (Differentialgleichung mit stetiger Inhomogenitit). Sei A €
K xg € K, und g : R — K" stetig. Dann ist die Funktion z : R — K",
die durch

t t
z(t) = eag + / =94 (s)ds = ey + / eAg(t — s)ds
0 0

fiir alle t € R gegeben ist, stetig differenzierbar und lost das Anfangswertproblem

{x(t) = Ax(t) + g(t) fir allet € R.
x(0) = xo.

Beweis. Das kann man direkt durch Nachrechnen zeigen, O

Die Losungsformel in der vorangehenden Proposition wird manchmal als Va-
riation der Konstanten-Formel bezeichnet. Wir bezeichnen Sie im folgenden als
Faltungsformel, da sie die Losung durch die Faltung der Matrix-e-Funktion mit
der Inhomogenitat ausdriickt.

Bemerkung 1.5.2. Eine Intuition dafiir, warum die Losungsformel dieses Faltungs-
gestalt hat, kann man am einfachsten bekommen, indem man das zeitdiskrete Ana-
logon einer Differentialgleichung betrachtet. Wir besprechen das in der Vorlesung im
Detail.
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1. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN IN EINER VERANDERLICHEN

Bevor wir fortfahren, zeigen wir eine nette Anwendung von Proposition [I.5.1}
Die Gleichung e?tB = eAeB ist fiir Matrizen A und B im Allgemeinen falsch/™|
Man kann aber trotzdem eine Formel fiir eAt? angeben, die sogenannte Dyson—
Phillips-Reihe[?|

Satz 1.5.3 (Dyson—Phillips-Reihe). Seien A, B € K™*". Firt € R und k € Ny
definieren wir Vi (t) € K™ rekursiv durch

Vo(t) = e,

t
Viep1(t) = / e*ABV,(t — s) ds.
0

Dann konvergiert fir jedes t € R die Reihe Y p o Vi(t) und ist gleich etA+B),

Beweis. Fixiere xyg € K”. Dann ist x : R — K", ¢t et(AJFB)a:O die Losung des
Anfangswertproblems

Ax(t) + Bx(t),

—
8 &8
—~
e =
I
]

=)

Indem wir Proposition g(t) == Bx(t) fiir alle ¢t wahlen, sehen wir, dass
t
z(t) = exy +/ e ABx(t — ) ds
0

fiir alle t € R gilt.

Sei jetzt J C R ein nicht-triviales kompaktes Intervall; dass 0 enthélt. Dann ist
die Einschrankung von z auf J also ein Fixpunkt der Abbildung T : C(J;K") —
C(J;K"), die durch

= ez teSA —s)ds
(Ty)(t) = ey + /0 By(t - 5)d

fiir alle y € C(J;K™) und alle ¢t € J gegeben ist.

Nun kénnen wir wie im Beweis des Satzes|l.3.1|von Picard-Lindelof zeigen, dass T’
Lipschitz-stetig ist und die Lipschitz-Konstanten der Iteratierten von T' summierbar
sind. Also konvergiert fiir jedes y € C(J; K") die Folge (T*y) gegen x| ;. Indem man
TFy fiir y(t) = e fiir alle k € Ny explizit berechnet erhilt man die Behauptung.

O

12Es sei denn, A und B kommutieren.

13Djese Reihe ist besonders in unendlicher Dimension von Relevanz. Obwohl wir uns in dieser
Vorlesung nur mit dem endliche-dimensionalen Fall beschéftigen, zeigen wir sie hier, da sie eine scho-
ne Anwendung von Proposition [1.5.1]ist und auflerdem nochmals eine Anwendung des Banachschen
Fixpunktsatz liefert.
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Zuletzt betrachten wir noch messbare anstelle von stetigen Inhomogenitéten.
Fiir ein Intervall J C R bezeichnen wir mit Ll _(R; K") die Menge aller messbaren
Funktionen von J nach K”E derart, dass auf jeder kompakten Teilmenge K von J
jede Komponentenfunktion in L!(K;K) liegt. Wir benotigen das folgende Resultat:

Proposition 1.5.4 (Fast iiberall-Variante des Hauptsatzes). Sei J C R ein nicht-
triviales Intervall und to € J und sei g € L (J;K"). Sei h: J — K",

t
h(t) == / g(s)ds
to
fiir alle t € J. Dann ist h stetig und fast iberall differenzierbar und es gilt h(t) = g(t)

fiir fast allet € J.

Wir verzichten an dieser Stelle auf den Beweis.
Ahnlich wie in Proposition kann man nun zeigen:

Proposition 1.5.5 (Differentialgleichung mit messbarer Inhomogenitét). Sei A €
K™ und ¢ € K", Sei J C R ein nichi-triviales Intervall, dass 0 enthdlt, und sei
g € L (J;K™). Dann ist die Funktion x : J — K", die durch

t t
z(t) = eag + / et=)4g(s)ds = ey + / eAg(t — s)ds
0 0
fiir alle t € J gegeben ist, absolut stetig und fast tiberall differenzierbar und es gilt

&(t) = Az(t) + g(t) fir fast allet € J,
x(0) = mo.

Die Losung x in der oben stehenden Proposition bezeichnen wir als Caratheordory-
Losung der Differentialgleichung (statt als “klassische” Losung, da sie nur absolut
stetig und fast iiberall differenzierbar sein muss).

14WWobei wir Funktionen identifizieren, die fast iiberall gleich sind.
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Kapitel 2

Eingange und Ausgange

2.1 Systeme mit Ein- und Ausgingen

Grundbegriffe

Von nun an werden wir lineare Differentialgleichungen mit Ein- und Ausgéngen stu-
dieren. Es sei dazu A € K"*" B € K™*™ (C € KP*™ und D € KP*™. Die zugehorigen
linearen Abbildungen bilden also folgendermafsen ab:

Km B K» A K c KP

K™ D KP
Wir wollen die Gleichungen

) {a'c(t) - Aux(t) + Bu(t),
y(t) = Cx(t) + Du(t)

studieren. Man bezeichnet (X) als ein System. Dabei ist u eine Funktion von einem
reellen Intervall nach K™ und Bu somit eine Funktion nach K. Wir nennen u die
Eingangsfunktion oder Inputfunktion von (X). Den Vektor z(¢) nennt man den
Zustand oder den Zustandsvektor des Systems (X) zum Zeitpunkt ¢. Die erste
Zeile ist also eine inhomogene lineare Differentialgleichung auf K™ mit Inhomogenitét
Bu. Die zweite Zeile berechnet aus der Losung x der Differentialgleichung und der
Eingangfunktion u zu jedem Zeitpunkt ¢ einen Vektor y(t) € KP. Die Funktion y, die
von einem reellen Intervall nach K? abbildet, nennen wir die Ausgangsfunktion
oder Outputfunktion von (X).

Man interpretiert (X) iiblicherweise folgendermafsen: Das Eingangsignal kann von
uns gewéhlt werden — damit steuern oder kontrollieren wir das System (X), wes-
halb man auch von Steuerungs- oder Kontrolltheorie spricht. Aus der Differen-
tialgleichung bestimmt sich dann die Losung x (beachten Sie aber, dass man dazu
noch einen Anfangswert fiir x festlegen muss!), und aus der zweiten Zeile ergibt sich
schlieflich der Wert von y zu jedem Zeitpunkt.
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2. EINGANGE UND AUSGANGE

Wir verwenden die folgenden Begriffe fiir die Matrizen und die R&ume K™, K™, K?:
e Der Raum K™ heifit Eingangsraum oder Inputraum.

e Der Raum K" heifit Zustandsraum (englisch state space).

e Der Raum KP heifft Ausgangsraum oder Outputraum.

e Die Matrix B heifst Eingangsmatrix oder Inputmatrix.

Die Matrix A heifft Systemmatrix.
e Die Matrix C heifit Ausgangsmatrix oder Outputmatrix.

e Die Matrix D heifft Durchgriffsmatrix oder Feedthroughmatrix.

Das System (X) wird héufig mit Hilfe des folgenden Diagramms veranschaulicht:

ul) | s=aa+Bue | Y@
y(t)=Cuz(t)+Du(t)

Oder, wenn man das System im Diagramm mit (3) abkiirzen will:

u(t) y(t)

—_— (%) —_—

Verkniipfung mehrere Systeme

Man kann, was fiir Modellierungszwecke dufserst niitzlich ist, auch mehrere Systeme
miteinander verkniipfen. Hat man zum Beispiel zwei Systeme (21) und (X2) mit den
entsprechenden Matrizen Ay € K"*" B e K"*™Mk (' € KP*™ und D € KPk*™Mk
(fiir £ € {1,2}) und gilt ma = p1, so kann man die beiden System wie in folgendem
Diagramm hintereinander schalten:

ui(t) =) y1(t) = ua(?) () y2(t)

Die Verkniipfung der beiden System entsteht hier also, indem man den Eingang
ug(t) von (X3) gleich dem Aufgang y;(t) setzt — und dazu war die Annahme my = p;
notig. Das Gesamtsystem, dass wir so erhalten haben, hat also den Eingang u;, den
Ausgang y2, und den Zustandsvektor (z;(t),z2(t)). Als Gleichung des verkniipften
Systems erhélt man

2
To(t)
ya(t) = <DQC1 C'z)(
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2.2. Steuerbarkeit

2.2 Steuerbarkeit

In diesem Abschnitt sehen wir uns an, wie man den Zustand eines Systems mit Hilfe
der Eingangsfunktion beeinflussen kann. Der Ausgang ist dafiir nicht relevant, das
heifft wir betrachten nur eine Systemmatrix A € K™*" und eine Eingangsmatrix
B € K™ sowie einen Startvektor (auf den waren wir im vorangehenden Abschnitt
noch gar nicht richtig eingegangen) xy € K™ und betrachten das Anfangswertproblem

z(t) = Az(t) + Bu(t), z(0) = xo. (2.2.1)

Wir werden im Folgenden in erster Linie an der Entwicklung in positiver Zeitrich-
tung — d.h. fiir ¢ > 0 interessiert sein. Die Eingangsfunktion u nehmen wir als L!-
Funktion an, die auf einem Intervall mit linkem Randpunkt 0 definiert ist. Fiir die
(Caratheodory-)Losung des Anfangswertproblems kennen wir aus Proposition
der wir nun folgende Bezeichnung geben:

Definition 2.2.1 (Losungsoperator fiir Systeme mit Eingang). Wir betrachten ein
System mit Systemmatrix A € K™*" und Eingangsmatrix B € K™*™. Sei xg € K"
und u € L*(J;K™) fiir ein Intervall J, dass 0 und einen weiteren Punkt rechts von
0 enthélt. Dann definieren wir

t
Dt (z0) = ey +/ e =94 By(s)ds € K"
0

fiir jedes 0 <t € JE|

Das heifit, t — ®! (x() 16st das Anfangswertproblem fir 0 <t e J. Man
beachte, dass der Wert ®! () nicht davon abhingt, wie sich u rechts von ¢ verhilt
oder links von 0 verhilt. Insbesondere héingt ®! (zo) auch nicht davon ab, ob wie
weit rechts von ¢ und wie weit links von 0 die Funktion u noch definiert ist — d.h.,
um iiber ®¢,(zg) zu sprechen kénnen wir uns ab sofort vorstellen, dass u nur auf [0, ¢]
definiert ist, selbst wenn der Definitionsbereich von w in Wirklichkeit gréfer ist.

Die folgende Eigenschaft des Losungsoperators ® spiegelt wieder, was passiert,
wenn man die Differentialgleichung zu einem Zeitpunkt s “neu startet™

Proposition 2.2.2 (Kozykeleigenschaft). Wir betrachten ein System mit System-

matriz A € K" und Fingangsmatric B € K"*™. Seien s,t > 0 und es sei
u € LY([0,s + t; K™). Dann gilt

t+s _ gt

(I)u P = (I)u(-Jrs u*

)0
Beweis. Durch Nachrechnen. O

Beachten Sie, dass die Formel in Proposition [2.2.2)fiir die Eingangsfunktion u = 0
sich zu <I>(t)+5 = &} o ®§ vereinfacht — das ist gerade die Funktionalgleichung e(t+9)A —
et4es4 der Matrixexponentialfunktion.

Man kann die Kozykeleigenschaft stattdessen auch mit Hilfe der Konkatenation
von Eingangsfunktionen beschreiben:

1Beachten Sie, dass wir A und B in der Notation fiir ® unterdriicken.
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2. EINGANGE UND AUSGANGE

Definition 2.2.3 (Konkatenation von Funktionen). Sei s, > 0 und u € L!([0, s]; K")
sowie v € L1([0,¢]; K"). Dann definiert man v o u € L'([0, s + t]; K*) durch

u(r) fir r € [0, s),
v(r—s) firre[s,s+1t.

(vou)(r) = {

Korollar 2.2.4 (Kozykeleigenschaft via Konkatenation). Wir betrachten ein System
mit Systemmatriz A € K™ und FEingangsmatric B € K"*™, Seien s,t > 0 und
u € LY([0, s]; K") sowie v € L*([0,t]; K"). Dann gilt

Plts = @l o @S,

voUu

Nun koénnen wir wie angekiindigt diskutieren, wie wir ein System durch Wahl der
Eingangsfunktion beeinflussen kénnen.

Definition 2.2.5 (Erreichbarkeit und Kontrollierbarkeit). Wir betrachten ein Sys-
tem mit Systemmatrix A € K"*" und Eingangsmatrix B € K"*™. Sei t > 0.

(a) Seien xg,z1; € K" Wir sagen, x1 ist von zy aus in der Zeit t erreichbar,
wenn es ein u € L([0,]; K") gibt mit ®! (z) = x1. Diese Eigenschaft notieren

L ¢
wir mit zg ~» 1.
(b) Das Paar (A, B) heifit steuerbar in der Zeit ¢t oder kontrollierbar in der
Zeit t, falls fiir alle zg, 21 € K" gilt: 29 ~ 21
Da wir uns nur lineare Systeme ansehen, gilt folgende niitzliche Eigenschaft:

Proposition 2.2.6 (Der Anfangswert ist nicht relevant fiir Steuerbarkeit). Wir be-
trachten ein System mit Systemmatric A € K"*™ und Fingangsmatriz B € K<,
Sei t > 0. Dann sind dquivalent:

(i) Das Paar (A, B) ist kontrollierbar in Zeit t.
(ii) Fir jedes x1 € K™ gilt: 0 N
(iii) Die lineare Abbildung
LY([0,t]; K™") — K",
u — @ (0)
1s surjektiv.

Beweis. ‘()| = ’ Diese Implikation ist klar.

“ = ’ Seien xg, z1 € K. Wegen gilt 0 L x1 — e xg. Also gibt es ein
u € L'([0,1]; K) mit ®(0) = 21 — e'4xg. Diese Gleichung ist laut Definition von ®
Aquivalent zu @ (z¢) = z1.

“ & ’ Diese Aquivalenz ist klar. O
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2.2. Steuerbarkeit

Bevor wir ein Kriterium fiir Kontrollierbarkeit beweisen, dass sich in konkreten
Fillen leicht nachrechnen lésst, ist es sinnvoll durch einige einfache Beispiele eine
besseren Intuition zu bekommen:

Beispiele 2.2.7 (Einfache Beispiele fiir (nicht-)Steuerbarkeit). Sei ¢ > 0.
(a) Das Paar (A,0) ist nicht kontrollierbar in der Zeit ¢ (egal, wie wir A wéhlen).

(b) Sei m = n. Das Paar (A,id) ist immer kontrollierbar in der Zeit ¢t. Man kann
sich nédmlich iiberlegen, dass die Matrix M = fg e(t=9)A s = fg esAdsfiirt >0
immer invertierbar istE| Fiir gegebenes z; € K" erfiillt somit die konstante
Eingangsfunktion u(t) := M ~'z; die Bedingung ® (0) = ;.

10 ) _ (1 0
A= (0 1>—1d und B = (0 0>

ist das Paar (A, B) nicht kontrollierbar in Zeit ¢, weil die Wahl der Eingangs-
funktion u keinen Einfluss auf die Entwicklung der zweiten Komponente x(t)
des Zustandsvektors z(t) hat.

(c) Fiir die Wahl

Satz 2.2.8 (Bild der Erreichbarkeitsmatrix). Wir betrachten ein System mit System-
matriz A € K"™" und Fingangsmatriz B € K"*™. Seit > 0. Dann ist das Bild der
Matriz

R(A,B) = [B, AB, A’B, ..., A"'B] e KW"™™"
gleich dem Bild der linearen Abbildung

LY([0,t); K™) — K™,
u — @ (0).

Insbesondere hingt letzteres micht von t ab.

Die Matrix R(A, B) in oben stehendem Satz bezeichnet man als Erreichbar-
keitsmatrixﬂ des Systems.

Beweis von Satz[2.2.8 Fiir die Dauer dieses Beweises bezeichnen das Bild der Er-
reichbarkeitsmatrix mit R und das Bild von u — ®! (0) mit W. Beides sind Unter-
vektorrdume von K" und somit abgeschlossen in K.

“R 2> W” Wir jedes Polynom ¢ € K[X] und jedes uy € K™ gilt wegen des Satzes
von Cayley-Hamilton ¢(A)Bug € R und somit e Bug = limy_, oo Z?:o ’;‘.—fBuo € R.
Fiir jedes stetige u : [0,1] — K" ist der Vektor ®}(u) gleich dem Riemannin-
tegral fg e Bu(t — s)ds, also ein Limes von Linearkombinationen von Vektoren

2Warum ist das so?
30der auch als Steuerbarkeitsmatrix oder Kontrollierbarkeitsmatrix.
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2. EINGANGE UND AUSGANGE

ey, ..., e Buy, und somit in R. Weil C([0, 1]; K") dicht ist in L'([0, 1]; K") und
die Abbildung u — ®¢(0) stetig ist, folgt W C R.

“R C W” Offensichtlich liegt das Bild von B in W. Als néchstes beobachten wir,
dass fiir jedes s € [0,t) auch das Bild von e*4B in W liegt. Es folgt namlich fiir jedes
solche s und fiir jedes ug € K™ wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion

1 s+4
e*A Bug = lim = e Bug dr
510 0 J,

t

1t 1,
= lim < i €' B Ls s46)(r) dr = lim <&, (0)

fir Us ‘= Uug ]l[t—s—ﬁ,t—s]'
k
Damit liegt fiir jedes up € K™ aber auch (%) e*A Bug in W fiir jedes s € [0, 00)

und jedes k € Ng. Fiir s = 0 erhalten wir insbesondere Ak Bug € K.
Weil R die Summer der Bilder von A°B,..., A""!B ist, folgt wie behauptet
RCW. O

Aus Satz und Proposition erhédlt man sofort:

Korollar 2.2.9 (Kalmansches Rangkriterium fiir Steuerbarkeit). Wir betrachten ein
System mit Systemmatric A € K" und FEingangsmatriz B € K"*™. Dann sind
Gquivalent:

(i) Es gibt eine Zeit t > 0 derart, das Paar (A, B) in der Zeit t steuerbar ist.
(ii) Fir jedes Zeit t > 0 ist das Paar (A, B) in der Zeit t steuerbar.

(iii) Die Erreichbarkeitsmatriz R(A, B) = [B, AB, A’B, ..., A”_lB] € Knxnm
hat Rang vollen Rang, das heifit Rang n.

Motiviert durch das vorangehende Korollar werden wir in Zukunft nur noch sa-
gen, dass (A, B) steuerbar oder kontrollierbar ist, um auszudriicken, dass es fiir
ein (dquivalent: alle) ¢ steuerbar ist.

Lassen Sie uns die Erreichbarkeitsmatrix in den Beispielen ausrechnen.

Beispiele 2.2.10 (Einfache Beispiele fiir (nicht-)Steuerbarkeit). (a) Esgilt R(A,0) =
0 € K™ Also hat R(A,0) den Rang 0.

(b) Sei m = n. Es gilt R(A4,id) = [id, A L A”_l], und diese Matrix hat
Rang n, weil bereits id am Anfang dieser Matrix Rang n hat.

10 . _ (1 0
A= <0 1>—1d und B = <0 0)

(c¢) Fir
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2.2. Steuerbarkeit

gilt

1 010
RAB = (5 0 o o)

diese Matrix hat Rang 1, also nicht vollen Rang.
Lassen Sie uns noch weiteres Beispiel betrachten:

Beispiel 2.2.11 (Ein einfaches Beispiel mit skalarem Eingang). Sein =2, m =1

und
00 . _ (1
A= (0 1> =id und = <1> .

R(A, B) = G ?) .

Diese Matrix hat Rang 2, also ist (A4, B) kontrollierbar.

Dann ist

Ein weiteres Kriterium fir Steuerbarkeit ist:

Satz 2.2.12 (Hautus-Test fiir Steuerbarkeit). Wir betrachten ein System mit Sy-
stemmatriz A € K"*™ und Fingangsmatriz B € K™, Dann sind dquivalent:

(i) Das Paar (A, B) ist steuerbar.

(ii) Fir alle A € C ist der Rang der Matriz [B, Mid—A] € C™ ™+ yoll, also
gleich n.

(ili) Fir alle Eigenwerte A\ € C von A ist der Rang der Matriz [B, Xid—A] €
Crx(m+n) 4ol also gleich n.

Beweis. Wir konnen ohne Einschrankung K = C annehmenﬁ

‘ = ’ Sei A € C und habe (B Aid —A) nicht vollen Rang, das heifst,
das Bild dieser Matrix ist ein echter Untervektorraum von K™. Dann gibt es einen
Zeilenvektor 0 # z € C1*" mit z (B Aid—A) = 0. Also ist 2B = 0 und Az = zA.
Fiir jedes k € Ny folgt somit

2AFB = 2B =0,

also verschwindet z auf dem Bild der Steuerbarkeitsmatrix, das heifit, diese hat
nicht vollen Rang. Wegen des Kalmanschen Rangkriteriums ist (A, B) deshalb nicht
steuerbar.

‘ = ’ Wir bezeichnen mit R € C" das Bild der Erreichbarkeitsmatrix
R(A, B) und nehmen an, dass es ein echter Unterraum von K" ist. Wegen des Satzes

4Warum?
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2. EINGANGE UND AUSGANGE

von Cayley—Hamilton ist R invariant under A, also induziert A eine lineare Abbildung
A/ auf dem Quotientenraum C" /R. Da der Quotientenraum nicht 0 ist, besitzt A /
einen Eigenwert A € C. Hierzu existiert ein Linkseigenvektor, das heifst ein lineares
Funktional 0 # ¢ : C"/R mit der Eigenschaft 9 A, = A\A,.

Wir betrachten nun die Hintereinanderausfiihrung 1 : C" < cn /R % C, wobei
die erste Abbildung @ die Quotientenabbildung bezeichnet.lﬂ Dann ist 1 nicht Nul]lﬂ
und es gilt (A id —A) = p(Aid —A4,)Q = 0, also ist ¢ ist ein Linkseigenvektor von
A zum Eigenwert A. Aufserdem gilt B = ¢@B = 0, denn das Bild von B liegt in R
und somit verschwindet ) auf dem Bild von B.

Insgesamt verschwindet 1 also auf dem Bild von [B, Aid —A], das heiftt das
Bild dieser Matrix ist nicht der ganze C™.

“ & |(iii)]" Diese Aquivalenz folgt daraus, dass fiir A aus der Resolventenmenge
von A bereits die Matrix Aid —A Rang n hat. O

Korollar 2.2.13 (Steuerbarkeit ist invariant unter skalarer Verschiebung). Wir be-
trachten ein System mit Systemmatric A € K"*" und Fingangsmatriz B € K<,
Sei € K. Es ist (A, B) genau dann steuerbar, wenn (A — pid, B) steuerbar ist.

Fiir ein nicht-steuerbares Paar (A, B) kann man das System in einen steuerbaren
Teil und einen Teil ohne Eingang zerlegen. Um das sauber aufzuschreiben, verwenden
wir den folgenden Begriff:

Definition 2.2.14. Seien A, A € K»*" und B, B € K"*™. Wir sagen, dass System
mit Systemmatrix A und Eingangsmatrix B ist &hnlich zum System mit System-
matrix A und Eingangmatrix B, wenn es eine invertierbare Matrix T' € K" gibt
derart, dass A = TAT™! und B = TB gilt.

Fiir zwei dhnliche Systeme sieht man leicht, dass das eine genau dann steuerbar
ist, wenn das andere steuerbar ist.

Proposition 2.2.15 (Zerlegung nicht-steuerbarer Systeme). Wir betrachten ein Sys-
tem mit Systemmatriv A € K™"™ und Eingangsmatriz B € K"*™. Wenn (A, B)
nicht steuerbar ist und B # 0 gilt, dann ist das System dhnlich zu einem System mit
System- und Eingangsmatrix

T Ay A A _ B
A_<0 Aﬂ) und B_<O>

mit folgenden FEigenschaften:

(a) Es st Ay € KX ynd Agg € K"2X"2 wobei die Dimensionen ny,ns > 1 sich
zu n addieren.

Entsprechend gilt 12112 c KmXxn2 ynd Bl c Kmxm,

5Weil 9 ein lineares Funktional auf K™ ist, kénnen wir 1 als einen Zeilenvektor in C**"™ schreiben.
Das Funktional 1 spielt hier im Prinzip dieselbe Rolle wie der Zeilenvektor z im vorangehenden
Teil des Beweises.

5Wieso nicht?
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2.3. Beobachtbarkeit

(b) Das Paar (A1, By) ist steuerbar.

Beweis. Bezeichne R C K" das Bild der Erreichbarkeitsmatrix R(A, B). Weil (4, B)
nicht steuerbar ist, ist R # K”. Also kénnen wir einen von {0} verschiedenen Unter-
vektorraum V C K" finden, der R & V = K" erfiillt.

Setze n; = dim R und ng = dimV. Es ist ny + na = n. Wegen V' # {0}
gilt ng # 0 und weil B # 0 ist, gilt R # {0} und somit n; # 0. Wéhle eine
lineare Bijektion T' : K" — K", die R auf die ersten n; Koordinaten und V auf
die verbleibenden ny Koordinaten schickt. Setze A :=TAT ! und B .= TB. Wir
unterteilen diese beiden Matrizen in Blockmatrizen

¥ Apn A 5 By

i= (i an) we 5=(3)
entsprechend der Aufteilung von K™ in die ersten n; die die verbleibenden no Koor-
dinaten.

Weil das Bild von B in R liegt, bildet T'B in die ersten ny; Koordinaten von K™
ab, das heifst, fiir jedes u € K™ sind die letzten no Koordinaten von T'Bu gleich 0.
Also ist By = 0. AuRerdem ist gilt fiir jeden Vektor # € K", der nur in den ersten
n1 Koordinaten lebt: 77'% € R und somit AT~'% € R, da R wegen des Satz von
Cayley-Hamilton invariant unter A ist; also lebt auch Az = TAT 'z nur in den
ersten n; Koordinaten. Damit ist A = 0 gezeigt.

Man rechnet nun leicht noch, dass

B = (f‘i’ﬁf?l)
0

fiir alle k € Ny gilt, also lebt das Bild von R(A, B ) nur in den ersten n; Koordinaten
und ist — wieder aufgrund des Satzes von Cayley—Hamiltons — gleich dem Bild von

R(A11, By)
0 .
Somit hat R(A,B) = TR(A,B)T~" denselben Rang wie R(4, B), also n. Das
zeigt, dass das Bild von R(A11, By) gleich K™ ist, das heiftt, (A1, By) ist in der Tat
steuerbar. 0

Bemerkung 2.2.16 (Zerlegung vs. Quotientenrdume). Diese Bemerkung wird in
der Vorlesung diskutiert.

2.3 Beobachtbarkeit

In diesem Abschnitt betrachten wir Systeme mit Ausgéingen, aber ohne Einginge.
Das heiftt fiir A € K™ und C € KP*™ sowie einen Startvektor xg € K™ betrachten
wir

i(t) = Az(t),  x(0) = xo, (2.3.1)
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2. EINGANGE UND AUSGANGE

Fiir gegebenes x¢ konnen wir x und y konkret berechnen: Es gilt fir alle ¢

z(t) = ey,

y(t) = Cettag.

Wir fragen uns nun, wieviele Informationen man iiber zg erlangen kann, wenn man
nur z(t) beobachten kann.

Definition 2.3.1 (Beobachtbarkeit). Wir betrachten ein System mit Systemmatrix
A € K™ und Ausgangsmatrix C' € KP*™. Sei t > 0. Das Paar (A, C) heift beob-
achtbar in der Zeit t, wenn fiir alle zg,z; € K" gilt: Falls Ceszy = Ce®4x; fiir
alle s € [0, 1] gilt, dann ist xp = ;.

Proposition 2.3.2 (Beobachtbarkeit durch Vergleich mit 0). Wir betrachten ein
System mit Systemmatriz A € K"*" und Ausgangsmatriz C € KP*", Sei t > 0.
Dann sind dquivalent:

(1) Das Paar (A, C) ist beobachtbar in der Zeit t.
(ii) Fiir alle zo € K" gilt: Falls Ce*xq = 0 fiir alle s € [0,t], dann ist 2o = 0.
(iii) Die Abbildung
K™ — C ([0, t]; KP),
To — (s — C’eSA:L‘o)
ist injektiv.

Beweis. ‘ & ’ Das folgt daraus, dass die Abbildung zo — Cet4zq fiir jedes
feste t linear ist.
“ & ’ Das ist einfach die Definition des Begriffs injektiv. O

Satz 2.3.3 (Beobachtbarkeit ist dual zu Steuerbarkeit). Seien A € K"*" B e K"*™
und C € KP*™, Seit > 0.

(a) Es ist (A, B) steuerbar in der Zeit t genau dann, wenn (A", BT) beobachtbar
188,

(b) Es ist (A,C) beobachtbar in der Zeit t genau dann, wenn (AT,CT) steuerbar
in der Zeit t ist.

Beweis. Steuerbarkeit von (A, B) in der Zeit t ist laut Proposition2.2.6(iii)| &qui-
valent zur Surjektivitit der Abbildung

L([0,¢; K™) — K",
U — @Z(O)
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2.3. Beobachtbarkeit

aus dieser Proposition. Durch Zeitumkehr im Argument der Funktionen in ([0, ¢]; K™)
kann man leicht sehen, dass dieses Bild gleich dem Bild der Abbildung

Iy : LY([0,t]; K™) — K",

t
uH/ e*A Bu(s) ds
0

ist.
Zugleich ist (AT, BT) laut Proposition genau dann beobachtbar, wenn
die Abbildung

Yo K® — L ([0, ¢; K™),
To (s > BTeSATaso)

injektiv istm Wir miissen also zeigen, dass I'y genau dann surjektiv ist, wenn Uy
injektiv ist.

Aus der Funktionalanalysis weifs man, dass L™ ([O,t];Km) dem Dualraum von
L' ([0,¢;K™) entspricht. Wir zeigen nun, dass ¥, = (I';)’ gilt, das heift, dass ¥,
gleich dem dualen Operator von T ist. Seien dazu u € L! ([0, t]; Km) und zg € K"
Dann rechnet man leicht nach, dass

(Vyu, z0) = (u, T'ixo)

gilt. Also ist tatsachlich U, = (T)".

Somit ist W, ist genau dann injektiv, wenn I'; dichtes Bild hat. Weil I'; in einen
endlich-dimensionalen Raum abbildet, ist das wiederum &quivalent dazu, dass I’
surjektiv ist.

@ Das folgt direkt aus durch Vertauschen der Matrizen mit ihren Transpo-
nierten. O

Somit hingt also Steuerbarkeit ebenfalls nicht von der Wahl der Zeit ¢ ab. Wir
nennen das Paar (A, C) steuerbar, wenn es fiir ein (dquivalent: alle) ¢t > 0 steuerbar
ist.

Korollar 2.3.4 (Kalman-Rangbedingung und Hautus-Test fiir Beobachtbarkeit).
Wir betrachten ein System mit Systemmatriz A € K™ und Ausgangsmatriz C' €
KP*" " Dann sind dquivalent:

(i) Das Paar (A, C) ist beobachtbar.
(ii) Die Beobachtbarkeitsmatriz

C

CA e Kpnxn

C Anfl
"Hier haben wir den Funktionenraum C ([O,t}; Km) aus der Proposition mit dem Funktionen-
raum L ([0, t]; K”) ersetzt. Warum bereitet das hier keine Probleme?
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2. EINGANGE UND AUSGANGE

ist injektiv, hat also Rang n.

(ili) Fir jedes A € C ist die Matriz [

n.

)\idC—A] € Ke+tm)xn jnjektiv, hat also Rang

] e Ketm)xn jpiektiv,

(iv) Fiir jeden Eigenwert X € C von A ist die Matriz [A idC—A

hat also Rang n.

Beweis. Das folgt aus Satz und aus den entsprechenden Charakterisierungen
von Steuerbarkeit. O
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Kapitel 3

Langzeitverhalten

3.1 Langzeitverhalten der Matrixexponentialfunktion

Satz 3.1.1 (Stabilitdt der Matrixexponentialfunktion). Se: A € K"*". Dann sind
dquivalent:

(i) Bs gilt et* — 0 fiir t — oo.

(ii) Die Matrizexponentialfunktion von A ist exponentiell stabil, das heifst es gibt
Zahlen M > 1 and w < 0 derart, dass HetAH < Me fiir alle t € [0, 00) gilt.

(iii) Alle Eigenwerte von A (tiber C) haben Realteil < 0.

(iv) Es gibt es positive semidefinite selbst-adjungierte Matriz Q@ € K™*™  fir die
AQ + QA" = —id gilt.

(v) Fiir jede positiv definite selbst-adjungierte Matriz P € K"*™ gibt es eine positiv
semidefinite selbst-adjungierte Matriz Q € K™*"™ derart, dass AQ+QA* = —P
gilt.

In den Aussagen und ist die Matriz QQ automatisch sogar positiv deﬁm’tﬂ
Beweis. ‘ = ’ Wenn A € C ein von Eigenwert mit Re A > 0 und Eigenvektor
z € C" ist, dann gilt fiir alle ¢ € [0, 00)

HetAZH _ Het,\ZH — otReX Izl

und dieser Ausdruck konvergiert fiir ¢ — oo nicht gegen 0: Damit finden wir auch
ein x € K" mit HetA:L“H 4 0 fir t — ooﬂ

{GiD)] = [Q) Das folgt aus der Darstellung der Matrixexponentialfunktion mit
Hilfe der Jordanschen Normalform, siehe Satz

'Man kann auch zeigen, dass Q eindeutig bestimmt ist, dass Q inund jeweils eindeutig
(durch P) bestimmt ist. Haben Sie eine Idee, wie das zum Beispiel geht?
2Warum?
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3. LANGZEITVERHALTEN

“a1) = 1)) Klar.

“ = ’ Wegen gibt es ein tg > 0 mit § = HetoAH < 1. Wir setzen
C = supyeo 1] HetAH. Wegen der Stetigkeit der Matrix-e-Funktion ist C' < oo.

Sei jetzt t € [0,00). Dann finden wir eine Zahl k¥ € N und es s € [0,%p) mit
t = ktg + s. Also ist

log &
to

o)) < €5 = < exp((h + 1)1

) < %eXp(t )-

0

Das zeigt mit M = % und w = 1%%5.

@) =Tv)] Fiir gegebenes P setzen wir

o0
Q= / e pett dt € KM,
0

wegen existiert das Integral. Die Matrix @ ist selbst-adjungiert und positiv se-
midefinit.

Um zu zeigen, dass @ die gewiinschte Gleichung 16st, setzen wir o(t) = et4 Pet4”
fiir alle ¢t € [0,00). Dann ist ¢ stetig differenzierbar und aus der Produktregel folgt
o(t) = Ap(t) + ¢(t)A* fur alle t € [0,00). Also ist wegen des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung

t t
o(t) — (0) = / AesAPes? ds + / eAPest A% ds — AQ + QA*
0 0

fiir t — oo. Zugleich gilt aber wegen ©(t) — 0 fiir t — oo, also ist —P = ¢(0) =
AQ + QA*.

An dieser Stelle beobachten wir noch, dass es positiv semidefinites @), dass AQ +
QA* = —P fiir ein positiv definites P erfiillt, selbst positiv definit sein muss. Wire
namlich 0 ein Eigenwert von ) mit Eigenvektor z € K", dann wére

0+# —2*Pr =2"(AQ + QA" )z = 0.

“ = ’ Klar.
‘ = ’ Sei A € C ein Eigenwert von A. Dann ist A auch ein Eigenwert von
A*; sei z € C" ein Eigenvektor von A* zu diesem Eigenwert. Dann gilt

—l2]]? = =22 = 2*(AQ + QA*)z = Az*Qz + A\z*Qz = 2Re Az*Qz.
Wegen z*Qz > 0 folgt Re A < 0. O

Bemerkung 3.1.2 (Die Resolventen von implementierten Halbgruppen). Diese Be-
merkung wird in der Vorlesung diskutiert und ist vor allem fiir diejenigen Personen
interessant, die die Grundlagen Cp-Halbgruppentheorie kennen.

3 Aus der Darstellung der Matrix-e-Funktion mit Hilfe der Jordanschen Normalform kénnte man
stattdessen auch direkt ‘ = ’ zeigen. Wir geben stattdessen ein anderes Argument an, dass
auch im unendlich Dimensionalen niitzlich ist.
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3.2. Kriterien fiir die Negativitat der Spektralschranke

Definition 3.1.3 (Spektralschranke). Sei A € K™*". Die Zahl
s(A) = max{Re\ | X € Cist ein Eigenwert von A}

nennt man die Spektralschranke von A.

Bemerkung 3.1.4 (Verhalten von M und w). (a) Die Aquivalenz vonund
in Satz sagt also gerade, dass die Matrix-e-Funktion von A genau dann
exponentiell stabil ist, wenn s(A) < 0 gilt. Aus der Darstellung der e-Funktion
mit Hilfe der Jordanschen Normalform kann man erkennen, dass man fiir w
jede Zahl nehmen kann, die > s(A) ist.

(b) Allerdings kann man die beiden Zahlen im Allgemeinen nicht gleich wéhlen und
es kann passieren, dass M explodiert, wenn man mit w nahe an s(A) herangeht:
Betrachte die Matrix

— 1
A= < ; _5)

fiir ein € > 0. Dann ist s(A) = —¢ und es gilt

1 ¢
tA _ _—te
e — e (O 1)

fir alle ¢ € [0,00). Wegen des Eintrags oben rechts sehen sie, dass es kein
M > 1 gibt derart, dass HetAH < Me™* fiir alle t € [0, 00) wiire.

Satz 3.1.5 (Konvergenz der Matrixexponentialfunktion fiir ¢ — 0o). Sei A € K™*™.
Dann sind dquivalent:

(i) Es konvergiert et fiir t — oc.

(i1) Es gilt s(A) <0 und o(A)NIR C {0} und falls 0 ein Eigenwert von A ist, dann
ist er semisimpel, das heifit seine algebraische und geometrische Vielfachheit
stimmen tberiein.

Beweis. Das folgt direkt aus der Existenz der Jordanschen Normalform und der
Formel fiir die Matrix-e-Funktion von Jordanblocken in Satz [L4.10l O
3.2 Kriterien fiir die Negativitat der Spektralschranke

Proposition 3.2.1 (Stabilitit in fiir 2 X 2-Matrizen). Sei A € K?*2. Es sei A
selbst-adjungiert oder es sei K = R.

(a) Es gilt s(A) < 0 genau dann, wenn tr A < 0 und det A > 0 ist[]

4Mit tr A bezeichnen wir die Spur von A.
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3. LANGZEITVERHALTEN

(b) Es gilt s(A) <0 genau dann, wenn tr A < 0 und det A > 0 ist.

Beweis. Seien A1, Ao € C die beiden Eigenwerte von A

Wir betrachten zuerst den Fall, in dem A1, A2 € R gilt (das deckt insbesondere
den Fall ab, in dem A selbstadjungiert ist).

@“:V’ Wegen s(A) < 0 gilt A1, A2 < 0 und somit folgt tr A = A1 + Ay < 0 und
det A =M\ Ay > 0.

“<* Sei s(A) > 0. Dann liegt einer der beiden Eigenwerte — sagen wir A\; — in
[0, 00). Fiir den anderen Eigenwert gibt es zwei Moglichkeiten: Entweder A2 liegt in
[0,00) und somit ist tr A > 0. Oder Ay liegt in (—o0,0) und somit ist det A < 0.

@“:” Wenn s(A) < 0 ist, gilt A, A2 < 0 und somit folgt tr A = A\; + A2 <0
und det A = Ao > 0.

“<* Sei s(A) > 0. Dann liegt einer der beiden Eigenwerte — sagen wir A\; — in
(0,00). Fiir den anderen Eigenwert gibt es zwei Moglichkeiten: Entweder Ay liegt in
[0,00) und somit gilt tr A > 0. Oder Ay liegt in (—o0,0) und somit gilt det A < 0.

Nun betrachten wir noch den Fall, dass einer der Eigenwerte — sagen wir A\; —
nicht reell ist. Somit ist A nicht selbst-adjungiert und laut Voraussetzung ist A somit
reell. Dann ist aber auch Ao nicht reell und es gilt g = 1. Nun beweisen wir wieder
beide Augivalenzen:

“=" Wegen s(A) < 0 gilt trA =X + X2 =2ReA; <0 und det A = A\ Xy =
|)\1| > 0.

“=t Sei s(A) > 0. Weil A; und A2 denselben Realteil haben, ist dieser > 0 und
somit folgt tr A > 0. Insbesondere gilt tr A > 0 oder det A < 0.

@ “=” Wenn s(A) < 0 ist, gilt trA = A\; + A2 = 2ReA; < 0 und det A =
Mo = [M])* >0,

“=t Sei s(A) > 0. Weil A; und Ay denselben Realteil haben, ist dieser > 0 und
somit folgt tr A > 0. Insbesondere gilt tr A > 0 oder det A < O.E| O]

Wir geben nun noch ein schoénes Kriterium fiir s(4) < 0 an unter der Bedin-
gung, dass die Eintrdge der Matrix-e-Funktion > 0 sind fiir alle Zeiten ¢ > 0. Dazu
charakterisieren wir diese Eigenschaft zuerst in folgendem Satz. Fiir eine Matrix M
schreiben wir M > 0, wenn alle Eintrége von M aus [0, 00) sind.

Satz 3.2.2 (Matrixexponentialfunktion mit Eintrage > 0). Sei A € K"*". Es sind
dquivalent:

(i) Fiir jedes t € [0,00) gilt !4 > 0.
(ii) Alle Eintrage von A sind reell and alle nicht-diagonal Eintrage von A sind > 0.
Beweis. ‘ = ’ Wegen A = limyo 1 (' —id) ist A reell. Fiir Indizes j # k und

Zeiten t > 0 gilt zudem

1 1 ,
0< ;(etA)jk = ;(em —id)jk — Aji

®Wobei det A < 0 in diesem Fall nie auftreten kann, denn es ist det A = [A;|* > 0.
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3.2. Kriterien fiir die Negativitat der Spektralschranke

fir ¢t | 0, also Aj;, > 0.

‘ =|1)[ Wegengibt es eine Zahl ¢ € R mit A+cid > 0. Aus der Definition
der Matrixexponentialfunktion folgt somit e/(4+¢id) > 0 fiir alle ¢ € [0, 00) und somit
et = e—teet(A+eid) > () fijr all diese t. O

Satz 3.2.3 (Stabilitdt von Matrix-e-Funktionen mit nicht-negativen Eintragen). Sei
A € R™™ und alle nichi-diagonal-Eintrage von A seien > 0. Dann sind dquivalent:

(i) s(A) <0
(ii) A ist invertierbar und —A~* > 0.
Fiir den Beweis verwenden wir das folgende Lemma:

Lemma 3.2.4. Sei A € K"*" und sei A € C mit Re XA > s(A). Dann gilt
(Nid—-A4)"! = / e et dt,
0

wobei das Integral absolut konvergiert.

Beweis. Wegen s(A — \) = s(A) —Re A < 0 geht He‘”‘etAH fiir t — oo exponentiell
gegen 0 (Bemerkung [3.1.4f(a)]). Deshalb konvergiert das Integral absolut.

Wir setzen nun ¢ : [0,00) — K™ () = e et = A=Y fiir t > 0. Dann ist
¢ stetig differenzierbar mit Ableitung ¢(¢) = (A — A\)¢(t). Aus dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung folgt somit fiir alle ¢ > 0

p(t) — ¢(0) = /0 (A= N)p(s)ds.

Wir haben bereits gesehen, dass ¢(t) fiir t — oo gegen 0 strebt, also ist

Cid = —(0) = (A — A) /0 o(t) ds.

Durch Multiplikation mit (A — \)~! folgt die Behauptung. O

Beweis von Satz[3.2.3 Vorbemerkung: Laut Satz gilt e > 0 fir alle ¢t €
[0,00). Aus Lemma folgt somit fir alle A € (s(A), 00)

A=At = / e~ et dt > 0.
0

0] =[G Wegen s(A) < 0 folgt aus der Vorbemerkung mit A := 0 die Unglei-
chung —A~1 > 0.

‘ = ’ Wir zeigen, dass fiir keine Zahl n < s(A) in der Resolventenmenge
von A die Ungleichung (n — A)~! > 0. Widerspruchshalber nehmen wir an, dass es
ein solches 7 gibt.
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3. LANGZEITVERHALTEN

Sei nun v € C ein Eigenwert von A mit Rev = s(A) und mit Eigenvektor z €
C™. Mit dem Betrag von Vektoren bezeichnen wir im Folgenden den eintragsweisen
Betrag.

Sei A € (s(A),00) und betrachten diejenige Zahl p € C mit Reilteil A und dem
gleichen Imaginirteil weil v. Wegen Lemma |3.2.4 “ glltﬁ

1
7|v =(p—A)" ‘/ t“emvdt‘
x—s(y 1=

g/ DA | dt = (A= A) o]
0

Also folgt [[(A = A)~! ]| = oo fiir A | s(A).
Wegen der Annahme (7 — A)~! > 0 und wegen 1 < s(A) folgt aber zugleich aus
der Resolventengleichung fiir alle A > s(A)

0<A=nA=A -4 =n-A4)"-(A-4)"
und somit
0< A=A ol < (n—A4)"" o

Das zeigt, dass H()\ — A)~!vl|| fiir A | 0 beschréinkt ist. Widerspruch. O

5Es ist sehr verlockend, in der folgenden Abschitzung am Ende der ersten Zeile die Eigenwert-
gleichung e!“v = €'v zu verwenden. Das wollen wir hier aber nicht tun — wir verwenden stattdessen
die Abschétzung |etAv| < etd |v], die fiir alle Matrizen > 0 und fiir alle Vektoren gilt, denn das
ermdglicht uns eine untere Abschitzung fiir die Resolvente (A — A)™!
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Kapitel 4

Riuckkopplung und Stabilisierung

4.1 Statische Riickkopplung

Betrachten Sie folgendes Eingangs-Ausgangs-System ohne Durchgriff:

U z=Ax+Bu Y
e
y=Cx

Wenn A Eigenwerte besitzt, die Realteil > 0 haben, dann kann es — je nach An-
fangswert — passieren, dass z(t) exponentiell wichst, selbst wenn man den Eingang
u auf 0 setzt. Um das zu verhindern, kann man versuchen, zu jedem Zeitpunkt ¢
das Ausgangssignal y(t) zu nehmen, es mit einer geeigneten Matrix F' € K"™*P zu
multiplizieren, und C'y(t) zum selben Zeitpunkt als Eingang wu(t) ins System zuriick
zu speisen. Man konstruiert also eine Riickkopplungsschleife (englisch feedback
loop). Die Matrix F' beschreibt also die Riickkopplung oder, englisch ausgedriickt,
das Feedback.

Man spricht von statischer Riickkopplung, da u(t) lediglich von y zum Zeitpunkt
t abhéngt + und nicht zum Beispiel von den Werten, die y in der Vergangenheit —
also zu Zeitpunkten fiir ¢ — hatte.

Das riickgekoppelte System sieht graphisch folgendermafen aus:

U= Fy t=Ax+Bu 4
y=Czx

q

Man sieht direkt, dass der Zustand x im riickgekoppelten System der Differential-
gleichung

t=(A+ BFC)x
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4. RUCKKOPPLUNG UND STABILISIERUNG

geniigt. Wenn man also F' so wihlen kann, dass alle Eigenwerte von A+ BF'C Realteil
< 0 haben, ist dann konvergiert x(¢), unabhéngig vom Startwert, fiir ¢ — oo gegen
0 — man hat das System stabilisiert.

Deshalb liegt es nahe die Frage zu stellen, fiir welche A, B und C man ein F
finden kann, derart, dass A + BF'C genau die Eigenwerte hat, die man gerne haben
méchte.

Fiir den Fall C = id l&sst sich die Frage sehr konkret beantworten. Das ist der
Inhalt des néchsten Abschnitts.

4.2 Polverschiebungssatz

In diesem Abschnitt argumentieren wir sehr spektraltheoretisch, deshalb konzentrie-
ren wir uns auf den Fall K = C. Man kann aber auch eine Version des nachfolgenden
Satzes [£.2.1] iiber R zeigen. Der folgende Satz wird auf Englisch als pole shifting
theorem oder pole placement theorem bezeichnet.

Satz 4.2.1 (Polverschiebungssatz). Sei A € C¥™*% und B € C"*". Dann sind dqui-
valent:

(i) Das Paar (A, B) ist steuerbar.

(ii) Fir jedes Polynom h € C[X] vom Grad n und mit fiihrendem Koeffizienten
1 gibt es eine Matriz F' € C™*™ derart, dass A+ BF das charakteristische
Polynom h hat.

(iii) Es gibt eine eine Matriz F' € C™*™ derart, dass (A + BF) und o(A) sich
nicht schneiden.

Beweis von Satz[{.21] Teil 1. {(ii)] = [(ii)’ Wihle ein Polynom h € C[X] vom
Grad d und mit fithrendem Koeffizienten 1, dass keine gemeinsame Nullstelle mit
dem charakteristischen Polynom von A hat. Laut gibt es ein F' € C™*™ derart,
dass A + BF charakteristisches Polynom h hat. Somit haben A + BF und A keinen
gemeinsamen Eigenwert.

{Gi)]=[@)] Wenn (A, B) nicht steuerbar ist, dann gibt es laut Hautus-Kriterium
einen Eigenwert A € C von A derart, dass [A — A| B] Rang < n hat. Somit finden wir
einen Vektor 0 # z € C" derart, dass 27 (4 — ) = 0 und 2T B = 0 gilt. Fiir jedes
F e C™*™ gilt somit

' (A= (A+ BF)) =0,
das heif’t A ist auch ein Eigenwert von A + BF. O

Die interessanteste Implikation in Satz ist die von nach . Den Rest
von Abschnitt verbringen wir damit, diese Implikation zu beweisen.

Der Beweis, den wir angeben, ist nicht auf groftmdogliche Effizienz oder Stringenz
getrimmt, sondern soll einige Einblicke und Einsichten in interessante und niitzliche
Konzepte vermitteln. Wir verfolgen folgende Strategie:
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4.2. Polverschiebungssatz

e Wir betrachten zuerst den “single input Fall” (das heifst m = 1) und zeigen, dass
die Implikation stimmt, falls A diagonalisierbar mit paarweise verschiedenen
Eigenwerten ist. (das wird Teil 2 des Beweises sein).

e Wir betrachten nochmals den single input Fall und zeigen die Implikation fiir
den Fall, dass das Zielpolynom A nur einfache Nullstellen hat, von denen keine
ein Eigenwert von A ist. Dann kombinieren wir das mit dem vorangehenden
Punkt um die Behauptung ohne Einschréinkungen im single input Fall zu er-
halten (das alles wird Teil 3 des Beweis sein).

e Wir reduzieren den Fall fiir allgemeines m auf den Fall m = 1 (das wird Teil 4
des Beweises sein).

Proposition 4.2.2 (Determinante von 1+ BF'). Seien B € K" ynd F € K™*™.
Dann gilt det(id +BF') = det(id +F' B).

Beweis. Das besprechen wir in den Ubungen. O

Lemma 4.2.3 (Determinante von Rang-1-Stoérungen von Diagonalmatrizen). Sei
A € C™*™ eine Diagonalmatriz und seien f,b € C". Dann gilt

det(A+bfT) =det A+ > bifi || Ais-
k=1 j#k

Beweis. Weil beide Seiten stetig beziiglich der Eintrdge von A sind, geniigt es die
Formel fiir invertierbare A zu zeigen; sei also A;; # 0 fiir alle j. Aus A + bfT =
A(id +A71bfT) folgt mit Proposition

0 # det(A 4+ bfT) = det(A) det(id + A~ b fT)
= det(A)det(1 + fT A7) = det(A)(1 + fTA™ D),

Wegen der Diagonalstruktur von A gilt zudem fTA=1b = > ory %, woraus wegen
det A = [];_, Aj; die Behauptung folgt. O

Beispiel 4.2.4 (Steuerbarkeit fiir diagonale Systemmatrizen mit einem Eingang).
Seien A € K"*™ eine Diagonalmatrix mit paarweise verschiedenen Diagonaleintragen
und sei b € K.

Es ist (4, b) genau dann steuerbar, wenn alle Eintrage von b ungleich 0 sind.

Beweis. “=” Wenn der k-te Eintrag von b gleich 0 ist, dann ist die k-te Zeile der
Erreichbarkeitsmatrix R(A, b) gleich 0.
“<= Es ist

bl 0 1 n—1
All All .. All
R(A,b) = : :
A0 AL AL
bn nn nn nn
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4. RUCKKOPPLUNG UND STABILISIERUNG

Der linke Faktor ist invertierbar, weil alle b, ungleich 0 sind und der rechte Faktor ist
invertierbar, weil es sich um eine Vandermonde-Matrix zu n paarweise verschiedenen
Stiitzstellen handelt. O

Beweis von Satz[{.2.1, Teil 2. Wir zeigen die Implikation “|{(i)| = [(ii)] im Fall m = 1,
falls alle n Eigenwerte von A paarweise verschieden sind. Wegen m = 1 kénnen wir
B als einen Spaltenvektor b € C™ schreiben. Das gesuchte F' schreiben wir als £ fiir
einen Spaltenvektor f € C".

In diesem Fall ist A diagonalisierbar und nach einer Ahnlichkeitstransformation
diirfen wir annehmen, dass A selbst diagonal ist und alle Diagonaleintrage paarweise
verschieden sind. Laut Beispiel gilt dann wegen der Steuerbarkeit von (A, b),
dass by # 0 ist fiir alle Indizes k.

Bezeichne nun py(u) := det(pn — A) das charakteristische Polynom von A und
fir jedes k € {1,...,n} bezeichne p; das Polynome vom Grad n — 1, dass durch

pr(p) = TLze(pe — A”) definiert ist. Fiir jedes f € C" ist laut Lemma ist das
charakteristische Polynom von A + bfT gleich

det(p— A—bf") = Z bk fpr (1

Die Polynome p1,...,p, bildet eine Basis des Raumes aller komplexen Polynome
vom Grad <n — 1. Ist namlich g ein Polynom vom Grad < n — 1, dann gilt

Zn: Akk ()

k=1

fiir alle i € C; das tiberpriift man zuerst an den Stellen p = A;; und anschliefend
folgt es fiir alle € C aufgrund des Identitétssatzes fiir PolynomeE

Weil p4—h ein Polynom vom Grad < n—1 ist, finden wir also Zahlen a1, ..., a, €
C mit pa(p) — h(p) = > p_; arpr(p). Nun nutzen wir noch, dass by, # 0 fiir alle &
gilt — deshalb gibt es einen Vektor f € C% mit by, fi, = oy, fiir alle k. Also ist fiir dieses

f

det(p— A —bfT) = Z arpr(p) = h(w),

was im betrachteten Fall die Behauptung zeigt. O

Satz 4.2.5 (Sherman-Morrison-Formel fiir Inverse von Rang-1-Stérungen). Sei A €
C™" invertierbar und seien b, f € C". Esist A+bfT genau dann invertierbar, wenn
1+ fTA71b # 0 ist, und in diesem Fall gilt

A~tpfT AL
1+ fTA-1p

!Dieses Argument beweist iibrigens den Interpolationssatz von Lagrange fiir paarweise verschie-
dene Stiitzstellen.

(A+bfH) =t -
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4.2. Polverschiebungssatz

Beweis. Falls 1+ fT Ab # 0 ist, kann man unmittelbar nachrechnen, dass die gegebene
Formel eine Matrix definiert, die invers zu A™! + bf7 ist.

Sei nun umgekehrt A + bfT invertierbar. Aus Proposition erhalten wir wie
im Beweis von Lemma [4.2.3]

det(A+bfT) = det(A)(1 + fTA1p).
also 1+ fTA='p £ 0. O

Lemma 4.2.6 (Aufspann der Matrixpotenzen). Sei A € C™*™ und seien i1, ..., i, €
C\ 0(A) paarweise verschiedene Zahlen. Dann stimmen die folgenden Untervektor-
raume von C™" "™ dberein:

a) V, = span{id, 4,..., A" 1}

(a)

(b) V, :=span{A* | k € Ny}.

(c) Ve:i=span{(n—A)~"| peC\a(4)}.
(d) Vg :=span{(pus — A)~L, ..., (un — AL}

Beweis. Wir werden mehrmals verwenden, dass Untervektorrdume im endlich-dimensionalen
immer abgeschlossen sind.

“Vo, = V" Folgt aus Caley-Hamilton.

“V. C V" Fiir u > r(A) folgt aus der Neumannreihe, dass (u — A)~! € V, gilt.
Fiir alle anderen p € C\ 0(A) folgt es nun aus dem Identitétssatz fiir holomorphe
Funktionen

“Vi C V.7 Es gilt id = lim, 00 (0 — A)™! € V, und somit auch

A= lim pA(p— A" = lim (,uQ(u — A - pid) € V..
H—>00 p—o0

Aus der Resolventengleichung folgt, dass V. abgeschlossen unter Matrixmultiplikati-

on ist, also folgt A* € V, fiir alle k € Ny.

“Va C V.7 Klar.

“V. CVy” Sei ¢ : C"*™ — C ein lineares Funktional, dass auf V; verschwindet.
Wir miissen zeigen, dass ¢ auch auf V. verschwindet.

Wegen der Cramerschen Regeln zur Berechnung von inversen Matrizen ist die
Abbildung G : p + det(pu — A)(p — A)~! in jedem Eintrag ein Polynom vom Grad
< n —1 (und die Singularitéten in den Eigenwerte von A sind hebbar). Somit ist
poG : C — C ein Polynom vom Grad < n — 1. Dieses Polynom verschwindet an den

Stellen 1, ..., pp und ist deshalb wegen des Identitétssatzes fiir Polynome konstant
0. Somit ist det(u — A)p((n— A)~') = 0 fiir alle 4 € C\ o(A), also verschwindet ¢
auf V.. O

2 Alternativ kann man fiir diese Inklusion auch mit dem Lemma von Bézout im Ring C[X] und
dem Satz von Cayley—Hamilton argumentieren.
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4. RUCKKOPPLUNG UND STABILISIERUNG

Als unmittelbare Konsequenz aus diesem Lemma erhalten wir:

Korollar 4.2.7 (Steuerbarkeit via Resolventen). Sei A € C"*™ und seien puy, . . ., jin, €
C\ o(A) paarweise verschiedene Zahlen. Sei B € C"*™. Dann sind dquivalent:

(i) Das Paar (A, B) ist steuerbar.

(i) Die Matriz [(u11 — A)™'B ... (pn — A)~'B] € C"*™™ hat vollen Rang, also
Rang n.

Proposition 4.2.8 (Steuerbarkeit bei Storung durch BF). Seien A € K"*" B €
K™ und F € K™*". Es ist (A, B) genau dann steuerbar, wenn (A + BF, B)
steuerbar ist.

Beweis. Das folgt leicht aus dem Hautus-Kriterium fiir Steuerbarkeit. O

Beweis von Satz[{.2.1, Teil 3. Wir zeigen die Implikation ‘{(i)] = [}’ im Fall m = 1
fiir allgemeine h. Wir schreiben wieder B = b € C".

Seien Aq,...,\, die Eigenwerte von A (gezéhlt mit algebraischer Vielfachheit).
Wiihle zunichst ein Polynom i vom Grad n mit fiithrendem Koeffizienten 1, das
auf keinem Aj verschwindet und das paarweise verschiedene Nullstellen puq, ..., un
besitzt. Fiir jedes py ist dann pi — A invertierbar, also folgt fiir jedes f € C™ aus
Satz dass pp — A — bfT genau dann singulér ist, wenn

S —A) =1

ist. Wegen der Steuerbarkeit von (A4, b) wissen wir aus Korollar , dass die n x n-
Matrix M == [(p1 —A)"' ... (un — A)~'b] € C™™™ invertierbar ist, also gibt
es (genau) ein f € C" mit fTM = (1,...,1). Fiir diese Wahl von f ist up — A —bf"T
fiir jedes k singulir, also besitzt A + bfT die Eigenwerte pi1, ..., ftn. Weil die uy,
alle paarweise verschieden sind, ist das charakteristische Polynom von A=A+b fr
gleich h.

Laut Propositionist auch (A, b) steuerbar. Da A die paarweise verschiedenen
Eigenwerte 1, ..., uy hat, gibt es laut dem bereits gefiihrten Teil 2 des Beweises ein
f € C" derart, dass

A+b(f+HT=A+of"
das charakteristische Polynome h besitzt. O

Zum Schluss beweisen wir nun noch den Fall fiir allgemeines m € N, indem wir
ihn auf den Fall m = 1 zurtickfiihren.

Beweis von Satz[{.2.1, Teil 3. Wir zeigen die Implikation ‘{(i)| = [(ii)] fiir allgemeine
m, und zwar per Induktion iiber m.

Fiir m = 1 wissen wir bereits, dass die Implikation stimmt. Sei sie nun fiir ein
festes m € N gezeigt.
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Sei [B,b] € C™(m+) mit B € C*™™ und sei (A, [B,b]) steuerbar. Wir unter-
scheiden drei Falle:

1. Fall: Wenn sogar (A, B) steuerbar ist, finden wir laut Induktionsvoraussetzung
ein F' € C™*" derart, dass A + BF das charakteristische Polynom h besitzt. Indem
wir F unten um eine Nullzeile ergéinzen erhalten wir eine Matrix F' € Cm+tDxn it
A+ [B,bJF = A+ BF und sind fertig.

2. Fall: Wenn B = 0 gilt, ist (A, b) steuerbar. Dann finden wir wie bereits gezeigt
ein f € C™ derart, dass A+ bf" das charakterisitische Polynom h besitzt. Indem wir
iiber fT insgesamt m Nullzeilen hinzufiigen, sind wir fertig.

3. Fall: Es ist (A, B) nicht steuerbar, aber B # 0. Laut Proposition[2.2.15 kénnen

wir dann nach einer Ahnlichkeitstransformation annehmen, dass

A A _|B1
A—[O A22] und B—{O]

mit Dimensionen A1 € CM*™M A1 € C™M*"2 Ayy € C"2X"2 gowie By € C™M1*™,
Ebenso konnen wir b zerlegen in zwei iibereinander stehende Vektoren b € C™* und
by € C™2. Hierbei ist (A1, B1) steuerbar.

Bei Betrachten der Erreichbarkeitsmatrizen R(A, [B, b]) und R(Aag, b2) sicht man,
dass (Aaz, b2) steuerbar ist (wegen der Steuerbarkeit von (A, [B,b])).

Wir faktorisieren nun das Polynom A eine Polynome h; und he vom Grad n; und
ne und mit je fiilhrendem Koeffizienten 1. Laut Induktionshypotheseﬂ gibt es eine
Matrix F; € C™*™ derart, dass Ay + B1F; das charakteristische Polynom hq hat.
Und laut des bereits vorab behandelten Falls m = 1 gibt es ein fo € C"2 derart, dass
Ay + by f;f das charakteristische Polynom hs hat. Damit besitzt

A [Bl b1:| [Fl 0 ] _ [An + B1Fy A +bif)
+ T| = T
0 bo| |0 fy 0 Ao + bafs

das charakteristische Polynom hihg = h. O

4.3 Stabilisierbare Systeme

Satz 4.3.1 (Asymptotische 0-Steuerbarkeit und Stabilisierbarkeit). Sei A € K"*"
und B € K"*™. Dann sind dquivalent:

(i) Das Paar (A, B) is asymptotisch 0-steuerbar, das heifst fir alle xg € K"
gibt es ein u € Llloc([O, oo),]Km) derart, dass die Losung z : [0,00) — K™ von

&(t) = Az(t) + Bu(t), z(0) = xo

die Bedingung limy_, o x(t) = 0 erfillt.

3Wie genau lautet eigentlich die Induktionshypothese? Kénnen Sie sie vollstindig — inklusive
aller Quantoren — aufschreiben?
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4. RUCKKOPPLUNG UND STABILISIERUNG

(ii) Das Paar (A, B) ist stabilisierbar, das heifit es gibt eine Matriz F € K"™*™
derart, dass s(A+ BF) < 0.

Falls A und B von der Form
_ (An A _ (B
A_<0 A22> und B—<O>
sind und (Ay1, B1) steuerbar istﬁ dann sind die oben stehenden Aussage und
aufSerdem dquivalent zu:

(iii) Die Spektralschranke von Asg erfillt s(Asz) < 0.

Beweis. Aufgrund der Proposition kénnen wir durchgehend annehmen, dass
A und B die oben genannte Blockstruktur haben.

“ = ’ Falls Ass einen Eigenwert A mit Realteil > 0 und Eigenvektor xo
hat, dann die die zweite Komponenten der Lésung x von

#(t) = Ax(t) + Bu(t), m@y:<i)
zum Zeitpunkt ¢ gleich e*z, und zwar unabhéngig von der Eingangsfunktion. Ins-
besondere konvergiert die Losung fiir kein u gegen 0 fiir ¢ — oo und somit ist (A4, B)
nicht asymptotisch 0-steuerbar.

“ = ’ Wegen der Steuerbarkeit von (Aj1, By) gibt es wegen des Polver-
schiebungssatzes eine Matrix F; von passender Dimension derart, dass s(Aj1 +
B1Fy) < 0 ist. Somit haben alle Eigenwerte von

A+ B Fy A12>

A+B@‘m:< . h

Realteil < 0.
“ﬂ = ’ Wihle F' wie in und sei zg € K. Sei z(t) = eA*+BF) g5 und
u(t) = Fx(t) fir alle t € [0,00). Dann gilt z(t) — 0 fiir t — oo, es ist £(0) = o und

#(t) = Az(t) + BFx(t) = Az(t) + Bu(t)
fiir alle t € [0, 00). Also haben wir ein u € LL ([0, 00); K™) (sogar in L* ([0, 00); K™))

loc
gefunden, derart, dass die Losung des Systems mit Startwert zq fiir ¢ — oo gegen 0
strebt.

O

Bemerkung 4.3.2 (Entdeckarkeit). Ahnlich wie Beobachtbarkeit dual zu Steuer-
barkeit ist, gibt es auch zur Stabilisierbarkeit einen dualen Begriff, ndmlich Ent-
deckbarkeit (englisch detectability). Darauf werden wir im Abschnitt [4.5| zuriick-
kommen.

Wobei wir hier zulassen wollen, das manche der involvierten Matrizen die Hohe oder Breite 0
haben, damit wir auch die Fille abdecken, in denen B = 0 ist oder in denen (A, B) selbst steuerbar
ist, siehe Proposition [2.2.15] Hierbei fassen wir, falls A1; und B; leere Matrizen ist, die Aussage
“(Ai1, By) ist steuerbar” als wahr auf.
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4.4 Port-Hamiltonsche Systeme

ir erinnern daran, dass wir in diesem Kurs immer mit der Euklidischen Norm
W d ,d K" in d K t der Euklidischen N
ausstatten und dass wir den Matrixraum K™*™ mit der induzierten Operatornorm
ausstatten.

Definition 4.4.1 (Dissipativitdt und Kontraktivitit). Seien A,T € K"*"™.
(a) Die Matrix T heift kontraktiv, wenn ||T|| < 1 gilt[]
(b) Die Matrix A heift dissipativ, falls Re (z*Az) < 0 fiir alle 2 € K" giltﬁ

Proposition 4.4.2 (Kontraktivitéit der e-Funktion). Fir jedes A € K™*™ sind dqui-
valent:

(a) Fiir jedes t € [0,00) ist e kontraktiv.
(b) Die Matriz A ist dissipativ.

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass fiir jedes € K" die Abbildung [0,00) > ¢ +—
HetAasz € [0, 00) differenzierbar ist mit Ableitung

% HetAa:HQ =2Re ((etAx)*AetAac>

fiir alle ¢ € [0, 00).

“l@‘ = @’ Sei € K". Wegen der Kontraktivitit von e* ist die Abbildung
[0,00) 5t He“‘a:”2 monoton fallend. Wegen der Vorbemerkung des Beweis folgt
Rez*Az <0.

‘ = ’ Sei e > 0. Es genitigt zu zeigen, dass Het(A_e) H < 1 fiir alle t € [0, 00)
gilt)]

Wir dazu das Gegenteil an und verwenden die Abkiirzung A == A — e. Sei also
x € K" ein Element der abgeschlossenen Einheitskugel und ein ¢ > 0 derart, dass

-2 < 12
HetAa:) > 1 ist. Setze ty :=€ {t € [0, 00) | HetAxH > 1}. Wegen der Stetigkeit der

Matrix-e-Funktion ist dann HetoA:EH = 1 und in jeder rechtseitigen Umgebung von

-2
to gibt es ein ¢ mit HetAxH > 1. Somit ist

d N2 _ L ]
0< X HetAxH li—to2 Re ((etoAx)*AetoAx> < 9% HetoAxH ~ o

wobei die letzte Ungleichung aus der Dissipativitidt von A folgt. Widerspruch. O

®Die Literatur ist hier etwas uneinheitlich: Man Autorinnen und Autoren bezeichnen die deutlich
stirkere Eigenschaft || T]| < 1 als kontraktiv.

In anderen Worten, wenn der numerische Wertebereich von A in der abgeschlossenen linken
Halbebene liegt.

"Warum?
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4. RUCKKOPPLUNG UND STABILISIERUNG

Definition 4.4.3 (Port-Hamiltonsche Systeme). Ein System der Form

& = AHx + Bu,
y = B*Hz

heifst endlich-dimensionales, lineares port-Hamiltonsches System, falls B € K"*™
ist, A € K"*" dissipativ ist und H € K"*™ selbst-adjungiert und positiv definit ist.

Fir z € K" heifit die Zahl %a:*H x € [0,00) die Energie des Systems im Zustand
x.

Bemerkung 4.4.4 (Zerlegung in selbst-adjungierten und schiefadjungierten Teil).
Jede Matrix A € K™*™ kann man in der Form A = J — R schreiben, wobei R selbst-
adjungiert und J schief-adjungiert istﬂ Man kann leicht nachpriifen, dass A genau
dann dissipativ ist, wenn R positiv semidefinit ist.

Proposition 4.4.5 (Energieinderung von port-Hamiltonschen Systemen). Fiir ei-
neﬂ Losung x eines port-Hamiltonschen Systems gilt mit der Notation von Definiti-

on[£.4.3 und mit der Zerlequng A = J — R aus Bemerkung[].4.]
= e (O Ha(t) = —(Ha(t)) RHa(t) + Re (u()'y(1) ) < Re (u(t)y(1))

fir jedes t € [0,00). Insbesondere ist die Energie monoton abnehmend, wenn der
Eingang u konstant 0 ist.

Beweits. Es ist

%%m(t)*Hm(t) = Re (i(t)" Ha(1))
= Re ((H:n(t))*A*Hx(t)) +Re (u(t)*B*Hx(t))
— —(Ha(t) RHa(t) + Re (u(t) (1))
fiir alle ¢ € [0, 00). O

Theorem 4.4.6 (Stabilisierbarkeit und Steuerbarkeit port-Hamiltonscher Systeme).
Sei A € K™ dissipativ und H € K"*™ selbst-adjungiert und positiv semidefinit.
Sei B € K"™_ Dann sind dquivalent:

(i) Das Paar (AH, B) ist stabilisierbar.
(ii) Es gibt eine Matriz F' € K"™*™ derart, dass s(AH + BFB*H) < 0 gilt.

(iii) Fir jede Zahl k > 0 gilt s(AH —kBB*H) < 0.

8Wie geht das?
9Weshalb steht hier ,,eine“ Losung und nicht ,,die* Losung?
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Beweis. ‘{(iii)| = [(i)] Wihle F = —kid.

{Gi)]=[@) Dies Implikation folgt direkt aus der Definition von Stabilisierbarkeit
— betrachte einfach die Matrix F := FB*H, dann ist s(AH + BF) < 0.

@] = [GiL)] Sei k& € (0,00) und sei A € C ein Eigenwert von AH — kBB*H.
Dann gibt es ein z € C" mit #*(A — kBB*)H = Az*. Wir setzen z := H 'x. Es ist
z # 0 und es gilt

t*(A—kBB*)z = \x*H 'z.
Somit folgt

Re\ = Re (z*Ax) —k:HB*:U||2> <0,

a
z*H- 1z

wobei die Ungleichung aus der Dissipativitdt von A folgt. Wir nehmen nun wider-
spruchshalber an, dass die Ungleichung eine Gleichung ist. Dann folgt Re (x*Ax) =0
und B*z = 0, also 2*B = 0. Folglich ist

At =2"AH.

Ds zeigt, dass die Matrix [\ — AH, B] nicht surjektiv nach C™ abbildet. Also folgt
aus dem Hautus-Kriterium fiir Stabilisierbarkeit, siche Aufgabe 1 auf Blatt 7, dass
(AH, B) nicht stabilisierbar ist. O

4.5 Dynamische Riickkopplung
Wie Sie in den Ubungen gesehen haben, lisst sich das System

i = Ax + Bu,
y=Cz

auch dann, wenn (A, B) steuerbar und (A, C') beobachtbar ist, nicht unbedingt durch
statisches Feedback stabilisieren. Eine solche Stabilisierung ist allerdings mit Hilfe
von dynamischem Feedback moglich — das heifst, wenn man als Controller ebenfalls
ein dynamisches System verwendet.

Wir benétigen dazu den folgenden Begriff:

Definition 4.5.1 (Asymptotische 0-Beobachtbarkeit). Sei A € K™*" und C €
KP*™ Das Paar (A,C) heift asymptotisch 0-beobachtbar oder entdeckbar,
falls fiir jedes zo € K™ gilt: Wenn Ce!zy = 0 fiir alle t € [0,00) gilt, dann ist
limy_s o0 €49 = 0.

In Satz[4.3.1(i){ haben wir asymptotische O0-Steuerbarkeit definiert. Dieser Begriff
verhalt sich dual zu asymptotischer 0O-Beobachtbarkeit:

Proposition 4.5.2 (Asympt. 0-Beobachtbarkeit und asympt. 0-Steuerbarkeit). Sei-
en A e K" B e K"™™ ynd C € KP*",
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4. RUCKKOPPLUNG UND STABILISIERUNG

(a) Es ist (A, B) asymptotisch 0-steuerbar genau dann, wenn (AT, BT) asympto-
tisch 0-beobachtbar ist.

(b) Es ist (A,C) asymptotisch 0-beobachtbar genau dann, wenn (A", CT) asympto-
tisch 0-steuerbar ist.

Beweis. Den Beweis stellen wir als Ubungsaufgabe.
@ Das folgt aus @ durch Vertauschen der Matrizen mit ihren Transponierten.
O

Definition 4.5.3 (Dynamisches Feedback). Seien A € K"*" B € K"*™ (' € KP*"
Wenn wir sagen, dass man das System

£ = Ax + Bu,
(%) { B
y =Cx

durch einen dynamischen Regler stabilisieren kann, falls es eine Dimension
fi € N und Matrizen A € K™*? B e K™ (m+p) ynd F e K™% gibt derart, dass die
Systematrix A € K"tm)x(n+7) deg geschlossenen Systems

u i=Az+Bu Y -
y=Ce 5::!1:%+B<u> d
Y
4

(mit Zustandsvektor (z, %) € K"t") die Bedingung s(A) < 0 erfiillt.

Satz 4.5.4 (Stabilisierung durch dynamische Riickkopplung). Seien A € K™*™,
B e K™ (' e KP*"™, Dann sind dquivalent:

(i) Das durch A, B und C gegebene System lisst sich durch einen dynamischen
Regler stabilisieren.

(ii) (A, B) ist asymptotisch 0-steuerbar und (A, C) ist asymptotisch 0-beobachtbar.

Beweis. Wir beobachten zunachst, dass die Systemmatrix A des geschlossenen Sys-

tems durch
Ao A BF
- B, C A+ B F

gegeben ist, wobei wir B in der Form B = (Bj, B) mit B; € K™ und By € K"*P
schreiben.

“ = ’ Sei s(A) < 0. Betrachte ein zg € K”. Seien z(t) und #(t) die beiden
Komponenten von e*4(zg,0)T und sei u(t) := Fi(t) fiir jedes t > 0. Es gilt z(t) — 0
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fir t — oo, die Funktion z erfiillt die Anfangsbedingung z(0) = x¢ und z l6st die
Differentialgleichung

= Ax + BFz = Az + Bu.

Damit haben wir gezeigt, dass (A, B) asymptotisch O-steuerbar ist.
Es gilt auch s(AT) < 0 und A" hat die Form

ar_ (AT CTBY
~\FTBT AT+ FTBT

Indem wir dasselbe Argument wie oben wiederholen, sehen wir, dass (AT, CT) asym-
ptotisch O-steuerbar ist, und somit ist (A, C') laut Proposition asymptotisch
0-beobachtbar.

{Gi)] =[O Wir wihlen 7 = n. Weil (A, B) asymptotisch O-steuerbar ist, gibt es
laut Satz eine Matrix F' € K™*" derart, dass s(A + BF') < 0 gilt. Dual dazu
(Proposition gibt es wegen der asymptotischen 0-Beobachtbarkeit von (A, C)
eine Matrix L € KP*" derart, dass s(A+ LC) <0 istm

Wir wéhlen nun BQ = —L, 31 .= Bund A := A+ LC. Damit ist

Ao A BF
~ \-LC A+ LC+ BF

_(id 0 A+ BF BF id 0
~\id id 0 A+ LC) \—id id

Die auflenstehenden Matrizen in diesem Produkt sind inverse zueinander, also ist die
Matrix in der Mitte dhnlich zu A und somit die selben Eigenwerte von A. Deshalb

A~

ist s(4) < 0. O

Beispiel 4.5.5 (Stabilisierung durch einen Integrator). Betrachten Sie die Matrizen

A:<8 é) B:(?), C=(1 0).

Dann ist (A, B) steuerbar und (A4, C') beobachtbar, aber sie wissen aus Aufgabe 2 auf
Blatt 6, dass das System nicht durch eine statische lineare Riickkopplung stabilisiert
werden kann.

Satz sagt uns allerdings, dass wir das System durch eine dynamische Riick-
kopplung stabilisieren konnen. Der Beweis des Satz gibt uns zudem eine explizite
Moglichkeit um das zu tun:

Dazu wihlen wir F = (—1,—1) und L = (—1,—1)T. Dann haben die Matrizen

0 1 -1 1
A+ BF = <_1 _1> und A+ LC = <_1 O>

10Warum genau gibt es dieses L?
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jeweils Spektralschranke < OE Wir folgen dem Beweis von Satz und wahlen

B = (B, —L)_<(1) i) und A_A+_<j é)

Wir wissen aus dem Beweis des Satzes, dass diese Wahl von A, B und F das System
stabilisiert. Wer mochte, kann natiirlich auch explizit nachrechnen (am einfachsten
mit einem Computer), dass die Matrix

01 0 O
2 00 -1 -1
A= 10 -1 1
1 0 -2 -1

die Bedingung s(A) < 0 gilt (aber das wissen wir ja auch schon aus dem Beweis).

1VWWie konnen Sie das sofort sehen?
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Kapitel 5

Beobachter und optimale
Steuerung

5.1 Luenberger-Beobachter

Stellen Sie sich ein technisches System vor, das sich durch das mathematische System

& = Ax + Bu,
y=Cz

modellieren ldsst. Nehmen Sie aufferdem an, dass folgendes erfiillt ist:

e Sie konnen zu jedem Zeitpunkt ¢ > 0 das Eingangssignal u(t) und das Aus-
gangssignal y(f) messen; diese Messungen unterliegen aber Stoérungen, das
heifst, sie messen in Wirklichkeit Signale @(t) und g(t), die von den tatséchli-
chen Signalen etwas abweichen kénnen.

e Sie kennen moglicherweise den Startzustand zg nicht oder nicht genau, son-
dern miissen mit einem abweichenden Anfangszustand I, arbeiten (den Sie
irgendwie schétzen oder notfalls zum Beispiel einfach als 0 annehmen.)

In dieser Situation mochten Sie aus den zu jedem Zeitpunkt ¢t gemessenen Werten
u(t) und g(t) eine Schatzung #(t) des Zustands x(f) zum Zeitpunkt ¢ berechnen. Sie
wiinschen sich natiirlich die folgenden Eigenschaften ihres Schétzers:

e Selbst wenn Thre Schétzung von z(0) vollig falsch wahr (zum Beispiel, weil Sie
2(0) nicht kennen), wire es gut, wenn #(¢) zumindest nach einiger Zeit (also
fiir grofe t) nicht mehr weit von z(t) entfernt liegt.

e Die Messfehler g(t) — y(t) und a(t) — u(t) sollen keinen allzu grofen Fehler
Z(t) — x(t) verursachen.

Diese Ziele kann man mit Hilfe eines Luenberger-Beobachters umsetzen. Die
wesentlichen Ideen dabei sind folgende:
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5. BEOBACHTER UND OPTIMALE STEUERUNG

e Wihrend das reale System lauft, simulieren Sie das System zugleich (zum Bei-

spiel auf einem Computer oder einem elektronischen Steuergerit) in Echtzeit
mit denselben Matrizen A, B, C. Den Zustand des simulierten Systems bezeich-
nen wir als . Als Startwert verwenden wir einen Vektor Zg; dessen Wahl héngt
davon ab, welche Informationen wir iiber den tatséchlichen Startwert g haben.
Als Eingangsignal 4 verwenden wir das gemessene Eingangssignal 4, das heifst
wir setzen @ = 4. Als Ausgangssignal erhalten wir g := Cz. Damit lautet das
simulierte System insgesamt

(5.1.1)

—
NaRE N
(I
Q=
\'H> =
+
oy
\.:1

mit Startwert Z(0) = Zo.

Zu jedem Zeitpunkt vergleichen Sie den Ausgang (t) des simulierten Systems
mit dem gemessenen Ausgang g(t) des tatséchlichen Systems. Die Abweichung
g(t) — g(t) interpretieren Sie als Mafs dafiir, wie weit Thr geschétzter Zustand
Z(t) vom tatséchlichen Zustand x(t) entfernt ist. Gewichtet mit einer Feed-
backmatrix F € K"*P speisen Sie diese Abweichung wieder zuriick in Thr si-
muliertes System und nutzen es als Korrekturterm fiir die Differentialgleichung
fiir . Anstelle von simulieren Sie also die Differentialgleichung

(5.1.2)

mit Startwert z(0) = Zo.

Die Differentialgleichung (5.1.2)) ist ein Luenberger-Beobachter fiir das tech-

nische System, dessen Zustand x(¢) Sie schétzen mochten. Fiir den Fehler e .= — =z
erhalt man die Differentialgleichung

¢ =Ae+ B(i—u)+ F(j—17)
= Ae+ B(i —u) + FCe + F(y — §)
= (A4 FC)e+ B(t —u) + F(y — §).

Damit erhalten wir:

Satz 5.1.1 (Fehlerterm im Luenberger-Beobachter). Sei (A,C) asymptotisch 0-
beobachtbar und sei F derart, dass s(A+FC) <0 giltﬂ Dann gibt es eine Zahl M > 0
derart, dass fiir den Fehler e des soeben beschriebenen Luenberger—Beobachterﬂ die
Abschitzung limsup, o [le(t)]| < M supgejooey ([1a(s) — u(s)[l + [[7(s) — y(s) ) gilt.
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5.2. Lineare Optimalsteuerung mit quadratischen Kosten

Beweis. Das folgt umittelbar aus der Differentialgleichung
e+ (A+FC)+Blu—u)+ F(y—19)
und aus dem nachfolgenden Lemma. O

Lemma 5.1.2 (Stabile Systeme mit beschrankter Storung). Sei s(A) < 0. Dann
gibt es eine Zahl M > 0 deart, dass fiir jedes messbare und beschrinkte Funktion
u: [0,00) = K™ und jedes xo € K" die Losung x des Anfangswertproblems

#(t) = Az(t) + Bu(t), z(0) = xg
die Abschditzung limsup,_, [|z(t)[| < M supyejo o) [u(s)]| erfiillt.

Beweis. Den Beweis stellen wir als Ubungsaufgabe. O

5.2 Lineare Optimalsteuerung mit quadratischen
Kosten

In Abschnitt haben wir uns dariiber Gedanken gemacht wann ein System von
einem Zustand zg zu einem anderen Zustand x1 mit Hilfe einer Kontrollfunktion «
gesteuert werden kann. In Abschnitt [£.1] und [£.5] haben wir dann gelernt mit welchen
Riickkopplungen ein gewiinschtes Langzeitverhalten des Systems zu erreichen ist. Da-
bei haben wir nur darauf geachtet, dass das Riickkopplung ein stabiles geschlossenes
System erzeugt.

In physikalischen Systemen unterliegen die Zustédnde und Eingénge oft Neben-
bedingungen, denen wir bei dieser Modellierung keine Rechnung tragen. So kann
es sein, dass ein System durch einen Motor beeinflusst wird, der nur unter hohen
(Strom-)Kosten ein gewisses Drehmoment erreichen kann. Oder wir haben es mit
einer Stromversorgung in einem RLC-Netzwerk in dem die Stromversorgung (die als
Steuerung fungiert) keine zu hohen Spannungen ausgeben kann. Ferner wollen wir
gegebenenfalls Zustdnde mit grofler Norm vermeiden, da diese mit physikalischen
Zustanden korrelieren, die nicht erlangt werden konnen, da beispielweise durch zu
hohen Stress Bauteile kaputt gehen konnen.

Ein mathematisches Modell, das diese Limitationen beriicksichtigt, wollen wir
nun im Folgenden betrachten. Dazu betrachten wir zunéchst ein System der Form

i(t) = Ax(t) + Bu(t), (5.2.1)

mit A € K" und B € K™, Um ungewiinschtes Verhalten bestraften zu kénnen
definieren wir fiir alle Zeiten tg,t; € R mit tg < t1, fiir alle Anfangswerte zg € K"
und alle Kontrollfunktionen u € L?([to,t1]; K™) das Kostenfunktional

J(to, t1, w0, u) = /tl u(t)* Ru(t) + z(t)" Qx(t) dt + x(t1)* Sz (t1), (5.2.2)

to
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5. BEOBACHTER UND OPTIMALE STEUERUNG

wobei x = z(-,tg, xo,u) die Losung von zum Anfangswert z(tg) = xo mit
Steuerung w ist, R € K™*™ und @, S € K"*" hermitesche und positive semidefinite
Matrizen sind und R vollen Rang hat, also positiv definit ist. Der erste Term des
Integranden bestraft grofse Eingangswerte, die typischerweise mit hohen Kosten fiir
die physikalischen Steuerungskomponenten einhergehen, wihrend der zweite Term
ein Abweichen des Zustandes von der 0 bestraft. Mit dem Term auflerhalb des Integral
kénnen wir festlegen wie wichtig es ist, dass der Zustand am Ende des Zeithorizonts
[to, t1] Nahe der 0 liegt. Die Matrizen R, @ und S dienen dabei als Gewichtung mit
denen wir festlegen, in welchen Komponenten ein Abweichen von der 0 starker zu
bestrafen ist.
Das Optimalsteuerungsproblem lautet nun wie folgt:

Finde auf dem Zeithorizont [to, 1] und zum Anfangswert x(tp) = x¢ eine
Kontrollfunktion v € L?([tg, t1]; K™) mit minimalen Kosten J (tg, t1, zo, u).

Fiithrt man die Werte- oder Bellman-Funktion
V(to,t1,20) = inf{J(to, t1, 20, u) : u € L*([to, t1]; K™)}
ein so suchen wir also eine Kontrolle u € L?([to, t1]; K™) mit der Eigenschaft, dass
J(to, t1, o, u) = V(to,t1,x0)-

Eine Kontrollfunktion u € L?([to,t1]; K™) mit diesen Eigenschaften nennen wir op-
timal fiir den Anfangswert x(tg) = zo und den Zeithorizont [t, £1].

Wir wollen nun zeigen, dass das Optimalsteuerungsproblem immer eine Lsung
hat und diese durch ein Feedback gegeben ist. Um das Feedback zu beschreiben
betrachten wir das matrixwertige nichtlineare Riccatti-Endwertproblem

P(t) = P(t)BR™'B*P(t) — P(t)A — A*P(t) — Q, t € [to, t1] (5.2.3)

das gelost wird durch eine stetig differenzierbare Funktion P : [tg, t1] — K™%,

Bemerkung 5.2.1. (i) Das Riccatti-Endwertproblem hat eine lokal
Lipschitz-stetige rechte Seite. Deshalb folgt aus dem Satz von Picard-Lindelof,
siehe die Bemerkungen nach Satz die Existenz eines t{, € [to,?1) und
einer stetig differenzierbaren Funktion P : [t{,t;] — K"*", welche 16st.
Ferner ist jede solche Losung eindeutig bestimmt.

(ii) Die Losung P(-) von ([5.2.3)) ist eine Funktion mit hermiteschen Werten (Ubung).
(iii) Sei to = inf{t} € [to,t1) : (5.2.3) hat eine Lésung auf [t}, t1]}. Dann folgt aus

einem Standardresultat iiber maximale Existenzintervalle von gewdhnlichen
Differentialgleichung, dass entweder

to = to oder lim ||P(t)|| = oo
o \dto
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5.2. Lineare Optimalsteuerung mit quadratischen Kosten

gelten muss. Im ersten Fall existiert die Losung von (5.2.3) auf ganz [tg, t1].
Um zu zeigen, dass dies der Fall ist miissen wir also nachweisen, dass die Norm
der Losung bei ¢, nicht explodiert.

Im néchsten Theorem zeigen wir, dass das nichtlineare Problem ([5.2.3) immer
eine Losung hat und dass wir mit Hilfe dieser die gewiinschte Steuerung, welche als
Riickkopplung realisiert werden kann, finden kdnnen.

Theorem 5.2.2 (Lineare Optimalsteuerung mit quadratischen Kosten). Seien R €
K™>™ hermitesch und positiv definit, Q,S € K"*™ hermitesch und positiv semide-
finite, und to,t1 € R mit tg < t1. Dann hat das Riccatti-Endwertproblem
eine eindeutige stetig differenzierbare Losung P : [to,t1] — K™ ™. Ferner ist P(t)
hermitesch und positiv semidefinit fir alle t € [to, t1].

Ferner existiert fir jeden Anfangswert xo € K" eine eindeutige optimale Steue-
rung u € L%([to, t1]; K™) welche

u(t) = —RIB*P(t)z(t) (5.2.4)

fir alle t € [to,t1] erfillt, wobei x = x(-,tg,x0,u) die Losung von (5.2.1) zum
Anfangswert x(tg) = xo und zur optimalen Steuerung u ist. Die Kosten der optimalen
Steuerung sind gegeben durch

V(to, t1,z0) = zo" P(to)xo

Man bemerke, die optimale Steuerung u héngt insofern von xg ab, als dass zg
den momentanen Zustand z(t) mitbestimmt. Das Theorem sagt ferner, dass die opti-
male Steuerung als Riickkopplung, mit zeitvarianter Riickkopplungsmatrix, realisiert
werden kann.

Beweis von Theorem[5.2.2. Sei P : [t{, t1] — K"*™ die eindeutige Losung von
fiir ein passendes ), € [to, t1). Wir wissen bereits aus Bemerkung , dass ein sol-
ches t{, existiert und, dass die Werte von P hermitesch sind. Wir zeigen zunéchst, dass
die Riickkopplung optimal ist auf dem Intervall [t(,¢1]. Es sei dazu zp € K"
eine beliebiger Anfangswert und u € L?([to,t1]; K™) eine beliebige Kontrollfunkti-
on und bezeichne mit x(-) = x( -, tg, g, u) die Losung von zum gegebenem
Anfangswert x(tg) = xo und der Steuerung u. Wir differenzieren die skalarwertige
Funktion [t), 1] 2 ¢ — x(t)" P(¢)x(t) und erhalten

@w(t)*P(t) w(t) = x(t)" P(H)2(t) + (8)" P(t)x(t) + =(t)" P()i(t)
z(t)" (P()BR™'B*P(t

= ) = P(t)A— A"P(t) — Q) x(t)
+ (2(t)" A" +u(t)"B) P(t)x(t) + 2(t)" P(t) (Az(t) + Bu(t))
(u(t)+R LB*P(t)x(t)) R (u(t) + R™'B*P(t)z(t))
u(t) Ru(t) — 2(t)" Qx(t).
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Dabei bilden die letzten beiden Terme gerade den negativen Integranden des Kos-
tenfunktionals ([5.2.2]). Damit und aus dem Hauptsatz der Differenzial- und Integral-
rechung erhalten wir nach umstellen, dass

J(tg, t1, xo, u) = _x(tl)*wx(tl) + x(to) " P(to)x(to) + x(t1)" Sz (t1)+
=5

+ /t1 (u(t) + R™'B*P(t)z(t)) R (u(t) + R~ B*P(t)z(t)) dt
t

= l‘o*P(to)$0

t1

+/ (u(t) + R7'B*P(t)z(t)) R (u(t) + R B*P(t)xz(t)) dt.

th X

Da R invertierbar ist, ist somit ist die eindeutige optimale Steuerung auf [t{),¢1]
gerade die, welche u(t) = —R™!B*P(t)z(t) fiir alle t € [t),t1] erfiillt. Also gerade
die Steuerung ist, welche den Integranden gleich 0 setzt. Dann sind trivialerweise die
Kosten der optimalen Steuerung gegeben durch

V(t6, tl, xo) = x(]*P(tlo)xo.

Da V(t{,t1,z9) > 0 fiir alle 29 € K" gilt, folgt, dass P(t(,) positiv semidefinit ist
fir alle t, € [to,t1) fiir welche die Losung des Riccatti-Endwertproblems auf [t(), ¢1]
existiert (und natiirlich auch fiir ¢, = t1, da P(t;) = 5).

Es bleibt noch zu zeigen, dass die Losung des Riccatti-Endwertproblems
auf ganz [to, t1] existiert und damit im obenstehenden ersten Teil des Beweises t{, =
gewahlt werden kann. Dazu geniigt es nach Bemerkung die Beschranktheit der
Losung auf dem Intervall [¢, t1] zu zeigen. Diese folgt direkt aus der Abschétzung

|P@)| = sup a*P(t)ao

|zofl=1
< sup J(ty, t1,%o,0)
llzol|=1

= sup (
llzoll=1

t1 , ,
< ||Q||/ 2—IA 47 1 [15] ettt 1415,
th

t
/ ! 20" t=tAT Qelt=t) A dt + 2o —th)A" SeQ(tlt{))Aw())

/
tO

< 2= Q|l (1 — to) + [|S]])-

Diese obere Schranke ist endlich und von ¢, unabhéngig. Also kann die Losung P
auf [to, t1] nicht explodieren. Es folgt, dass (5.2.3) auf ganz [to,t1] eine eindeutige
Losung hat. O

Bemerkung 5.2.3. Wir bemerken, dass wir das Lineare Optimalsteuerungsproblem
mit quadratischen Kosten auch auch noch in allgemeiner Form eine eindeutige Losung
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hat. So kénnen wir die Koeffizienten des Systems A und B durch messbare und
beschrénkte Funktionen A : [to,t1] — K™*™ und B : [to,t1] — K™ ersetzen,
sodass wir als neues System das zeitvariante lineare System

#(t) = A()a(t) + B(u(t)  fiir alle £ € [to, ]

bekommen. Diese hat aufgrund der Beschranktheit der Koeffizienten eine Losung.
Man beachte nur, dass von der Lésung P des Riccatti-Endwertproblems dann nicht
mehr erwartet werden kann, dass diese stetig differenzierbar ist. Sie ist jedoch immer
absolut stetig.

Eine Zeitabhéngigkeit konnen wir auch bei den Gewichten R, @) und S zulassen.
Diese wollen wir dann als messbare beschriankte Funktionen auf [to,t;] annehmen.
Dies wird beim Tracking-Problem eine Rolle spielen.

Anwendung: Das Tracking-Problem

Wir wenden die Losung des lineare Optimalsteuerungsproblem nun auf ein den In-
genieuren bekanntes Problem an: dem Tracking-Problem. Zugrunde liegt uns das
lineare System mit Ein- und Ausgang

x(t) = Az(t) + Bu(t), z(tp) = xo € K", (5.25)

y(t) = Cu(t), -
welches wir auf fiir die Zeiten ¢ € [to,?;] fiir ein fest gewéhltes t; > ty betrachten.
Hier sind geméfs Konvention A € K™*" B € K™ und C € KP*". Ferner haben
wir ein Referenzsignal r : [tg,t1] — KP als messbare und beschriankte Funktion ge-
geben. Ziel ist es eine Kontrolle so zu finden, dass der Ausgang y(t) des Systems
bestmoglich dem Referenzsignal gleicht. Um die Giite der Anndherung an das Re-
ferenzsignal zu quantifizieren, definieren wir fiir jede Steuerung u € L?([to,t1]; K™)
das Kostenfunktional

t1
J(to, t1, 20, 1) = / u(®)' Ru(®) + ((6) = r(O) Q) ~ ()t o

+ x(tl)*Sx(tl),

welches Abweichungen vom Referenzsignal mit Hilfe der Gewichte ) und S bestraft.
Hier ist y(-) = y(-,to,z0,u) der Ausgang des Anfangswertproblems und
z(-) = z(-,to,x0,u) die Losung. Wir wollen erneut annehmen, dass R € K™*™
hermitesch und positiv definit und @, S € K™*™ hermitesch und positiv semidefinit
sind.

Das Tracking-Problem lautet dann wie folgt:

Finde auf dem Zeithorizont [tg,t1], zum Anfangswert zy und zur Refe-
renz r eine Kontrollfunktion u € L?([tg,#1]; K™) mit minimalen Kosten
J(t(), tl, o, u)
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5. BEOBACHTER UND OPTIMALE STEUERUNG

Wir liefern eine positive Antwort fiir das Tracking-Problem indem wir diese auf
ein lineares Optimalsteuerungsproblem mit quadratischen Kosten zuriickfithren. Da-
zu definieren wir als System-Koeffizienten die K tDX(+1)_ 1w KO+DXm_Matrizen

G0

Dann erhalten wir ein System
Z(t) = AZ(t) + Bu(t)  fiir alle t € [to, ]. (5.2.7)

Ist nun z( -, to, xo, u) eine Losung von (5.2.5)) zur Kontrolle w und x( -, tg, 2o, u) eine
Losung von (5.2.7) zum Anfangswert Z(ty) = o := (3310> , so gilt

- _ -
I(-’to,aTO’u) —_ (ﬁ( y 01,$0,u)> .

Als Koeffizienten des Kostenfunktionals .J (to,t1,Z0,u), definiert analog zu ([5.2.2)),

wahlen wir

en a0 (58 SO (Y

fir alle t € [to,t1]. Es ist einfach nachzupriifen, dass Q hermitesche und positiv
semidefinite Werte hat )| Mit dieser Wahl erhalten wir, dass

J(to, t1,x0,u) = J <t0,t1, <$10) 7U> .

Nach Theorem [5.2.2] existiert nun die eindeutige absolut stetige Losung
P : [to, t1] — KM+Dx(+D) des Riccatti-Endwertproblems

P(t) = P()BR™'B*P(t) - P()A ~ A"P(t) - Q(t), € [to,t1] 5.28)
P(t) = S. -

Wir zerlegen nun die hermitesche Losung des Endwertproblems als

o (PO B()
P(t)_<ﬁ(t)* a<t>>

mit P : [to, 1] — K™*™. Eine einfache Rechnung zeigt, dass dann
P(t) B\ _ (PE) B1)\ (BR'B* 0\ (P(t) A1)
<5(t)* d(t)) - <5(t)* Oé(t)> ( 0 0) (5(?5)* a(t)>

3Wir erinnern, dass wir nach Bemerkung auch zeitvariante Koeffizienten als Gewichte des
Kostenfunktionals erlauben kénnen, solange sie messbar und beschrénkt sind. Dies ist hier der Fall.
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(A -5 1) (e 59

<P(t1) 5(t1)> _ <S 0)

B(t1)" «ftr) 0 0

gilt. Also ist P gerade die Losung des Riccatti-Endwertproblems
P(t) = P(t)BR™'B*P(t) — P(t)A — A*P(t) — Q,  t € [to, t1]
P(t1)=S

und damit unabhéngig von r. Die Funktionen o und 3 sind ferner gegeben als Lo-
sungen des entkoppelten Anfangswertproblems

B(t) = —(A— BR™'B*P(t))" + C*Qr(t)
a(t) = B(t)*BR™'B*B(t) — r(t)"Qr(t) (5.2.9)
(B(to), a(to)) = (0,0).

Die optimale Kontrolle erfiillt somit

u(t) = —R™'B*P(t)Z(t)

. P(t) B(t)\ (x(t)
=-R7 (B 0) <5<t>* a(t))( 1 >
— —R'B*P(t)x(t) — R\ B*(t)

fir alle ¢ € [to, t1].
Wir halten fest.

Theorem 5.2.4 (Tracking-Problem). Seien R € K"™*™ hermitesch und positiv de-
finit, Q,S € K™*™ hermitesch und positiv semidefinite, und to,t7 € R mit tg <
t1. Dann existiert fiir jeden Anfangswert xo € K™ eine eindeutige Steuerung u €
L3([to, t1]; K™), welche das Kostenfunktional des Tracking-Problems mini-
miert. Diese Kontrolle erfillt

u(t) = —R™'B*P(t)z(t) — R™'B*j(t)

fir alle t € [to,t1], wobei z(-) = z(-,to, zo,u) die Losung von (5.2.1) zum Anfangs-
wert x(tg) = xo und zur kostenminimierenden Steuerung w ist, P die Losung des
Riccatti- Endwertproblems (5.2.8)) und B die Losung des Anfangswertproblems ((5.2.9)
15t.

Die Kosten der kostenminimierenden Steuerung u sind gegeben durch

t1
J(to,t1, o, u) = x0* P(to)zo + 220 B(to) — B(t)*BR™'B*B(t) — r(t)*Qr(t) dt

to

Beweis. Es ist lediglich da fiir die Formel fiir die minimalen Kosten der kostenmini-
mierenden Steuerung zu zeigen. Dies stellen wir als Ubungsaufgabe. O
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Kapitel 6

Lineare zeitinvariante Systeme

6.1 Die Laplace-Transformation

Wir verwenden fiir jedes a € [—00, 00) die Notationen
Coa={AeC| ReX>a}
und
L ([0, 00); KPX™)
= {f € Li.([0,00); KP*™) | e~ f € L'(]0,00); KP*™) fiir alle r > a}.
Beachten Sie, dass diese Rdume grofier werden, wenn a grofer wird.

Definition 6.1.1 (Laplace-Transformation). Sei a € [—00,00). Fiir eine Funktion
f € LL([0,00); KP*™). heikt die Funktion £f: Cs, — CPX™ die durch

(ChH) = / TN p(r) e

fiir alle A € Cs,, definiert ist, heifit die Laplace-Transformierte von f.
Die lineare Abbildung £, die f auf £ f schickt, nennt man die Laplace-Transformation.

Die folgenden Eigenschaften der Laplace-Transformation sind sehr niitzlich. Wir
werden Sie im Rahmen dieser Vorlesung nicht beweisen, sie aber hiaufig verwenden.

Satz 6.1.2 (Eigenschaften der Laplace-Transformation). Sei o € [—00, 00) und f €
Lg, ([0, 00); KPX™).

(a) Es gilt Lf(X) — 0 fiir ReA — oco.

(b) Falls f stetig differenzierbar ist und seine Ableitung ebenfalls in L., liegt, gilt
L) =ALF(N) — f(0) fir alle A € Csq.

(¢) Die Laplace-Transformierte f ist holomorph. Fiir g(t) = t"f(t) gilt Lg(\) =
(=1 ()" LF ).
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(d) Fiirto >0 gilt: L(f(- —tg)) = e LF(N)

(e) Die Laplace-Transformation bildet die Faltung von zwei Funktionen auf das
Produkt ihrer Laplace-Transformierten ab.

Satz 6.1.3 (Injektivitat der Laplace-Transformation). Sei o € [—00,0) und f,g €
LL(]0,00); KPX™). Wenn (Lf)(X) = (Lg)(N) fiir alle X € Csq gilt, dann gilt f = g

fast tberall.

6.2 Zeitinvarianz und Impulsantwort

Definition 6.2.1 (Konvergenz auf Li. ). Seien f, f, € LL ([0,00); KP*™) fiir Indi-
zes n € Ng. Wir sagen f,, konvergiert in Liloc gegen f, falls wir jede Zeit t; > 0
die Bedingung f[Otl] |fn(t) — f(t)] dt — O gilt.

Lemma 6.2.2 (Folgenstetigkeit der Faltung). Seien f, f, € L. ([0, 00); K™*4) und
g, 9n € LL ([0,00); KP*™) for n € N. Wenn f, — f und g, — g in Li_ gilt, dann
gilt auch gn * frn = g* f in Llloc.

Beweis. Wir fixieren ¢; > 0. Wir verwenden die Notation f := Ljo,¢,] f sowie fon =

Ljo,¢,] fn fiir alle n, und ebenso fiir g und g,,. Dann sind f. fu. G, Gn alle integrierbar
und es gilt f, — f und ¢, — ¢ in L'. Auferdem ist

fa

Gox Fu= g% F| < lan =3l |7, + 3l |7 = 7|, =0
fiir n — co. Auf dem Zeitintervall [0, ¢1] stimmt g, x f,, aber mit g, * f,, iiberein und
g * f stimmt dort mit g x f iiberein. Also folgt

V01 (90 % = 95 D)y = Lo @ Ja = 3% )| < |gnx Fu =55 D) =0

fir n — oo. O

Definition 6.2.3 (Lineares zeitinvariantes System). Ein lineares zeitinvarian-
tes System (englisch linear time invariant system, kurz LTI system) ist eine
Abbildung T : L{ ([0,00), K™) — L{ ([0,00); KP) mit folgenden Eigenschaften:

loc loc

(I) T ist linear.

(IT) T ist folgenstetig, das heifit es schickt konvergente Folgen auf konvergente Fol-
gen und vertausche mit Grenzwerten.

(IIT) T vertauscht fir jedes t > 0 mit den Rechtsshift-Operatoren Ry, die jede Funk-
tion um ¢ Zeiteinheiten nach rechts verschiebt und von links die 0 nachschiebt.

Beispiel 6.2.4 (Rechtsshift als lineares zeitinvariantes System). Fiir jedes ¢t > 0 ist
der Rechtshift R; aus der vorangehenden Definition selbst ein lineares zeitinvariantes
System.
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Beispiel 6.2.5 (Faltung mit einem Li -Kern). Sei k € Ll ([0,00); KP*™). Dann
ist der Operator
T : Lige([0,00), K™) = Lio([0, 00): KP)
u— k*u,

der mit k faltet[l] ein lineares zeitinvariantes System, wie man leicht nachrechnet.
Wir nennen k£ den Faltungskern von T

Beweis. Die Linearitét ist klar und das Kommutieren mit der Translation lasst sich
leicht nachrechnen. Die Llloc—Folgenstetigkeit folgt aus Lemma O

Beispiel 6.2.6 (Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung). Folgender Spe-
zialfall von Beispiel ist im Hinblick auf die vorangehenden Vorlesungskapitel
interessant: Betrachten Sie das System

& = Az + Bu,

y=Cz

mit Startwert 2(0) = 0. Dann fiir gegebenen Eingang w ist der der Ausgang y gegeben
durch

t
y(t) :/ Ce=*)4Bu(s) ds
0

fiir alle ¢ € [0, 00).

Die Abbildung 7" : LL ([0,00); K™) — Li ([0,00); KP), die u auf y schickt, ist

als eine Faltung mit dem Faltungskern k, der durch k(t) = Ce*4B fiir t € [0,00)
gegeben ist.

Definition 6.2.7 (Approximative Eins). Wir nennen eine Folge (f,,) in L ([0, 0); K)
eine approximative Eins, falls sie die folgenden Eigenschaften erfiillt:

(I) Jedes f,, nimmt nur Werte > 0 an.
(II) Es gilt f[o 00) fn(t)dt =1 fiir jedes n.
(ITI) Fir jedes noch so kleine Zeit to > 0 gilt f[tom] fu(t)dt — 0 fir n — ooﬂ

Wir nennen eine Folge (f,,) in L([0, 00); K™*™) eine approximative Eins, wenn
jedes fn in die Diagonalmatrizen abbildet und die folge ((f5);j;) in L*([0,00); K) fiir
jedes j € {1,...,m} eine approximative Eins ist.

Proposition 6.2.8 (Faltung mit einer approximativen Eins).

'"Wir erinnern an die Definition (kxu)(t) := fot k(s)u(t—s)ds = fot k(t—s)u(s)ds fiir t € [0, 00).
Beachten Sie, dass die Faltung im matrix- und vektorwertigen Fall im Gegensatz zum skalarwertigen
Fall nicht kommutativ ist (einfach, weil die Matrixmultiplikation nicht kommutativ ist).

2Das heiftt, die Masse von f, konzentriert sich fiir grofie n nahe bei 0.
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(a) Sei (fn) in LY([0,00);K) eine approzimative Eins und u € Ll ([0,00);K).
Dann gilt fn, *u — u in L ([0, 00);K) fiir n — .

loc

(b) Sei (f) in LY([0,00); K™*™) eine approzimative Eins. Seien auferdem u €
LL ([0,00); K™*¢) und @ € L _([0,00); KP*™). Dann gilt f, *u — u und

U* frn— U inLlloC fiir n — oo.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung zunédchst unter den Zusatzannahmen, dass
u sogar in L([0, 00); K) liegt, stetig ist, in 0 verschwindet und beschrinkten Triiger
hat. Dann kénnen wir u zu einer stetigen Funktion auf R fortsetzen, die auf (—oo, 0]
verschwindet und in L'(R;K) liegt; wir bezeichnen diese Funktion ebenfalls mit .
Ebenso setzen wir die Funktionen f, links der 0 durch O fort und erhalten somit
Funktionen in L!(R;K), die wir ebenfalls mit f,, bezeichnen.

Sei € > 0. Da u auf R stetig ist und dort kompakten Tréger hat, ist u sogar
gleichméfig stetig, das heiflt wir finden ein § > 0 derart, dass |u(s2) — u(s1)] < € fiir
alle s1, 82 € R mit |s9 — s1| < 4 gilt.

Wahle nun einen Index ng derart, dass f| H>6 fn(t)dt < e fiir alle n > ng gilt. Fiir
jedes n erhélt man mit Hilfe der Eigenschaften f, > 0 und f]R fn(s)ds =1 und mit
dem Satz von Fubini—Tonelli

lforu—al, = [ | [ sttt =9as— [ fuouas
< /R fus) /R fut - 5) — u(t)] dtds.

Wir teilen das dufere Integral auf in ein Integral {iber den [—6,4] und ein Integral
iiber den Rest von R und erhalten somit

dt

[fr = ully <[l fnlly € + 2fullocs = (1 4 2[Jufloc)e.

Also gilt f,, x u — u sogar in L'-norm.

Weil die Funktionen uw mit den bisher gemachten Zusatzannahmen beziiglich
der L'-Norm dicht in L! liegen, folgt aus der Youngschen Ungleichung | f g, <
1 £1l1 llgll;, die fiir alle f, g € L'([0, 00); K) gilt, mit eine 3e-Argument, dass fp*u — u
in L'-Norm sogar fiir alle u € L(]0, 00); K) gilt.

Zuletzt betrachten wir eine allgemeine Funktion u € L{. ([0,00); K) und fixieren
eine Zeit t1 € (0,00). Setze @ := Lj 4 u. Ist @ in L' und f, @ stimmt auf [0, 1] mit
fn *x u Uberein. Somit ist

/ |fn*u—u|(t)dt:/ kit — 1] (£) At < | foo % i — ], = 0
[0,00) [0,00)

flir n — oo.
Das folgt aus @ durch komponentenweise Betrachtung. O

Wir moéchten approximative Einsen nun benutzen um zu untersuchen, wann li-
neare zeitinvariante Systeme durch Faltung mit einem Llloc—Faltungskern gegeben
sind. Dazu ist der folgende Integralbegriff sehr hilfreich:
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Definition 6.2.9 (L] -wertige Integrale). Sei I ein reelles Intervall, sei F : I —
Li (]0; 00); KP*™) folgenstetlg und sei f € LL _([0;00); KP*™). Wir schreiben

loc
f:/Fs ds
I

falls fiir jedes t; € (0, 00) das uneigentliche L' ([0, #;]; KP*™)-wertige Riemann-Integral
I F(s)ljo,4, ds exmtlertﬂ und gleich f|i,) ist.

Beachten Sie: Wenn F' sogar stetig von I nach Ll([O oo; KP*™) abbildet und das
uneigentliche L'- Wertlge Riemann-Integral f = f ; F(s) ds existiert, so gilt automa-

tisch auch f = [; F(s)ds im Sinne von Definition

Beispiel 6.2.10 (Die Faltung als vektorwertiges Integral). Sei u € L{ .([0,0);K)
und sei v € L([0,00)) stetig. Fiir jedes s € [0,00) sei Ry : Li ([0,00);K) —
L} ([0;00);K) der Rechtshift um s Zeiteinheiten (der von links die 0 nachschiebt).

Dann gilt
U*xv = / (Rsu)v(s)ds
[0,00)

im Sinne von Definition [6.2.9] Falls u sogar L'([0, 00); K)-wertig ist, ist die rechte
Seite sogar ein uneigentliches Riemann-Integral in L'([0, 00); K).

Lemma 6.2.11 (L{ -wertige Integrale und lineare Operatoren). Sei I eine reelles
Intervall sei F o 1 — LY([0;00);K) stetig, sei f € LL _([0;00);K) und gelte f =
f] s)ds als uneigentliches L'-wertiges Riemann-Integral.

Wenn T : L ([0;00); KP*™) — LL ([0;00); KF%) linear und folgenstetig ist,

dann gilt Tf = [ TF(s)ds im Sinne von Definition .

Beweis. Mit Hilfe von Definition kann man die Aussage direkt auf die analoge
Aussage fiir Banachraumwertige uneigentliche Riemann-Integrale und stetige lineare
Operatoren zwischen Banachrdumen zuriickfiihren. O

Mit dem soeben besprochenen Konzept von Integraloperatoren kénnen wir in
Proposition [6.2.13] eine niitzliche Eigenschaft von linearen zeitinvarianten System
zeigen. Zuerst vereinbaren wir noch, wie wir solche System auf matrixwertige Ein-
génge anwenden wollen:

Definition 6.2.12 (Anwendung von LTI-Systemen auf matrixwertige Funktionen).
Sei T : Li ([0,00), K™) — Lloc([O 00); KP) ein lineares zeitinvariantes System. Fiir
jede Funktion u € Ll (K™*%) definieren wir Tu € L _(KP**) spaltenweise.

Proposition 6.2.13 (Assoziativitat von LTI-Systemen mit Faltungen). Wir betrach-
ten ein lineares zeitinvariantes System T : L ([0,00),K™) — L (]0,00); KP). Fiir
alle u € LL (K™ und v € LL (K™F) gilt T(uxv) = (Tu) xv.

*Beachten Sie, dass die Abbildung s — F(s)|jo,,] von I in den Banachraum L'([0,¢]; KP*™)
folgenstetig und somit stetig ist.
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Beweis. Durch Betrachten der Matrixkomponenten sehen wir, dass es geniigt, den
Fall m = p = £ = 1 zu betrachten. Wegen der L%OC—Folgenstetigkeit von T' und von
Faltungen (Lemma geniigt es die Aussage unter der Annahme zu zeigen, dass
u,v € L1([0,00);K) gilt und dass v sogar stetig ist.

Wie in Definition bezeichnen wir fiir jedes s € [0, 00) mit Ry den Rechtshift
um s Zeiteinheiten auf L ([0,00);R). Dann gilt laut Beispiel

Uxv = / (Rsu)v(s)ds
[0,00)
als uneigentliches L!([0, o0); K)-wertiges Riemann-Integral und
(Tu) xv = / (RsTu)v(s)ds = / T (v(s)Rsu) ds
[0,00)

[0,00)

im Sinne von Definition [6.2.9] wobei die letzte Gleichung daraus folgt, dass T mit
den Rechtsshifts R, kommutiert.
Aufgrund von Lemma [6.2.11] folgt also tatséchlich T'(uxv) = (Tu) x v. O

Als Konsequenz der vorangehenden Proposition erhilt man die folgende Eigen-
schaft (die man aber auch direkt beweisen kann):

Korollar 6.2.14 (Faltung auf L _ is assoziativ). Seien k € L (KP*™), u €
LL (K™ und v € L _(K™*). Dann gilt

loc loc
(kxu)*v=Fkx(uxv).

Beweis. Wende Proposition [6.2.13] auf das lineare zeitinvariante System 7' an, das
durch Faltung mit k£ gegeben ist. O

Satz 6.2.15 (Antworten auf approximative Einsen und Darstellung fiir LTI-Sys-

teme). Wir betrachten ein lineares zeitinvariantes System T : Li ([0, 00),K™) —

Ll ([0,00);KP). Sei (fn) eine approzimative Eins in Li. ([0, 00); K™*™). Wenn (T f,,)
in Li ([0,00); KPX™) gegen ein k € L ([0, 00); KPX™) konvergiert, dann gilt:

(a) Fiir jedes u € Li ([0,00); K™) gilt Tu =k u.

(b) Fiir jedes anderes approzimative Eins (gn) in L ([0, 00); K™*™) konvergiert

loc
auch (Tgy,) in Li = gegen k.

loc

Beweis. Fiir jeden Index n gilt laut Proposition 6.2.13
(Tfn)*xu="T(fn*u).

Fiir n — oo konvergiert die linke Seite in LllOC wegen der Llloc—Stetigkeit der Faltung
gegen k x u und die rechte Seite wegen der Llloc—Stetigkeit von T' gegen T'u, also ist
kxu=Tu.

@ Wenn wir auf u = g, anwenden, erhalten wir

Tg; =k*gn

1
loc

und die rechte Seite konvergiert fiir n — oo in Ly . gegen k. O
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Aufgrund von Teil @ des vorangehenden Satzes ist der folgende Begriff wohlde-
finiert.

Definition 6.2.16 (Li -Impulsantwort). Betrachten Sie ein lineares zeitinvarian-

loc
tes System T : Li ([0,00),K™) — Li ([0,00); KP). Falls fiir eine (dquivalent: fiir
jedes) approximative Eins (f,) in L ([0, 00); K™*™) die Folge (T'f,) in Li . ge-

1

gen ein k € Li ([0,00); KP*") konvergiert, dann sagen wir T besitzt eine Li -

Impulsantwort und wir nennen k& die Impulsantwort von 7.

6.3 Transferfunktionen
Wie zuvor verwenden wir fiir jedes o € [—00, 00) die Notation

L ([0, 00); KPX™)
={f¢€ L ([0,00); KP*™) | 7" f € LY([0, 00); KPX™) fiir alle r > a}.

Beachten Sie erneut, dass diese Radume grofler werden, wenn « grofier wird.

Fiir die Faltung einer L!-Funktion mit einer L%—Funktion liegt in Liﬂ ax{o, 8} wie
man leicht nachrechnet. Deshalb gilt: Wenn T’ ein lineares zeitinvariantes System ist,
das eine Llloc—Impulsantwort besitzt, die in L} liegt, dann bildet T fiir jedes 8 € R
den Raum Lé nach Lr1][1aX {8} ab. Das motiviert die folgende Definition:
Definition 6.3.1 (Exponentiell beschrénktes LTI-Systeme). Eine lineares zeitin-
variantes System T : Li ([0,00); K™) —L . ([0,00); KP) heikt exponentiell be-

schrankt vom Typ a € R, wenn fiir jedes § € R die Inklusion
TL([0,00);K™) C Lyacia sy ([0, 00); KP)
gilt.
Fir a € [—o0,00) setzen wir
Csa={A€C]| ReA > a}.

Satz 6.3.2 (Existenz einer Transferfunktion). Betrachten Sie ein lineares zeitinva-
riantes System T : Li ([0,00); K™) — LL (]0,00); KP), das exponentiell beschrinkt

loc loc
ist vom Typ o € [—00,00). Dann gibt es eine holomorphe Funktion G : C~, — CP*™

mit folgenden Eigenschaften:
(a) Fir jedes v > « ist G auf C., beschrinkt.

(b) Fir jedes f € R und jedes u € Lk([(), 00); K™) gilt (LTu)(N) = G(A)(Lu)(N)
fiir alle A € Cy max{a,p)-

71



6. LINEARE ZEITINVARIANTE SYSTEME

Beweis. Sei (f,,) eine approximative Eins in L!([0, 00); K™*™) derart, dass jedes f,
Tréger in [0, %] hat. Dann liegt jedes f, in Lé fiir jedes 8 € R und somit liegt T f;,
in L} fiir jedes n. Deshalb ist die Laplace-Transformation LT f,, fiir jedes n auf der
Halbebene Cs,, definiert.

Sei v > « fest. Wir zeigen, dass die Folge (LT'f,) auf C~, in Supremumsnorm
beschrénkt ist. Sei Ay das mit e™7" gewichtete Lebesgue-Maf auf [0, co) und analog
dazu sei A\, definiert.

Dann gilt L'(d\,) € LY € L*(dA,), also bildet T den Banachraum L'(d),) in
den Banachraum L'(d\,) ab. Wegen der L{. -Folgenstetigkeit von 7" und des Satzes
vom abgeschlossenen Graphen folgt, dass T' von L'(dA,) nach L!'(d\,) stetig ist;
seine Operatornorm zwischen diesen Banachrdumen bezeichnen wir mit M > 0.

Da die Funktionen f, in L' normiert sind und Triiger in [0,1] haben, ist die
Folge (fn) in L'(d\,) beschrinkt, also ist (T'f,) in L'(d\,) beschrinkt. Daraus
folgt sofort, dass (LT f,), wie behauptet, in Supremumsnorm auf C- beschrankt
ist.

Somit ist (LT f,) eine Folge holomorpher Funktionen auf Cs,, die lokal be-
schriinkt ist. Wegen des Satzes von Montel besitzt diese Folge eine Teilfolge (LT f,; ),
die lokal gleichmékig gegen eine holomorphe Funktion G : Cs, — CP*™ konvergiert.
Natiirlich ist auch G fiir jedes v > « auf Cs, beschréankt.

Wir zeigen nun, dass G auch die Eigenschaft @ hat. Sei nun 8 € R und u €
L%([O, 00); K™). Wir konnen ohne Einschrénkung 8 > « annehmen. Sei A € Cyp
und wihle zwei Zahlen 71,92 € R mit 8 <41 < 72 < Re . Da die Folge (fy,) eine
approximative Eins ist, konvergiert (f,, *u) aufgrund des nachfolgenden Lemmas
in Ll(d)\,yl) gegen u. Mit demselben Argument wie zu Anfang des Beweis sehen
wir, dass T’ den Banachraum L'(d\,,) stetig in den Banachraum L'(dA,,) abbildet.
Somit konvergiert (T'(fy, xu) in L*(d\,,) gegen Tu. Darauf folgt L£(T(fn,*u))(X) —
L(Tu)(\). Andererseits erhalten wir aber aus PropositionT( Jnjxu) = (T fn;)*

u und somit
(E(T f, %) (N) = (LT fu )N (LU)(A) = GAJu(N).
Dies zeigt die behauptete Gleichheit £(Tu)(A) = G(A)u(N). O
Im vorangehenden Beweis haben wir das folgende Hilfsresultat verwendet:

Lemma 6.3.3 (Approximative Eins in gewichteten L'-Riumen). Sei (f,) eine ap-
prozimative Eins in L*([0,00); K™*™) und jedes f, lebe nur auf [0,2]. Sie v € R
und bezeichne Ay das mit e”7" gewichtete Lebesque-Maf$ auf [0,00). Fir jedes u €
LL ([0, 00); dAy; K™) gilt dann fr, xu — u in L ([0,00); dAy; K™).
Beweis. Es geniigt die Behauptung fiir m = 1 zu beweisen.

Setze p,, == |[e”7" fu||; > O fiir jeden Index n. Dann ist (g,) = ((:)7”%) ebenfalls
eine approximative Eins. Weil e™7 « in L' liegt, gilt, wie wir im Beweis von Pro-
position gesehen habenm g, x (677" u) — e~7 u in L'-Norm. Zugleich gilt fiir
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jeden Index n

1
gnx (€77 u) = —e T (fpxu).
Pn
Also konvergiert p%(fn xu) in L'(d)\,)-Norm gegen u.
Wir miissen also nur noch zeigen, dass p, — 1 gilt. Dazu berechnen wir

oo =1 = [l fally = alla] < [l o = full,
< Ifall €7 = Hl poego, 2y = 0

fiir n — oo, wobei die letzte Ungleichung daraus folgt, dass f,, nur auf [0, %] lebt. O
Proposition 6.3.4 (Eindeutigkeit der Transferfunktion). Betrachten Sie ein linea-
res zeitinvariantes System T : Li ([0,00); K™) — Li ([0,00); KP), das ezponentiell
beschrankt ist vom Typ o € [—00,00).

Es gibt nur eine Funktion G : Csq — CP*™ die die Ez’genschaft@ aus Satz@

erfillt.

Beweis. Seien G, G zwei solcher Funktionen.

Sei j € {1,...,m} und bezeichne e; € K™ den j-ten kanonischen Einheitsvektor
und sei u : [0,00) — K™ durch u(t) = € fiir alle t € [0,00) definiert. Dann ist
u € LL([0,00); K™) und und (Lu)(A) = y1-e; gilt fiir alle A\ € Csq. Zugleich gilt
fiir jedes solche A

G (Lu)(N) = (LTu)(N) = GA)(Lu)(N).

Durch multiplizieren mit A — o sehen wir, dass die j-ten Spalten von G(\) und G(\)
iibereinstimmen. O

Aufgrund der vorangehenden Proposition ergibt die folgende Definition Sinn.

Definition 6.3.5 (Transferfunktion). Betrachten Sie ein lineares zeitinvariantes Sys-
tem T : L] ([0,00); K™) — L{ ([0,00);KP), das exponentiell beschréinkt ist vom
Typ a € [—00,00).

Die (laut Proposition eindeutig bestimmte) Funktion G : Cs, — CP*™_ die
die Eigenschaft in Satz erfiillt, heift die Transferfunktion oder Uber-

gangsfunktion von T'.

Beispiel 6.3.6 (Transferfunktion fiir Systeme mit L] -Impulsantwort). Wenn ein
lineares zeitinvariantes System 7' eine L{ -Impulsantwort k € L ([0, 00); KP*™)
besitzt und sogar k € L), fiir ein o € R gilt, dann ist T’ exponentiell beschrinkt vom
Typ «a. Die Transferfunktion G von T ist dann gleich der Laplace-Transformierten

LFk, dann fiir alle 8 € R, alle Eingénge u € Lé und alle Zahlen A € Cs a¢(a,py gilt
(LTu)(A) = (L(k*u))(A) = (LE)(A)(Lu)(N).
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Beispiel 6.3.7 (Transferfunktion einer Differentialgleichung). Betrachten Sie das
System

i = Az + Bu,

y=Cx+ Du
fiir Matrizen A € K™" B € K™, C € KP*" und D € KP* und mit Startwert
x(0) = 0. Das zugehorige lineare zeitinvariante System mit Startwert ist (siehe Bei-
spiel — mit dem Unterschied, das wir nun auch noch die Durchgriffsmatrix D
in der Gleichung haben) gegeben durch

(Tuﬂﬂ::Ciétd“@ABu@)ds+l%d® fiir t € [0, 00)

fiir alle u € LL ([0, 00); K™).

Eine kurze Rechnung zeigt, dass T' exponentiell beschrankt vom Typ s(A) ist
und dass die Transferfunktion G durch

G\ =C\—A)"'B+D

fir A € C;(4) gegeben ist.

Aus der Cramer-Regel fiir Matrixinverse folgt somit, dass (jeder Eintrag von)
G(\) eine rationale Funktion beziiglich A ist. Insbesondere besitzt G eine holomorphe
Fortsetzung auf die komplexe Ebene mit nur endlich vielen Definitionsliicken; in
jedem FKintrag ist der Grad des Zéhlers kleiner oder gleich dem Grad des Zahlers;
genau dann hat mit in jedem Eintrag eine echte Ungleichung der Grade, wenn D = 0
ist. Das folgt ebenfalls aus der Cramerschen Regel.

Man beachte, dass man die Durchgriffsmatrix D aus der Transferfunktion G
bestimmen kann: Wegen (A — A)~! — 0 fiir Re A — oo gilt D = limge y—y00 G(A).

Satz 6.3.8 (Polstellen der Transferfunktion und Eigenwerte). Seien A € K™ ™,
B e Kvm C e KP*" D e KP*™. Es sei (A, B) steuerbar und (A, C) beobachtbar.
Dann sind die Eigenwerte von A genau die nicht-hebbaren Pole der (Fortsetzung der
Transferfunktion

G:C\o(A) - CP*™,
A= CA—A)"'B+D.

Genauer: Die beiden Funktionen G und R(-,A) = (- — A)~! besitzen dieselben
Polstellen und in jedem Pol stimmen ihre Polordnungen tberein.

Den Satz sollte man folgendermafsen verstehen: Die Multiplikation der Resolvente
(- — A)~! mit C und B fiir keinen Pol von (- — A)~! die Polordnung verkleinert;
insbesondere werden durch Multiplikation mit C und B keine Pole zu hebbaren
Singularitaten.

Zum Beweis verwenden wir das folgende Lemma.
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Lemma 6.3.9. Seien A € K" B e K"™™ (' € KP*" und sei A # 0. Wenn
bild(AB) = bild(A)  und  bild(ATCT) = bild(A)
gilt, dann ist CAB # 0.

Beweis. Weil A nicht 0 ist und das gleiche Bild wie AB hat, gibt es ein x € K" mit
ABz # 0, also ist yT ABx # 0 fiir ein y € K™. Weil AT dasselbe Bild wie ATCT hat,
gibt es zudem ein z € KP mit ATy = ATCTz, also yTA = 2TCA. Somit ist

0+#yTABx = 2"CABz
und folglich CAB # 0. O

Beweis von Satz[6.3.8 Ist A € C eine Pol von G mit Polordnung p € N, dann ist A
offensichtlich auch ein Pol von R(-, A) mit Polordnung mindestens p.

Sei also umgekehrt A € C ein Pol von R( -, A) mit Polordnung p € N. Dann kann
man mithilfe von Lemma [6.3.9] zeigen, dass A auch ein Pol von G mit Polordnung p
ist. [Die Details wurden in der Vorlesung besprochen.| O

Wir schlieffen den Abschnitt mit der folgenden einfachen, aber wichtigen Beob-
achtung iiber lineare zeitinvariante Systeme.

Proposition 6.3.10 (Die Transferfunktion bestimmt das LTI-System eindeutig).
Seien T,T: L ([0,00); K™) — L ([0,00); KP) lineare zeitinvariante Systeme, die
beide exponentiell beschrinkt vom Typ o € [—o0, go) sind. Seien G,G: Csq — Cpxm

die zugehdrigen Transferfunktionen. Wenn G = G ist, dann auch T =T.

Beweis. Sei u € LL([0,00); K™). Dann gilt £(Tu) = GLu = GLu = L(Tu). Wegen
der Eindeutigkeit der Laplace-Transformation folgt Tu = T'u. Weil LL(]0,00); K™)
folgen-dicht in L ([0,00); K™) ist und die Operatoren T' und T beide Li -stetig

~“loc loc

sind, folgt T =1T. O

6.4 Realisierungstheorie

Definition 6.4.1 (Realisierbarkeit). (a) SeiT: L{ ([0,00); K™) — L ([0, 00); KP)

ein lineares zeitinvariantes Systeme. Wir nennen T realisierbar (durch eine li-
neare gewohnliche Differentialgleichung iiber K), wenn es Matrizen A € K"*™,
B e K™™m C e KP*™ D ¢ KP*™ gibt derart, dass

Tu = (Ce “B) % u+ Du

fiir alle u € L{ .([0,00); K™) gilt.

In diesem Fall nennen wir das Tupel (4, B, C, D) eine Realisierung von 7.
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(b) Sei a € [—00,00). Wir nennen eine Funktion G: Cs, — CP*" realisierbar
(durch eine lineare gewohnliche Differentialgleichung iiber K), wenn es Matri-
zen A € K", B e K"™*™ C e KP*" D e KP*™ gibt derart, dass

G\ =C(--A)'B+D

fiir alle A € Cs,, gilt.

In diesem Fall nennen wir das Tupel (A, B, C, D) eine Realisierung von G.

Der Einfachkeit halber betrachten wir zunachst dem Fall, in dem der Eingangs-
und der Ausgangsraum jeweils ein-dimensional sind.

Proposition 6.4.2 (Realisierbarkeit im Single-Input-Single-Output-Fall). Wir be-
trachten den Fallm =p = 1.

(a) Ein lineares zeitinvariantes System T: LL ([0,00);K) — LL ([0,00);K) ist
genau dann realisierbar iiber, wenn es eine Zahl D € K und eine Funktion

k € spang {(t — t'e") | £ €Ny, p € C} € Lj,.([0,00); C)

gibt, die nach K abbildet, derart, dass Tu = kxu+Du fiir alle w € Li. ([0, 00); K)
gilt.

(b) Sei a € [—00,00). Fine Funktion G: Cs, — C ist genau dann realisierbar,
wenn es Polynome p,q tdber K mit degp < degp gibt derart, dass q auf Cs
nicht verschwindet und dass G(\) = % fiir alle A € Csq, gilt.

Beweis. @ Das folgt aus Aufgabe 4 auf Blatt 11.
@ Das folgt aus . O

Lassen Sie uns nun den Fall fiir allgemeines p und n betrachten. Um Funktionen-
theorie verwenden zu kénnen, betrachten wir im folgenden Satz lediglich den
komplexen Skalarkorper. Ahnliches gilt aber auch iiber R, siche zum Beispiel [Son98,
Abschnitt 6.5].

Wir konzentrieren uns uns in Satz aukerdem auf Realisierungen, bei denen
die Durchgriffsmatrix D gleich 0 istE| Wir benétigen die folgende Beobachtung:

Sei r > 0 und sei G : {\ € C| |A| > r} — CP*™ eine holomorphe Funktion ist,
die fiir |[A\| — oo gegen 0 konvergiert. Dann besitzt G eine Laurentreihen-Entwicklung
mit Mittelpunkt 0. Genauer gibt es eine Folge von eindeutig bestimmten Matrizen
My, My, --- € CP*™ gibt derart, dass

> 1
G =) o M (6.4.1)
k=0

“Den Fall D # 0 zu beriicksichtigen ist nicht viel schwieriger; aber im Falle D = 0 wird die
Notation ein bisschen einfacher.
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fir alle A € C mit [A| > r giltﬂ wobei die Reihe absolut konvergiert. Die Matrizen
My, My, ... nennt man die Laurentkoeffizienten von G (um den Entwicklungs-
punkt 0).

Satz 6.4.3 (Realisierbarkeit im Multiple-Input-Multiple-Output-Fall). Sei K = C.
Sei a € [—00,00) und sei G: Csq — CP*™. Dann sind dquivalent:

(i) Die Funktion G is realisierbar mit Durchgriffsmatriz D = 0.

(ii) Alle Eintrage von G sind rationale Funktionen, wobei in jedem FEintrag der
Zihlergrad kleiner als der Nennergrad ist.

(iii) Die Funktion G ldsst sich auflerhalb einer kompakten Teilmenge von C zu einer
holomorphen Funktion fortsetzen fiir |\| — oo gegen O konvergiert; auferdem
gibt es ein n € N und Matrizen A € C"*", B € C"*™, C € CP*" derart, dass
die Koeffizienten My, M1, . .. in der Laurent- Entwicklung die Bedingung
M;, = CA*B fiir alle k > 0 erfdllen.ﬁ

(iv) Die Funktion G lisst sich auferhalb einer kompakten Teilmenge von C zu einer
holomorphen Funktion fortsetzen fiir |\| — oo gegen 0 konvergiert; auferdem
ist die Folge die Koeffizienten My, M1, ... in der Laurent-Entwicklung
rekursiv, das heifit, es gibt ein n € N und Zahlen ag,...,a,—1 € C derart,
dass

Mjin+opnaMjipn1+---+orMjp1+agMjpo=0
fir alle 3 > 0 gilt.

Beweis von Satz[6.4.3 ‘{)]=[()] Das folgt aus der Formel fiir die Transferfunktion
(Beispiel und der Cramerschen Regel fiir die Inverse von Matrizen.

‘ = |(i)]" Diese Aussage lasst sich leicht aus dem Single-Input-Single-Output-
Fall in Proposition herleiten, indem man die Realisierungen von mp Single-Input-
Single-Output-Systemen geeignet zusammensetzt.

@] = [Gi)] Das folgt aus der Formel fiir die Transferfunktion (Beispiel [6.3.7)

und der Neumann-Reihen-Darstellung
-1 _
A=A =)
k=0

der Resolvente fiir |[A| > ||A]|.

“(ii)| = [(iv)] Das folgt aus dem Satz von Cayley-Hamilton.

{Gv)]=[G@)] Das folgt durch komponentenweises Anwenden des skalaren Resul-
tats im nachfolgenden Lemma O

5Beachten Sie, dass wir wieder eine Notation gew#hlt haben, bei der der Index der Koeffizienten
im Vergleich zur Potenz um 1 verschoben ist.

5Manchmal werden die Matrizen CB, CAB, CA?B, CA3B, ..., die Markov-Parameter des
Systems (A, B, C) genannt.
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Lemma 6.4.4 (Wann sind Laurent-Reihen rationale Funktionen?). Sei r > 0 und
sei G:{A e C| |\ >r} — C eine holomorphe Funktion, die fir |\ — oo gegen 0
konvergiert. Sei

=1
G(A) = Z e M,
k=0

fiir |A| > r die Laurent-Reihenentwicklung von G mit Koeffizienten My, My, --- € C.
Falls es Zahlen aq, . ..,an—1 € C gibt derart, dass

Mijin+oan1Mjipa+-+ao1Mji1+aoMjro=0
fiir alle j > 0 gilt, dann ist G eine rationale Funktion (mit Zihlergrad < Nennergrad).
Beweis. [Siehe Vorlesung.| O

Als néchstes untersuchen wir, wie klein man die Dimension n des Zustandsraums
wahlen kann, auf dem man eine Transferfunktion G realisiert. Wir beschrianken uns
der Einfachkeit halber weiterhin auf den Fall K = C, obwohl dhnliches auch fiir den
Korper R gilt (sieche zum Beispiel [Son98, Abschnitt 6.5]).

Die folgenden Objekte sind sehr niitzliche Hilfsmittel:

Definition 6.4.5 (Hankel-Matrizen). Sei M = (My)ken, eine Folge von Matrizen
in KP*™_ Fiir alle s,t € Ny heifit die Matrix

My My M;
Ml M2 ... M 1

Hs+(M) = : . f+ e Kp(s+1)xm(t+1)
Mg Mgy ... Mgy

die (s,t)-te Hankel-Matrix zu MD

Proposition 6.4.6. Seien A € K"*", B € K™™' C € KP*"™ und M = (CAkB)keNO
fiir alle k € Ng. Fiir alle s,t € Ny gilt dann

C
CA
(B AB ...A'B) =H(M).
0;45 —Ry(A,B)
~————
—0,(A,C)
Beweis. Das folgt sofort aus der Definition von Hy (M). O

"Bitte beachten Sie, dass sich unsere Indizierung geringfiigiz von der in [Son98 Seite 285
unterscheidet.
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Satz 6.4.7 (Minimalitdt von Realisierungen). Sei K = C. Seien A € K™*", B ¢
Kr>m  C e KP*" D e KP*™. Die Transferfunktion des Systems (A, B,C, D) be-
zeichnen wir mit G. Dann sind dquivalent:

(i) Die Realisierung (A, B,C,D) von G ist minimal, das heifit, es gibt keine
Realisierung von G auf einem Zustandsraum der Dimension < n.

(ii) Esist (A, B) steuerbar und (A, C) beobachtbarﬁ

Beweis. Ohne Einschriankung sei D = 0. Wir verwenden die Notation aus Proposi-
tion

@] =[G [Siehe Vorlesung.]

qG1)| = ’ Da die Matrizen R,,—1(A4, B) € K™*™ und O,,_1(4,C) € K"P*"
wegen Rang n haben, besitzt die erste von beiden eine Rechtsinverse R# € K»mxn
und die zweite eine Linksinverse O% € K"*"P. Wegen Proposition gilt

O% Hy_ 101 (M)R¥ =id € K™,

Also hat Hy,—; ,—1(M) mindestens Rang n.

Sei nun (/LB,C’ eine weitere Realisierung derselben Transferfunktion G mit
Zustandsraum der Dimension 7. Seien My, M1, ... die Laurentkoeffizienten von G
zum Entwicklungspunkt 0. Dann gilt M), = CA*B = CA*B fiir alle k € Ny, also
sind die Hankelmatrizen fiir beide Systeme gleich. Proposition (angewendet auf
(A, B,C)) zeigt, dass rg Hs ;(M) < 7 for all s,¢ € Np. Also gilt insbesondere

n < Hn—l,n—l(M) < n.

Das zeigt die behauptete Minimalitat. O
Satz 6.4.8 (Ahnlichkeit von minimalen Realisierungen). Seien A € C™", B €
Cnxm C e CP*", D € CP*™ sowie A € C™", B e C™™ (C e CP*", D e CP*m,

Seien (A, B) und (A, B) steuerbar sowie (A, C) und (A, C) beobachtbar. Wenn die
Systeme (A, B,C, D) und (A, B,C, D) dieselbe Transferfunktion haben,ﬂ dann sind
sie dhnlich, das heifit es gilt n = 1. und es gibt eine invertierbare Matriz S € C"*"
derart, dass

A=S8"14S, B=S"'B, ¢=CS, D=D

gilt.

Beweis. [Siehe Vorlesung.| O

8In diesem Fall bezeichnet man das Tupel (A, B, C) iibrigens als kanonisch.
9 Auf einer Halbebene, die geniigend weit rechts liegt — und somit auch {iberall nach dem Heben
eventueller Definitionsliicken.
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6.5 Realisierungen positiver Systeme

Definition 6.5.1 (Positive LTI-Systeme). Ein lineares Zeit-invariantes System 7" :
Ll ([0,00); K™) — L ([0,00)) heift positiv, falls Tf > 0 fiir alle f > 0 gilt, wobei
die Ungleichungen fast iiberall zu verstehen sind.

Proposition 6.5.2 (Positivitit via Impulsantwort). Sei k € L ([0, 00); KP*™) und

loc

sei T sei LTI-System, dass durch Faltung mit k gegeben ist. Es ist T genau dann
positiv, wenn k >0 giltm

Beweis. “<" Diese Implikation ist klar.
“=" Die sind man, indem man T auf eine approximative Eins anwendet. O

Definition 6.5.3 (Vollstdndige monotone Funktion). Sei a € [—00, 00). Eine holo-
morphe Funktion f : Cs, — C heifst vollstindig monotonB falls fiir alle reellen
Zahlen \ € (o, 00) und alle n € Ny die Bedingung (—1)"f™(\) > 0 fiir die n-te
Ableitung von f gilt.

Beispiele 6.5.4 (Einige vollstindig monotone Funktionen). (a) Die konstante Funk-
tion 1 ist vollstdndig monoton.

(b) Fiir jedes 8 > 0 ist die ganze Funktion exp(—/-) vollstandig monoton.
(c) Fiir jedes B € R ist die Funktion %ﬁ auf C. 3 vollsténdig monoton.
Proposition 6.5.5 (Verhalten vollstdndig monotoner Funktionen). Sei a € [—00, 00).

(a) Wenn eine Folge vollstindig monotoner Funktionen auf Cs,, lokal gleichmdfig
konvergiert, dann ist auch die Grenzfunktion vollstdndig monoton.

(b) Sei f: Csq — C holomorph. Wenn es ein € [o,00) gibt deart, dass f auf
Cs g vollstindig monoton ist, dann ist f sogar auf C-, vollstindig monoton.

(c) Sei f: Csq — C wollstindig monoton. Dann gilt fir jedes A € Cs, die Ab-
schitzung |f(A)] < f(Re ).

Beweis. [Siehe Vorlesung.| O

Proposition 6.5.6 (Algebraische Konsistenzeigenschaften vollstandig monotoner
Funktionen). Sei a € [—00,00) und seien f,g: Csq — C holomorph und vollstindig
monoton.

(a) Es ist auch (—1)™f™) wollstindig monoton fiir jedes n € Ny.

(b) Es sind auch fg und Bf + ~f wvollstindig monoton fir alle B, € [0,00).

Insbesondere ist damit auch f" wvollstindig monoton fiir jedes n € Ny.

OHjerbei ist die Ungleichung wiederum fastiiberall zu verstehen und wie in Abschnitt nennen
wir eine Matrix M positiv und schreiben M > 0, falls alle ihre Eintrdge > 0 sind.
1 Auf Englisch: completely monotonic
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(c) Ist B > 0 eine reelle Zahl mit B < f(X) fir alle X € (o, 00), dann ist auch
A= #()\) auf Cs o wohldefiniert und vollstindig monoton.

Beweis. [Siehe Vorlesung.| O

Satz 6.5.7 (Positivitit via Laplace-Transformation). Sei o € [—00,00) und k €
LL([0,00);C). Es gilt k > 0 genau dann, wenn die Laplace-Transformierte Lk voll-
stdndig monoton ist.

Beweis. [Siehe Vorlesung.| O

Satz 6.5.8 (Positivitit via Transferfunktion). SeiT : Li ([0,00); K™) — L{ ([0, 00))
ein lineares Zeit-invariantes System, dass exponentiell beschrinkt vom Typ o €
[—00, 00) ist.

Es ist T genau dann positiv, wenn jede Komponente seiner Transferfunktion voll-
stdndig monoton ist.

Beweis. Es geniigt den Fall m = p = 1 zu betrachten.
“=" Verwende die Approximation der Transferfunktion durch die Laplacetrans-
formierten einer geeigneten approximativen Eins (sieche den Beweis von Satz .
“«=“ Fiir jedes 0 < u € LL(]0,00);C) gilt £(Tu) = GLu und diese Funktion ist
vollstéindig monoton als Produkt von zwei vollsténdig monotonen Funktionen. Also
ist Tu > 0 laut Satz Weil LL([0,00); C) 1 dicht in L ([0, 00); C)4 ist, folgt die

loc

Behauptung. O

6.6 Externe und interne Stabilitat
Wir betrachten erneut ein lineares System der Form

#(t) = Az(t) + Bu(t), z(0) = xo,
{yw = Calt) AR

wobei t > 0, A € K"" B ¢ K" und C € KP*". In Satz haben wir den
Begriff der Stabilitit eines Systems als eine Eigenschaft der Matrix A eingefiihrt. Die
Eingangs- und Ausgangsmatrizen B und C, die beschreiben wie ein System Extern
wirkt, waren fiir diesen Begriff der Stabilitét irrelevant. Wir wollen nun einen Begriff
der Stabilitdt einfiihren der diesem Umstand Rechnung trégt.

Definition 6.6.1. (i) Wir nennen das System [X(A, B, C')|intern stabil, falls s(A) <
0, also falls alle Eigenwerte von A in der linken offenen Halbebene liegen.

(ii) Wir nennen [X(A4, B, C)| Fingangs-Ausgangs stabil, extern stabil oder BIBO-

stabz’ﬂ, falls es eine konstante v > 0 gibt, sodass fiir alle Lésungen von|>(A, B, C
mit g = 0 und u € L*([0, 00); K™) gilt, dass

19lloe < 7 llullo -
12BIBO steht fiir die Englische Bezeichnung “Bounded Input Bounded Output”
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6. LINEARE ZEITINVARIANTE SYSTEME

Hierbeli ist

[ull o = esssup [[u(t)]]-
te[0,00)

Wir erinnern, dass das zu [X(A, B, C')| zugehorige lineare zeitinvariante System
(LTT) gegeben war durch die Abbildung

T : Lioe([0,00); K™) = Lic ([0, 00); KP),
U /0 k(t — s)u(s)ds,

wobei k die Llloc—Impulsantwort des Systems gegeben war durch
k :[0,00) — KP*™ t— CeB.

Es ist nun leicht zu sehen, dass genau dann Eingangs-Ausgangs stabil
ist, wenn 7' den Raum L*°(]0, 00); K™) nach L*°([0,00); KP) abbildet und die Ein-
schrankung 7' : L*°(]0,00); K™) — L*°(]0,00); KP) stetig ist. Die Stetigkeit folgt
sogar automatisch:

Satz 6.6.2. Das System ist |X.(A, B,C)| ist genau dann Eingangs-Ausgangs stabil,
wenn Tu € L*([0,00); KP) fiir jedes u € L>([0, 00); K™)

Beweis. Das folgt direkt aus dem Satz vom abgeschlossenen Graphen. O

Eine weitere Charakterisierung der Eingangs-Ausgangs Stabilitdt des Systems

erhalten als Kriterium an die Llloc—lmpulsantwort k des Systems.

Satz 6.6.3. Das System|X(A, B, C)| ist genau dann Eingangs-Ausgangs stabil, wenn
k € L'([0,00); KP*™)  d.h.

/0 e B dt < .

Beweis. “=": Sei u € L*°([0,00); K™). Dann folgt

ol = [ e as

</ e8] juts) as
0

< ([ [jeet-1] as) .
0

- (/t |ces] ds) el
0

< llglly 9l -
~—~—~

vi=
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und somit ist ||Tu|| < [Ju||,, for all w € L>([0,00); K™).

“<" Ohne Einschrinkung kénnen wir vereinfacht annehmen, dass m = p = 1
gilt. Andernfalls zeigen wir die Aussage komponentenweise. Sei ¢ > 0 nun beliebig.
Wir definieren die Abbildung

i’ € 07
sign : K — K, sign(zx) = | 7
0, x=0,

und betrachten den Eingang

: (t—S)AB t
ug 2 [0,00) = K, ut(s) = {s1gn(C’e ), s€l0.1],

o 0, sonst,.

Dann gilt |lus]|,, < 1 und es folgt aus der Eingangs-Ausgangs Stabilitat mit Schranke
v, dass

t t
/ ‘Ce”‘B! ds = sup/ ‘CeSAB| ds = sup/ ’Ce(t_s)AB‘ ds

t>0 t>0
= sup [(Tur) (t)| < sup || Tue]|
t>0 t>0

<y -sup [ugll o <
t>0

Also ist k integrierbar. O

Léasst man den Eingang in der Zeit abklingen so haben Eingangs-Ausgangs stabile
System die Eigenschaft, dass auch der Ausgang langsam abklingt.

Satz 6.6.4. IstX(A, B,C)| Eingangs-Ausgangs stabil und u € L*([0,00); K™) ein
FEingang mit lim_,oc u(t) = 0, so folgt lims_oo(Tu)(t) = 0.

Beweis. Es sei € > 0 beliebig und sei k& die Impulsantwort des Systems. Wir suchen
ein to > 0 so, dass fiir fast alle ¢t > to gilt, dass ||[(T'u)(t)|| < e. Nach Satz ist k
integrierbar und | k||; ist endlich. Ferner existiert nach Annahme ein ¢; > 0 so, dass

[[u(t)

| < _ &
2|kl

o0 €
A’“”“—mu

Sei nun ty := 2t1. Mit dieser Wahl erhalten wir fiir ¢ > ¢y, dass

fur fast alle ¢ > t; und

t1
IO < Nl [ = )] ds+ 5o /M 9 ds
0 1&ll4
t c t—t1
Ml [ Ik st g [ R ds<e O
t—ty 1K1y Jo

83



6. LINEARE ZEITINVARIANTE SYSTEME

Wir sehen ferner einfach, dass die interne Stabilitdt die Eingangs-Ausgangs Sta-
bilitat impliziert.

Satz 6.6.5. Ist das System|>(A, B, C')|intern stabil, so ist es auch Eingangs-Ausgangs
stabil.

Beweis. Da]>(A, B, C)|intern stabil ist, existieren nach Satz Konstanten M > 1

und w > 0 derart, dass
Jet4]] < 2ot

fiir alle t > 0. Somit gilt

/Ooo lCet B| dt < /Ooo ICl €] 18] dt

o0 Cl|MI||B
SEE et dr < ICNMIB]
0

w

Also ist die L} -Impulsantwort des Systems [X(A, B, C)|integrierbar. Die Eingangs-
Ausgangs Stabilitéat folgt nun aus Satz O

Bemerkung 6.6.6. Die Umkehrung der Aussage von Satz gilt nicht. Ein ein-
faches Gegenbeispiel erhélt man, wenn wir C' = 0 setzen. In diesem Fall ist das
zugehorige LTI-System trivialerweise Eingans-Ausgangs stabil, denn es gilt Tu = 0
fir alle uw € L*(]0,00); K™). Es ist hier egal ob s(A) < 0 oder nicht.

Unter der zusétzlichen Voraussetzungen erhalten wir allerdings die umgekehrte
Implikation des Satzes [6.6.5] Dafiir benotigen wir zunéchst den folgenden Hilfssatz.
Wir erinnern, dass ein Matrixpaar (A, C') asymptotisch 0-beobachtbar heifst, wenn
fiir alle g € K™ gilt, dass
(Vt € [0,00) : Cetlay = 0) = lim ez.
t—o0

Lemma 6.6.7. Ein Matrizpaar (A,C) mit A € K" und C € KP*" ist genau dann
asymptotisch 0-beobachtbar, wenn fir alle o € K™ gilt, dass

tA

lim Cetd2g =0 = lim ez = 0.
t—o00

t—o00

Bewets. “<": Dies ist klar.
“=": Nach Proposition [4.5.2(b)| und Satz existiert eine Matrix F' € K"*?
so, dass s(A + FC) < 0. Wir betrachten den Luenberger-Beobachter

B(t) = A&(t) + Bu(t) + F((t) — y(t))
= (A+ FO)i(t)+ (B —F) <“<t)> . #(0) =0, (6.6.1)

(1) = Ca(b),
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wobei u( - ) das Eingangs- und y( - ) das Ausgangssignal von ersetzen. Wir
betrachten nun das System mit dem alternativen Ausgang § = & und folgern
aus Satz[6.6.5] dass dieses System Eingangs-Ausgangs stabil ist.

Sei nun zg € K" so, dass lim;_so, Cet4xg = 0. Fiir die Daten v = 0 und z(0) = zg

liefert das System [2(A, B, C)| gerade den Ausgang y(t) = Cel4zg. Es folgt nun aus
Satz[6.6.4 dass das System (6.6.1)) die Eingginge y(t) = Ce!4zo und u = 0, auf einen
Ausgang § = & abbildet mit limy_, o, Z(t) = 0.

Da ([6.6.1)) ein Luenberger-Beobacher fiir DX(A, B, C)|ist, folgt aus Satz fer-

ner, dass
limsup ||2(¢t) — z(t)|| = 0.
t—o00
Insgesamt erhalten wir lim; o etz = limy_ oo z(t) = 0, was zu zeigen war. O]

Satz 6.6.8. Ist das System [%(A, B, C)| Fingangs-Ausgangs stabil, asymptotisch 0-
stabilisierbar und asymptotisch 0-beobachtbar, so ist|¥X(A, B, C')| auch intern stabil.

Beweis. Nach Satz geniigt es zu zeigen, dass limy o €4z fiir alle zp € K.
Sei dafiir zp € K™ beliebig. Wir wéhlen zunéchst eine Matrix F € K"*™ so, dass
s(A+ BF) < 0. Setze nun

a(t) == —FetAtBF g,
fir alle ¢ > 0. Dann gilt @ € L*([0,00); K™) und lim; . @(t) = 0. Da [¥(A, B, C)
Eingangs-Ausgangs stabil ist, folgt fiir den Ausgang y zum Anfangswert z:(0) = 0
und Eingang v = @ mit Satz dass lim;—o y(t) = 0. Wir behaupten, dass die
eindeutige Losung x( - ) zu ebendiesen Daten gegeben ist durch
z(t) = eag — M TB gy fiir alle ¢ > 0.

Dies verifizieren wir durch einfaches Differenzieren:

i(t) = Aetzg — (A + BF)e!AHBE) ¢
= Az — AHBF) 1) 4 B(—FeATBF) )
= Ax(t) + Bu(t).

Also folgt fiir alle ¢ > 0, dass

y(t) = Cetdzy — CetATBF) 4
und aus der Tatsache, dass wegen s(A + BF) < 0 der Term Ce!A*tBF)y ) fiir t —
oo gegen 0 konvergiert, auch limy_,o Cefdzg = 0. Mit Lemma folgt nun die

Aussage. O
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Wir erinnern uns, dass nach Satz das System |[X(A, B, C')|genau dann Eingangs-

Ausgangs stabil ist, wenn die Impulsantwort k integrierbar ist. Aus praktischer Sicht
ist dieses Kriterium schwer zu tiberpriifen, da hierfiir das uneigentliche integral

o0
/ HCetABH ds
0

nach oben abgeschitzt werden muss. Praktischer wére es, wenn wir zuséatzlich noch
ein Kriterium hétten mir dem durch Betrachtung der Ubergangsfunktion G die
Eingangs-Ausgangs Stabilitét feststellen kénnten. Wir erinnern uns, dass die Uber-

tragungsfunktion G : Cs, — CP*™ des Systems X(A, B, C)| gegeben ist durch
G(\)=C(\\ - A 'B,

und dass a > s(A) gewdhlt werden kann. Préaziser kann G sogar auf dem Bereich
C \ 0(A) fortgesetzt werden. Ferner erinnern wir uns, dass G gerade die Laplace-
Transformierte der Impulsantwort & ist.

Ferner haben wir in Satz [6.4.3] bereits gelernt, dass G' genau dann realisierbar ist,
wenn die Eintrdge von G rationale Funktionen sind, deren Zahlergrade kleiner sind
als deren Nennergrade. Wenn man die rationalen Zahlen alle auf einen gemeinsamen
Nenner bringt erhélt man also eine Darstellung

fiir alle A € Csq, wobei ¢ € K[A\] und P € K[M\P*™, sodass die Grade der Eintriige
von P Kkleiner sind als der Grad von ¢. Im Folgenden lernen wir, dass wir g speziell
wéahlen kénnen.

Lemma 6.6.9. Sei G die Transferfunktion des Systems |[X(A, B, C)| und sei q das
charakterisitische Polynom von A. Dann existiert ein matrizwertiges Polynom P €
K[NP*™ mit Eintrigen vom Grad hichstens n — 1 so, dass

fiir alle A\ € C\ o(A).

Beweis. Wir schreiben die Transferfunktion G als Laurentreihe
=1
G = e Mi
k=0

fiir Koeffizienten M, = CA*B € KP*™ (siehe Satz [6.4.3). Somit folgt aus dem Satz
von Cayley-Hamilton, dass

My +opn1Mp_1 + -+ 1My + agMy =0,
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wobei ¢(A) = A" + a1 A" 4 -+ ag A+ ap. Fiir j € {0,...,n — 1} definieren wir
uns die Matrixen P; € KP*™ durch

n—j—1

Pj =M, j 1+ Z Ok My 1k,
k=1

Dann folgt durch einen einfachen Koeffizientenvergleich und aus der Eindeutigkeit
der Koeffizienten der Laurentreihe, dass

o
_ Z 1 _
()\n+an—l)\n 1++O{1)\+a0)< WMk> :PO+P1)\++Pn_1)\n 1'
k=0

Setzen wir nun P(\) = Py+ P\ +---+ P,_1A\"" 1 so erhalten wir die Aussage. [

Bemerkung 6.6.10. Es kann gezeigt werden, dass das System

( 0 Lsm 0o --- 0 0
0 . ) .
TOE I N 0 wt)+ | o |u),
0 e 0 Lscm 0
—aplmsm —a1Lmxm 0 0 —an-1lmxm Lnxm
yit)= (P Pi -+ Pnpo1)x(t)

eine Realisierung von G ist (vgl. Aufgabe 4 auf Ubungsblatt 11 und Aufgabe 2 auf
Ubungsblatt 13).

Definition 6.6.11 (Polstelle). Sei G die Transferfunktion von|YX(A, B, C)l Ein Punkt
A* € C heikt (nicht-hebbare) Polstelle von G, wenn \* eine (nicht-hebbare) Polstelle
fiir mindestens eine der Komponentenfunktionen ist.

In einer Darstellung der Transferfunktion G in der die Zdhler und Nennerpo-
lynome der Eintrdge nicht koprim sind, was zum Beispiel in der Darstellung von

Lemma [6.6.9

der Fall sein kann, ist A\* genau dann eine nicht-hebbare Polstelle von G, wenn
j, k € Ny existieren mit j < k so, dass A* eine k-fache Nullstelle des Nennerpolynoms
und eine j-fache Nullstelle des Zéhlerpolynomas ist. (Der Fall 7 = 0 heift hier, dass
A* keine Nullstelle ist.)

Wir bemerken aufserdem, dass A* genau dann eine nicht-hebbare Polstelle ist,
wenn ||G(-)| in jeder Umgebung von \* unbeschrankt ist.

Satz 6.6.12. Es sei G : C\ 0(A) — CP*™ die (Fortsetzung der) Transferfunktion
von [X(A, B,C). Dann sind dquivalent:
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6. LINEARE ZEITINVARIANTE SYSTEME

(a) Das System [X(A, B, C)| ist Eingangs-Ausgangs stabil.
(b) Die nicht-hebbaren Polstellen von G liegen in CoNo(A).
(c) Es gilt

sup ||GN)| < 0.
AeC,
Re(\)>0

Bevor wir dies beweisen bemerken wir, dass uns ein Teil der Aussage bereits in
dhnlicher Form bereits begegnet ist. So haben wir in Satz [6.3.§] die nicht-hebbaren
Pole der (Fortsetzung der) Transferfunktion auf C \ o(A) bereits als die Pole der
Resolvente von A identifiziert, sofern das zugrundeliegende System die
starkere Voraussetzung der Minimalitét erfiillt (vgl. Satz .

Bemerkung 6.6.13. Wir bemerken, dass fiir 4 € N und A\* € K die Funktion

.
k:[0,00) = K, t~— et
(p—1)!
die Laplace-Transformierte
G(A) = / T e My dt = / B TR N
0 (k=1 Jo (A= A5)F

fir Re(\) > |A\*| hat. Die letzte Gleichheit folgt durch wiederholtes partielles Inte-
grieren.

Beweis von Satz[6.6.13. Die Aquivalenz von |(c){und|(c)|ist klar. Wir zeigen noch die
weitere Aquivalenz.

“ = ’: Ist [S(A, B, C)| Eingangs-Ausgangs stabil, so ist die zugehérige Li -
Impulsantwort k integrierbar (siche Satz. Somit erhalten wir, aus der Tatsache,
dass G die Laplace-Transformierte von k ist, fiir alle A € C mit Re(A) > 0 die
Ungleichung

GO < [ k@l | de < [T kol ar < o

~——
<1

“ = @’: Nach Lemma lasst sich die Transferfunktion G schreiben als

1

G = det(h =AY ()

fiir ein matrixwertiges Polynom P € K[AJ”*™ mit Eintrigen vom Grad hochsten
n — 1. Wir schreiben nun G = (Gyj), ;, P = (Pj);; und k = (kij), ;, wobei k :

[0,00) — KP*™ die Li. -Impulsantwort des Systems [X(A, B, C)) ist.
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6.6. Externe und interne Stabilitét

Seinun i€ {1,...,p} und j € {1,...,m}. Dann gilt

fir A € Cs, fiir ein a € R, wobei l;‘ij die Laplace-Transformierte des Eintrags
k;;j der Llloc—Impulsantwort istE Nach Satz geniigt es zu zeigen, dass k;; €
L(]0,00); K). Dazu schreiben wir

pij(\)
[T (A= A2)™

fir A € C\ 0(A) mit Eigenwerten A\j,...,\; € C von A, r, € N und einem Polynom
pij € K[A] derart, dass p;; und Hf,zl (- — X5)" teilerfremd sind. Man beachte, dass
die gewahlten Zahler- und Nennerpolynome und damit auch die Eigenwerte A1, ..., N\
und die Vielfachheiten 71,...,7;, € N von ¢ und j abhéngen konnen.

Da nach Voraussetzung SUPRe()>0 |Gij(A)| < oo gilt, folgt {A],..., A} C Cco.
Nach einer Partialbruchzerlegung hat G;j die Form

Gij(A) =

l

-33

Vl[,[,l

mit a,,, € K fiir alle A\ € C mit Re(A\) > 0.
Nach Bemerkung |6.6.13| und der Tatsache, dass Gj; die Laplace-Transformierte
von k;; ist, folgt

th1

ki(t) =) (o= 1)!€m

fir fast alle ¢ > 0. Aus der Tatsache, dass Re()\;) < 0 folgt nun, dass k;; €
LY([0,00); K). O

Wir halten fest:
Bemerkung 6.6.14. Sei G die Transferfunktion von [X2(A, B, C')} Dann gilt:

(i) Alle Polstellen von G sind auch Eigenwerte von A. Im Allgemeinen sind nicht
alle Eigenwerte von A auch Polstellen von G.(Im Falle C = 0 oder B = 0 hat
G keine Polstellen.)

(ii) Das System [YX(A, B, C')|ist genau dann intern stabil, wenn alle Eigenwerte von
A in C.p liegen (siehe Satz [3.1.1)) und [X(A, B, C')| ist genau dann Eingangs-
Ausgangs stabil, wenn alle Polstellen von G in C.q liegen (siche Satz[6.6.12]).

13Wir bemerken, dass wir Re(A) > a bendtigen um die Konvergenz der Laplace-Transformation
zu erhalten. Natiirlich kénnen wir die Gleichheit dann a posteriori holomorph auf C\o(A) fortsetzen.
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6. LINEARE ZEITINVARIANTE SYSTEME

(iii) Ist [X(A, B, ()| asymptotisch O-steuerbar und asymptotisch 0-beobachtbar, so

sind alle instabilen Eigenwerte von A (also diejenigen mit nicht-negativem Re-
alteil) auch Pole von G (ohne Beweis). In diesem Fall sind interne Stabilitét
und Eingangs-Ausgangs-Stabilidt dquivalent (siehe Satz [6.6.8)).

(iv) Ist|X(A, B, C)|steuerbar und beobachtbar, so sind alle Eigenwerte von A auch
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Pole von G (siehe Satz [6.3.8)).
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