UNIVERSITAT
’f;}z‘ PASSAU

Fakultit fiir Informatik und Mathematik

Lineare Algebra 1

JOCHEN GLUCK

Manuskript
Wintersemester 2021 /22






Inhaltsverzeichnis

Vorwort iii
Aufbau des Manuskripts . . . . . . .. ... L il
Vorsicht: Fehler! . . . . . . .. ... iv
Danksagung . . . . . . . .. iv

1 Grundlegende Konzepte in der Mathematik 1
1.1 Exaktheit in der Mathematik . . . . . ... .. ... ... ..... 1
1.2 Aussagenlogik . . . . . ... ... 2
1.3 Mengen und Tupel . . . . .. .. . oL 11
1.4 Quantoren . . . . . . . ... 22
1.5 Funktionen . . ... .. ... ... 34
1.6 Ergdnzungen . . . . . . . ... .. 46

2 Wichtige algebraische Strukturen 51
2.1 Assoziative Verkniipfungen und Halbgruppen . . . ... ... ... 51
2.2 Gruppem . . . . . . .. e 55
2.3 Korper . . . . .. 62
2.4 Ergdnzungen . . . . . . ... e 69

3 Nummerierungen, Rekursion und Induktion 73
3.1 Summen und Produkte . . . . . .. ... ... L 73
3.2 Rekursion und Induktion . . . . . . ... ... oL 76

4 Grundbegriffe der Linearen Algebra 81
4.1 Vektorrdume und Untervektorrdume . . . . . . ... . ... . ... 81
4.2 Lineare Abbildungen und Matrizen . . . . . . .. .. ... ... .. 87
4.3 Zeilenstufenform von Matrizen und das Gauftsche Eliminationsver-

fahren . . . . . . . . .. 95

5 Darstellung von Vektoren und linearen Abbildungen 103
5.1 Darstellung von Vektoren mittels Basen . . . . . . ... ... ... 104
5.2 Der Dimensions-Begriff . . . . . . ... ... 000000 114
5.3 Explizite Darstellung von Untervektorraumen . . . . . . . ... .. 121
5.4 Direkte Summen . . . . . .. ... 125



INHALTSVERZEICHNIS

5.5 Intermezzo: Relationen . . . . . .. ... .. 0oL
5.6  Ahnlichkeit und Diagonalisierbarkeit von Matrizen . . . ... .. .
5.7 Darstellung von linearen Abbildungen mittels Matrizen . . . . . . .
5.8 Ergdnzungen . . . . . .. ... Lo

6 Theorie linearer Gleichungen
6.1 Kernund Bild. . . .. . ... ... .. ...
6.2 Losungsstruktur linearer Gleichungssysteme . . . . . . . . . .. ..
6.3 Implizite Darstellung von affinen Unterrdumen des K™ . . . . . . .
6.4 Erganzungen . . . . . . . .. ..o

7 Determinanten
7.1 Axiome der Determinante . . . . . . . . ... .. ... ... ....
7.2 Leibnizformel und Existenz der Determinante . . . . . . . .. . ..
7.3 Weitere Eigenschaften von Determinanten . . . . . . . .. ... ..
7.4 Flachen und Volumen . . . . ... . ... ... .. ... ......
7.5 Ergdnzungen . . . . . . ... ..o

8 Polynome und Ringe
81 Ringe . . . . .
8.2 Polynome und Polynomfunktionen . . . . .. ... ... ... ...
8.3 Der polynomielle Funktionalkalkidl . . . . . .. ... 0000 0L

9 Eigenwerte und Eigenvektoren — Eine Einfiihrung
9.1 Grundbegriffe . . . . . ...
9.2 Diagonalisierung . . . . . . . . .. L Lo o

Appendices

A Eine Einfiihrung in Octave und Matlab
Al Uberblick . . .. ... ..
A.2 Logische Ausdriicke . . . . . . . .. .. ... . ... .........
A.3 Fallunterscheidungen und Funktionen . . . . . . . .. ... ... ..
A.4 Komplexe Zahlen in Octave . . . . . ... .. .. ... .......
A.5 For-Schleifen . . . . . . .. ...
A.6 Vektoren und Matrizen . . . . . . . . . .. ... ...

B Invertierbare Matrizen — Ein Uberblick zum Abschluss

Literaturverzeichnis

ii

127
130
140
145

147
147
158
165
168

169
169
175
180
182
186

191
192
194
203

213
213
220

223

225
225
229
233
235
236
239

241

243



Vorwort

Aufbau des Manuskripts

Der Aufbau des Manuskripts ist einfach:

e Es ist unterteilt in Kapitel (nummeriert als 1, 2, ...), und jedes Kapitel ist
unterteilt in Abschnitte (nummeriert als 1.1, 1.2, ...).

e Definitionen, Sétze, Bemerkungen, usw. sind innerhalb der Abschnitte mit einer
gemeinsamen Nummer durchlaufend nummeriert.

e Am Anfang jedes Kapitels finden Sie eine Liste mit Fragen zum Finstieg; sie
dienen zur Motivation des Stoffes in diesem Kapitel.

Bitte lesen Sie diese Fragen jeweils in Ruhe durch und denken Sie ein wenig dar-
iiber nach. Dies wird Ihnen beim Verstédndnis und der Einordnung des Stoffes
helfen.

e Am Ende jedes Kapitels steht ein nicht-nummerierter Abschnitt mit dem Titel
Literaturhinweise. Dort sind stets einige Biicher angegeben, in denen die Inhalte
des Kapitels ebenfalls behandelt werden. Wenn Sie Schwierigkeiten beim Ver-
standnis eines Kapitels haben, kann es oft hilfreich sein, einen Blick in manche
dieser Biicher zu werfen — verschiedene Autorinnen und Autoren stellen dassel-
be Thema némlich oft unterschiedlich dar, und eine weitere Perspektive kann
Thnen manchmal das Verstdndnis erleichtern.

Alle Biicher, die in den Abschnitten mit Literaturhinweisen referenziert werden,
sind im Literaturverzeichnis am Endes des Manuskripts aufgelistet.

Neben verschiedenen Biichern enthalten die Abschnitte mit Literaturhinweisen
manchmal auch noch Hinweise auf weitere Quellen — zum Beispiel Links auf
Erklarungen auf bestimmten Internetseiten oder online verfiigbare Videos.

e Vor dem Abschnitt mit Literaturhinweisen befindet sich in manchen Kapiteln
ein Abschnitt mit dem Titel Ergdnzungen. In diesen Abschnitten finden Sie
Zusatzinformationen, die nicht Teil des Vorlesungsstoffes sind und auch nicht
in der Vorlesung behandelt werden.
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VORWORT

Diese Ergidnzungen konnen Thnen aber beim Verstandnis helfen oder Thre Neu-
gier auf weitere verwandte Themen wecken. Bitte entscheiden Sie selbst, welche
Ergénzungen Sie lesen mochten und welche nicht.

Vorsicht: Fehler!

Dieses Manuskript enthélt mit an Sicherheit grenzender Wahrscheinlichkeit Fehler.
Mit hoher Wahrscheinlichkeit enthélt es sogar viele Fehler. Wenn Sie glauben, einen
Fehler entdeckt zu haben: Geben Sie mir bitte Bescheid (wirklich!), am einfachsten
per E-Mail.

E-Mail-Adresse (gedndert seit Méarz 2022): glueck@Quni-wuppertal.de

Danksagung

Ich bedanke mich bei allen Personen, die zur Erstellung dieses Manuskripts beigetra-
gen haben: insbesondere bei Isabella Habereder fiir ihre Unterstiitzung beim TeXen
mehrere Teilabschnitte, bei allen Studierenden und allen Mitarbeiterinnen und Mit-
arbeitern, die mir Fehler und Verbesserungsvorschldge mitgeteilt haben, und bei
Maximilian Reif, der sich lange nach Ende der Veranstaltung nochmals die Miihe
gemacht hat, mir eine sehr ausfiihrliche Liste mit Korrekturen zu schicken.
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Kapitel 1

Grundlegende Konzepte in der
Mathematik

Einstiegsfragen. (a) Schauen Sie sich die folgende Aussage an: ,,Alle Mathe-

1.1

Dozenten sind Nerds.*

Wie lautet die Verneinung dieser Aussage? Konnen Sie die Verneinung for-
mulieren, ohne die Worte “alle” und “jeder” (bzw. Synonyme dieser Worte) zu
verwenden?

Konnen Sie in einfachen Worten erkléaren, was die Vereinigung von zwei Mengen
ist?

Wias sind eigentlich Variablen, und wozu braucht man sie?

Finden Sie eine Gemeinsamkeit zwischen den folgenden fiinf Dingen? (i) Ein
Telefonbuch; (ii) die téglichen CoV19-Infektionszahlen iiber die vergangenen
sechs Monate; (iii) der Sachindex dieses Manuskripts; (iv) eine aktuelle Tabel-
le der Fufsballbundesliga; (v) ein Radiosignal, dass Sie mit einem Autoradio
empfangen.

Exaktheit in der Mathematik

Ein zentrales und besonderes Merkmal der Wissenschaft Mathematik ist, dass mathe-
matische Resultate nicht empirisch — also beruhigend auf realen Beobachtungen und
Experimenten — gewonnen werden, sondern dass alle Behauptungen stets zweifelsfrei
zu beweisen sind. Dies ist nur moglich, indem eine Reihe von Regeln konsequent
beachtet wird:

e Wann immer man einen mathematischen Begriff verwendet, muss man prézise

beschreiben, wie dieser Begriff zu verstehen ist. Dies ist der Sinn von Defini-
tionen.



1. GRUNDLEGENDE KONZEPTE IN DER MATHEMATIK

e Mathematische Resultate bestehen aus Annahmen und Konklusionen, und sind
von der Form: Wenn die Annahmen alle erfiillt sind, dann sind auch die Kon-
klusionen wahr.

Je nach Kontext werden mathematische Resultate oft als Theorem, Satz, Lem-
ma, Proposition oder Korollar bezeichnet.! Sie werden im Laufe der Vorlesung
noch haufig sehen, welcher dieser Begriffe fiir welche Art von mathematischem
Resultat verwendet wird.

e Mathematische Resultate werden stets sauber getrennt von IThrer Begriindung;:
Zunéchst schreibt man das Resultat auf, anschliefend folgt der Beweis des
Resultats. Der Zweck des Beweises ist es, darzulegen, dass aus den Annahmen
des Resultats die Konklusionen logisch folgen. Erst nach dem Beweis darf man
davon ausgehen, dass das Resultat tatséachlich giiltig ist.

e Wichtig: Das Wort , logisch® im vorangehenden Punkt darf auf keinen Fall um-
gangssprachlich im Sinne von ,,plausibel” verstanden werden. Mit dem Begriff
logisch folgen meint man in der Mathematik stattdessen eine Situation, in der
die Richtigkeit der Annahmen zwangslaufig und in jedem Fall dazu fihrt, dass
auch die Konklusionen richtig sind.

Damit es hier nicht zu Missverstdndnissen oder Ungenauigkeiten kommt, be-
dient man sich der Aussagenlogik, in der genau festgelegt ist, wie man mit
mathematischen Aussagen umgehen darf, und wann eine Aussage logisch aus
einer anderen folgt.

Wir werden uns in den nachfolgenden Abschnitten 1.2 und 1.4 mit der Aussa-
genlogik beschéftigen.

Aufterdem werden Sie in den weiteren Abschnitten dieses Kapitels einige weite-
re Konzepte lernen, die sowohl in der Linearen Algebra als auch in allen anderen
mathematischen Teilgebieten eine wichtige Rolle spielen: Mengen und Tupel (Ab-
schnitt 1.3) dienen dazu, mehrere mathematische Objekte (z.B. mehrere Zahlen) zu
einem groferen Objekt zusammenzufassen. Funktionen (Abschnitt 1.5) sind wichtig,
um verschiedene mathematische Objekte zueinander in Beziehung setzen zu konnen.

1.2 Aussagenlogik

In der Aussagenlogik geht es darum, Aussagen {iber mathematische Objekte zu tref-
fen und festzulegen, wie man mit diesen Aussagen arbeiten darf.

Wobei die Unterscheidung zwischen diesen Begriffen recht subjektiv und hiufig auch etwas
willkiirlich ist. Dies ist aber kein Problem, da es fiir den Inhalt eines mathematischen Resultats
nicht von Bedeutung ist, ob man das Resultat z.B. als Theorem oder als Lemma bezeichnet.



1.2. Aussagenlogik

Was ist eine Aussage?

In der Mathematik mochte man stets wahre Dinge iiber mathematische Objekte
sagen — dazu muss man also stets sauber unterscheiden kénnen, was wahr und was
falsch ist. Formulierungen, bei denen diese Unterscheidung moglich ist, bezeichnen
wir als Aussagen:

Definition 1.2.1 (Aussagen und Wahrheitswerte). (a) Eine Aussage ist ein sprach-
licher Ausdruck?, von dem eindeutig feststeht, ob er wahr oder falsch ist.

(b) Wenn eine Aussage wahr ist, dann sagen wir, sie hat den Wahrheitswert
,2wahr; wenn sie hingegen falsch ist, dann sagen wir, sie hat den Wahrheits-
wert , falsch®.

Es folgen sowohl einige alltdgliche Beispiele als auch einige mathematische Bei-
spiele.

Beispiele 1.2.2. (a) Der Ausdruck ,,Friedrich Schiller ist keine Aussage, denn
es ergibt keinen Sinn zu sagen, dass eine Person war oder falsch sei.

(b) Der Ausdruck ,,Friedrich Schiller hat das Drama ‘Der Gétz von Berlichin-
gen’ geschrieben.” ist eine Aussage. Sie ist falsch3, hat also den Wahrheitswert
falsch®.

(¢) Der Ausdruck ,,Friedrich Schiller hat das Drama ‘Die Rauber’ geschrieben. ist
eine Aussage. Sie ist wahr, hat also den Wahrheitswert ,,wahr*.

(d) Der Ausdruck ,,Friedrich Schiller hat vielleicht die Ballade ‘Die Birgschaft’
geschrieben ist keine Aussage®, denn aufgrund des Wortes ,,vielleicht“ ist es
nicht moglich zu sagen, ob der Ausdruck wahr oder falsch ist.

(e) Der Ausdruck ,,2 + 2 ist keine Aussage, denn ,,2 4+ 2 ist weder wahr noch
falsch.

(f) Der Ausdruck ,2 +2 = 5 — 1“ ist eine Aussage. Sie ist wahr, hat also den
Wahrheitswert ,,wahr.

(g) Der Ausdruck ,,2+42 = 4“ ist eine Aussage. Sie hat ebenfalls den Wahrheitswert
,wahr.

(h) Der Ausdruck ,,2 4+ 2 = 5+ 2“ ist eine Aussage. Sie hat den Wahrheitswert
falsch*.

2Man kénnte auch sagen: Eine sprachliche Formulierung.
3Das Drama ‘Der Gotz von Berlichingen’ wurde von Goethe verfasst.
“Im mathematischen Sinne.



1. GRUNDLEGENDE KONZEPTE IN DER MATHEMATIK

Inhalt der Mathematik ist es, wahre Aussagen iiber mathematische Objekte zu
machen und zu beweisen. Deshalb hat man wenig Lust, zu jeder wahren Aussage stets
explizit dazuzuschreiben, dass sie wahr ist. Denken Sie zum Beispiel an die Aussage
aus Beispiel 1.2.2(c): Wenn Sie einem Kommilitonen mitteilen méchten, dass Schiller
‘Die Rauber’ geschrieben hat, dann sagen Sie nicht etwa

Die Aussage ,, Friedrich Schiller hat das Drama ‘Die Rduber’ geschrieben.” ist wahr.
Sondern Sie sagen einfach:
Friedrich Schiller hat das Drama ‘Die Rauber’ geschrieben.

Damit wollen Sie selbstverstdndlich zum Ausdruck bringen, dass diese Aussage wahr
ist. Ebenso hélt man es auch in der Mathematik:

Vereinbarung 1.2.3. Wenn wir eine Aussage machen ohne Ihren Wahrheitsgehalt
zu spezifizieren, so wollen wir damit zum Ausdruck bringen, dass die Aussage wahr
ist.

Verkniipfungen von Aussagen und Wahrheitstabellen

Einzelne Aussagen sind aus mathematischer Sicht recht unspektakuldr. Interessant
wird es erst, wenn man mehrere Aussagen verkniipft — das bedeutet, man baut aus
mehreren gegebenen Aussagen eine neue. Ein einfaches Beispiel fiir solche eine Ver-
kniipfung ist die Verundung® von zwei Aussagen. Sehen wir uns das zuniichst an
einem Beispiel an:

Beispiel 1.2.4. Die beiden Aussagen Friedrich Schiller hat das Drama ‘Die Rdiu-
ber’ geschrieben und Johann Wolfgang von Goethe hat die Ballade ‘Der Erlkénig’
geschrieben konnen wir mit Hilfe des Wortes ,,und* zu einer neuen Aussage verkniip-
fen:

Friedrich Schiller hat das Drama ‘Die Riuber’ geschrieben und Johann Wolfgang
von Goethe hat die Ballade ‘Der Erlkonig’.

Diese neue Aussage ist wahr, weil die beiden Aussagen, mit denen wir begonnen
hatten, wahr sind.

Dasselbe kann man freilich auch fiir beliebige andere Aussagen machen: Wenn
A and B Aussagen sind, dann kénnen wir daraus eine neue Aussage ,,A und B“
konstruieren.%

An dieser Stelle sollten Sie kurz innehalten und an Abschnitt 1.1 zuriickdenken:
Als aller erstes haben wir besprochen, dass jeder Begriff, den wir verwenden, sauber
definiert werden muss, damit wir stets genau wissen, wovon wir eigentlich sprechen:

SHiufig auch Konjunktion genannt.

SHier sehen Sie bereits eine Vorgehensweise, die in der Mathematik sehr iiblich und sehr niitzlich
ist: Wenn man etwas nicht nur fiir ein konkretes Beispiel tun moéchte, sondern ganz allgemein, so
verwendet man Platzhalter — haufig bezeichnet man diese Platzhalter mit Buchstaben, wie hier A
und B.



1.2. Aussagenlogik

Wenn also A und B zwei Aussagen sind, was genau ist dann mit der und-Verkniipfung
,A und B“ gemeint?

Wir meinen mit ,,A und B“ eine neue Aussage, und damit keine Meinungsver-
schiedenheit dariiber auftreten kann, ob diese Aussage wahr oder falsch ist, miissen
wir definieren, welchen Wahrheitswert ,A und B“ hat. Dies wird natiirlich davon
abhéngen, welchen Wahrheitswert A und B jeweils haben. Allerdings gibt es fiir
die Wahrheitswerte von A und B nur vier mogliche Félle, und wenn wir fiir jeden
dieser Félle den Wahrheitswert von ,,A und B* festlegen, dann ist immer eindeutig
bestimmt, ob ,,A und B“ wahr oder falsch ist. Also tun wir genau das:

Definition 1.2.5 (und-Verkniipfung). Seien A und B beliebige Aussagen. Wir defi-
nieren eine neue Aussage, die wir als A A B notieren und als ,,A und B* aussprechen,
in dem wir die folgenden Wahrheitswerte fir A A B festlegen:

e Wenn A wahr ist und B wahr ist, dann ist A A B ebenfalls wahr.
e Wenn A wahr ist und B falsch ist, dann ist A A B falsch.

e Wenn A falsch ist und B wahr ist, dann ist A A B falsch.

Wenn A falsch ist und B falsch ist, dann ist A A B ebenfalls falsch.
Die Aussage A A B wird als Konjunktion von A und B bezeichnet.

Diese Definition orientiert sich an der Bedeutung des Wortes ,,und” in der All-
tagssprache: Es gilt A und B“ ist in der Alltagssprache gleichbedeutend mit ,,Fs
gilt sowohl A als auch B“. Diese Aussage ist wahr, wenn A, B beide wahr sind, sie
ist jedoch falsch, wenn mindestens eine der beiden Aussagen A, B falsch ist.

Dies ist eine passende Stelle fiir einige allgemeine Kommentare zu Definitionen
in der Mathematik:

Bemerkungen 1.2.6. (a) Grundsétzlich darf man definieren, was immer man
mochte — solange die Definition sich nicht selbst widerspricht. Wenn man einen
mathematischen Begriff oder ein mathematisches Symbol definiert, muss man
sich also nicht zwangsldufig daran halten, wie dieser Begriff oder dieses Symbol
in der alltdglichen Sprache verwendet werden.

Wichtig dabei ist natiirlich: Jeder Begriff hat dann natiirlich auch nur die
Bedeutung, die ihm in seiner Definition zugewiesen wurde. Ob der Begriff in
der Alltagssprache anders verwendet wird, spielt somit bei der Verwendung
des Begriffs in der Mathematik keine Rolle — man hat sich einzig und allein an
seine Definition zu halten.

(b) Trotzdem wiirde es vermutlich grofe Verwirrung stiften, wenn man einen Be-
griff so definiert, da seine mathematischen Definition der alltagssprachlichen
Bedeutung des Begriffs stark zuwider 1auft. Deshalb versucht man, Begriffe so
zu definieren, dass sich die Definition eines Begriffs zumindest grob an seiner
alltagssprachlichen Bedeutung orientiert. Wie oben erlautert, haben wir das
auch in Definition 1.2.5 so gemacht.



1. GRUNDLEGENDE KONZEPTE IN DER MATHEMATIK

(c) Beachten Sie trotzdem unbedingt: Ausschlaggebend fiir die Bedeutung eines
mathematischen Begriffs ist letztlich immer seine mathematische Definition!
Wenn Sie also unsicher sind, was ein mathematischer Begriff, den wir verwen-
den, bedeutet, dann lautet der erste Ratschlag immer: Bléittern Sie in Ihren
Unterlagen zuriick schlagen Sie die Definition des Begriffs nach!

Definition 1.2.5 ist ziemlich ausladend formuliert und wenig iibersichtlich. Den-
selben Inhalt kann man aber auch iibersichtlicher darstellen, indem man einfach
eine Tabelle verwendet: Definition 1.2.5 besagt, dass die Wahrheitswerte von A A B
folgendermafsen lauten:

ANB

=R R N
- F - F W

A
w
f
f
f

Hierbei haben wir ,,wahr mit dem Buchstaben ,,w* abgekiirzt und , falsch” mit
dem Buchstaben ,,f“. Eine Tabelle von obenstehender Form nennt man aus nahelie-
genden Griinden Wahrheitstabelle.

Wir definieren nun noch weitere Verkniipfungen von zwei Aussagen, sowie die Ver-
neinung von Aussagen. Um die Definition dieser Begriffe {ibersichtlicher zu gestalten
als in Definition 1.2.5, schreiben wir sie direkt mit Hilfe von Wahrheitstabellen auf.

Definition 1.2.7 (oder-Verkniipfungen und Negation). Seien A und B beliebige
Aussagen. Wir definieren drei weitere Aussagen AV B, AV B, —A, deren Werte
durch die folgenden Wahrheitstabellen festgelegt werden:

A B|AVB A B|AVB

w W W w W f A —A
w f w w f w w| f
f w w f w w f| w
f f f f f f

Fiir die so definierten Aussagen verwenden wir die folgenden Bezeichnungen:

(a) Die Aussage AV B wird als ,,A inklusiv oder B“ ausgesprochen und als inklu-
sive Disjunktion von A und B bezeichnet; oft sagt man anstelle ,, A inklusiv
oder B“ auch einfach , A oder B“.”

(b) Die Aussage AV B wird als ,,A exklusiv oder B“ ausgesprochen und als ex-
klusive Disjunktion von A und B bezeichnet.®

"Das bedeutet, das Wort ,,oder wird in der Mathematik, solange man nichts anderes dazu sagt,
immer als ,,inklusives Oder* verstanden.

8Neben V gibt es noch weitere gebriuliche Symbole fiir das exklusive Oder. Zum Beispiel ist es
in der Informatik iiblich anstelle von AV B die Notation Axor B zu verwenden.



1.2. Aussagenlogik

(c) Die Aussage - A wir als ,nicht A“ ausgesprochen und als Verneinung oder
Negation von A bezeichnet.

Bisher haben wir nur Begriffe und Symbole definiert. Als néchstes wollen wir ein
paar mathematische Resultate aus der Aussagenlogik besprechen, und uns iiberzeu-
gen, dass diese tatsichlich stimmen.

Proposition 1.2.8. Sei A eine beliebige Aussage. Dann gilt immer (d.h. unabhdingig
vom Wahrheitswerte von A):°

(a) Die Aussage AV (—A) ist wahr.t°
(b) Die Aussage A A (—A) ist falsch.!!
(c) Die Aussage AV (—A) ist wahr.

Bevor Sie weiterlesen, sollten Sie sich auf jeden Fall iiberlegen, warum die Re-
sultate in Proposition 1.2.8 intuitiv wirklich so erwarten wiirde. Wie Sie schon wis-
sen, reicht Intuition aber in der Mathematik als Begriindung nicht aus — wir wollen
absolut sicher sein, dass Proposition 1.2.8 richtig ist. Deshalb beweisen wir die
Proposition nun mit Hilfe von Wahrheitstabellen:

Beweis von Proposition 1.2.8. Die Aussage A hat genau einen der Wahrheitswerte
,2wahr oder ,falsch”. Wenn wir also diese beiden Félle betrachten, und in jedem der
Fille den Wahrheitswert der drei Aussagen AV (=A), AA(=A), AV(=A) bestimmen,
kénnen wir sicherstellen, dass diese drei Aussagen wirklich immer den Wahrheitswert
,2wahr besitzen. Am iibersichtlichsten ldsst sich dies mit Hilfe einer Wahrheitstabelle
darstellen:

A ‘ -A ‘ AV (mA) AN(=A) AV (-A)
w f w f w
f W w f w

Die Eintrége in der Tabelle sind wie folgt zustande gekommen:

e Die Definition einer Aussage (Definition 1.2.1) besagt, dass A genau einen der
beiden Wahrheitswerte ,,wahr* und ,,falsch* besitzt. Also konnen nur die beiden
Fille auftreten, die in der ersten Spalte aufgelistet sind.

e Die Definition der Negation (in Definition 1.2.7) sagt uns nun, welchen Wahr-
heitswert = A in jedem der Félle besitzt. Somit sind die Wahrheitswerte in der
zweiten Spalte festgelegt.

9An der Notation dieser Aussagen sehen Sie, dass wir Klammern verwenden, um klarzumachen,
in welcher Reihenfolge der Verkniipfungen ausgewertet werden.

%Djeses Resultat bezeichnet man manchmal auch als Satz vom ausgeschlossenen Dritten.

"Djeses Resultat bezeichnet man manchmal auch als Satz vom Widerspruch.
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e Aus den Wahrheitswerten in den ersten beiden Spalten und der Definition der
inklusiven Disjunktion (in Definition 1.2.7) erhalten wir nun die Wahrheitswer-
te in der dritten Spalte.

e Aus den Wahrheitswerten in den ersten beiden Spalten und der Definition der
Konjunktion (in Definition 1.2.5) erhalten wir nun die Wahrheitswerte in der
dritten Spalte.

e Aus den Wahrheitswerten in den ersten beiden Spalten und der Definition der
exklusiven Disjunktion (in Definition 1.2.7) erhalten wir die Wahrheitswerte in
der vierten Spalte.

In der dritten Spalte der Tabelle kénnen Sie sehen, dass die Aussage A V (—A)
tatséchlich in jedem Fall den Wahrheitswert ,,wahr besitzt. Damit ist (a) bewiesen.
In der vierten Spalte kénnen Sie sehen, dass die Aussage A A (-A) immer den
Wahrheitswert , falsch® besitzt. Damit ist (b) bewiesen.
Und laut der fiinften Spalte besitzt die Aussage AV (—A) immer den Wahrheits-
wert ,wahr. Somit ist (c¢) bewiesen. O

Bemerkung 1.2.9. Am Ende des vorangehenden Beweises konnten Sie eine in der
Mathematik sehr weit verbreitete Notation sehen: Das Ende eines Beweises wird
meist mit einem kleinen Quadrat!? markiert. Dies wird als symbolische Abkiirzung
fiir die Wendung ,,was zu zeigen war“ — auf lateinisch ,,quot erat demonstrandum®
— verstanden. Die Abkiirzung ,,qed” hingegen ist in der Mathematik heute sehr aus
der Mode gekommen.

Mit Hilfe von Wahrheitstabellen kann man auch komplexere Resultate iiber Ver-
kniipfungen von mehreren Aussagen beweisen. Die folgenden vier Propositionen ent-
halten einige solcher Aussagen.

Proposition 1.2.10 (De Morgansche Regeln fiir die Verneinung von Konjunktionen
und Disjunktionen). Seien A, B beliebige Aussagen.

(a) Die Aussage ~(A A B) hat immer denselben Wahrheitswert wie (—A) V (-B).
(b) Die Aussage —(AV B) hat immer denselben Wahrheitswert wie (—A) A (=B).

Es ist wichtig, dass Sie sich in Ruhe iiberlegen, weshalb die Resultat in Propositi-
on 1.2.10 stimmen. Unabhéngig davon muss man die Proposition aber natiirlich auch
beweisen, wobei man nur die Definitionen der logischen Verkniipfungen verwendet.
WEeil dies mit Hilfe von Wahrheitstabellen sehr einfach moglich ist, besprechen wir
hier nur exemplarisch den Beweis von Teil (a). Um mit dem Konzept der Wahrheits-
tabelle vertraut zu werden, sollten Sie selbst versuchen, Teil (b) zu beweisen.

12Manche Autorinnen und Autoren verwenden stattdessen z.B. auch eine Raute.
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Beweis von Proposition 1.2.10(a). Fiir die moglichen Wahrheitswerte der Aussagen
A, B gibt es insgesamt vier Moglichkeiten. Mit Hilfe der Definitionen 1.2.5 und 1.2.7
kénnen wir somit die folgende Wahrheitstabelle ausfiillen:

A B‘A/\B‘ﬂ(A/\B)‘—'A ﬂB‘(ﬁA)V(ﬂB)
ww w f f f f
w f f W f A4 W
f w f w w f w
f f f w w W w

Die Wahrheitswerte fiir A A B sowie fiir die Aussage —A und die Aussage —B haben
wir hier nur als Zwischenergebnisse eingefiigt, um daraus die Wahrheitswerte der
Aussage =(A A B) und der Aussage (—A) V (=B) zu bestimmen, die uns eigentlich
interessieren.

Wie Sie in der Tabelle erkennen konnen, hat die Aussage ~(A A B) immer den-
selben Wahrheitswert wie die Aussage (—A) V (—B). Somit ist die Behauptung von
Proposition 1.2.10(a) bewiesen. O

Proposition 1.2.11 (Kommutativ-Gesetz fiir Konjunktion und Disjunktionen). Sei-
en A, B beliebige Aussagen.

(a) Die Aussage AN\ B hat immer denselben Wahrheitswert wie B N\ A.
(b) Die Aussage AV B hat immer denselben Wahrheitswert wie B V A.
(c) Die Aussage AV B hat immer denselben Wahrheitswert wie BV A.

Genau wie Proposition 1.2.10 kann man auch Proposition 1.2.11 mit Hilfe von
Wahrheitstabellen beweisen. Wir verzichten darauf, diese Tabellen hier alle anzuge-
ben.

Proposition 1.2.12 (Assoziativ-Gesetz fiir Konjunktion und Disjunktionen). Seien
A, B, C beliebige Aussagen.

(a) Die Aussage (AN B)AC hat immer denselben Wahrheitswert wie AN (BAC).
(b) Die Aussage (AV B)V C hat immer denselben Wahrheitswert wie AV (BV C).
(c) Die Aussage (AV B)V C hat immer denselben Wahrheitswert wie AV (BV C).

Auch hier lasst sich der Beweis einfach mit Hilfe von Wahrheitstabellen fiihren.
Weil in Proposition 1.2.12 drei Aussagen A, B,C vorkommen (statt wie bisher nur
zwei) geben wir den Beweis fiir Teil (a) noch einmal explizit an. Die Beweise der
anderen beiden Aussagen konnen Sie, wenn Sie mochten, selbst fiihren.

Beweis von Proposition 1.2.12(a). Es gibt insgesamt acht Moglichkeiten, wie die Wahr-
heitswerte von A, B, C' lauten kénnen. Wir gehen alle acht Méglichkeiten in der fol-
genden Tabelle durch:
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A B C|AANB | (AANB)ANC | BAC | AN(BACQ)
w W W w w w w
w w f w f f f
w f w f f f f
w f f f f f f
f w w f f w f
f w f f f f f
f f w f f f f
f £ f f f f f
Also besitzen (AAB)AC und AA(BAC) tatsiachlich immer dieselben Wahrheitswerte.

O

Weil (AA B)AC und AA (B AC) immer dieselben Wahrheitswerte besitzen!
ist es also nicht wichtig, wo wir die Klammern setzen. Deshalb ist es Konvention,
die Klammern auch einfach ganz wegzulassen, und stattdessen die Aussage mit den
Wabhrheitswerten von (A A B) A C (bzw. AA (B AC)) als AA B AC zu notieren. '

Proposition 1.2.13 (Distributivgesetze fiir Konjunktion und Disjunktion). Seien
A, B, C beliebige Aussagen.

(a) Es hat (AV B) A C immer denselben Wahrheitswert wie (ANC)V (B AC).
(b) Es hat (AN B)V C immer denselben Wahrheitswert wie (AV C) A (BV C).

Auch hier erfolgt der Beweis, wie bei Proposition 1.2.12, iiber Wahrheitstabel-
len. Da ist nicht allzu sehr aufschlussreich ist, fertig ausgefiillte Tabellen zu lesen,
verzichten wir darauf, die Tabellen hier alle aufzufithren. Wie oben gilt stattdessen:
Wenn Sie wissen mochten, weshalb die Proposition stimmt, kénnen Sie die Wahr-
heitstabellen selbst erstellen und somit die Proposition beweisen.!®

Zum Abschluss dieses Abschnitts noch zwei Bemerkungen {iber die bisher gefiihr-
ten Beweise:

Bemerkungen 1.2.14. (a) Die bisher gefiihrten Beweise fanden Sie vielleicht, ob-
gleich iiberzeugend, nicht besonders aufschlussreich oder interessant — Tabellen
auszufiillen ist eine nicht besonders kreative Tatigkeit. Sie kénnen aber unbe-
sorgt sein: Die grofte Mehrzahl der Beweise, die Sie ab sofort sehen werden, hat
mit dem Ausfiillen von Tabellen nichts (oder sehr wenig) zu tun.

Genau gesprochen handelt es sich bei der oben verwendeten Methoden um eine
bestimmte Beweistechnik, ndmlich um Fallunterscheidungen: Wenn man

13Spster werden wir fiir diese Eigenschaft iibrigens noch einen speziellen Begriff einfithren: Wir
werden zwei Aussagen Aquivalent nennen, wenn Sie dieselben Wahrheitswerte besitzen.

1 Ebenso kann man dann auch fiir noch mehr als nur drei Aussagen vorgehen. Darauf gehen wir
aber an dieser Stelle erst mal nicht weiter ein, weil es nicht wirklich zu neuen Einsichten fiihrt.

5Versuchen Sie das ruhig einmal, zumindest fiir eine oder zwei der Propositionen! Sie sollen ja
kritisch sein und nicht einfach alles glauben, was Ihnen im Manuskript oder in der Vorlesung erzihlt
wird!
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weif, dass nur eine bestimmte Anzahl an Féllen auftreten kann (z.B. kénnen
im Beweis von Proposition 1.2.12(a) nur acht Félle fiir die Wahrheitswerte
von A, B,C auftreten), dann kann man all diese Félle einzeln durchgehen,
und sehen, was in jedem Fall jeweils passiert. In den obigen Beweisen war
es besonders leicht, in jedem Fall zu sehen, was passiert: Wenn man némlich
die Wahrheitswerte aller gegebenen Aussagen kennt, dann kann man daraus
recht mechanisch auch die Wahrheitswerte von zusammengesetzten Aussagen
bestimmen.!6

Sie werden schon bald noch weitere niitzliche Beweistechniken kennenlernen,
und Fallunterscheidungen werden nur noch ab und zu vorkommen.

(b) Grundsétzlich werden alle Beweise, egal wie sie im Detail ausgestaltet sind,
darauf beruhen, korrekte logische Schlussfolgerungen zu ziehen: Ein ,korrekte
logische Schlussfolgerung zu ziehen* bedeutet hierbei, dass man eine Aussage
gegeben hat, und im néchsten Schritt eine Aussage angibt, die immer richtig
ist, falls die vorangehende Aussage richtig ist.

Um dies effizient und fehlerfrei zu tun, muss man sicher mit Aussagen und
deren Verkniipfungen umgehen. Man kann den Inhalt dieses Abschnitts al-
so, wenn man mochte, als ein wenig ,,meta-mathematisch betrachten: Wir
mochten im Rest der Vorlesung (wéhrend des ganzen Semesters) gerne ver-
schiedenste mathematische Resultate beweisen. Dazu miissen wir sicher mit
Aussagen umgehen kénnen, und deshalb haben wir hier zuerst einige Dinge
iiber Aussagen selbst bewiesen.

In Abschnitt 1.4 bauen wir die Aussagenlogik noch weiter aus, indem wir dort
iiber quantifizierte Aussagen sprechen.

1.3 Mengen und Tupel

Wie Sie schon wissen, méchten wir in der Mathematik Aussagen {iber mathematische
Objekte beweisen. Die einfachsten mathematischen Objekte, die Ihnen vielleicht ein-
fallen, sind vermutlich Zahlen (z.B., ganze Zahlen, rationale Zahlen, reelle Zahlen).

Es gibt aber noch zahlreiche weitere mathematische Objekte, und es ist ein wichti-
ges Grundprinzip in der Mathematik, dass man aus bekannten Objekten neue Objek-
te baut, in dem man zum Beispiel mehrere Objekte zu einem Objekt zusammenfasst.
In diesem Abschnitt besprechen wir zwei Moglichkeiten, um dies zu tun: Mengen
und Tupel.

%Dass wir die Fallunterscheidungen in Tabellenform aufgeschrieben haben, liegt einfach daran,
dass dies fiir die Bestimmung der Wahrheitswerte von Aussagen am iibersichtlichsten ist. Auch im
weiteren Verlauf der Vorlesung und IThres Studiums werden Thnen immer wieder einmal Beweise per
Fallunterscheidung begegnen — allerdings sind die einzelnen Fille dann meist komplizierter als nur
eine einzelne Zeile von Wahrheitswerten, und deshalb werden solche Beweise dann meist nicht mehr
in Tabellenform aufgeschrieben.

11



1. GRUNDLEGENDE KONZEPTE IN DER MATHEMATIK

Was ist eine Menge?

Wenn Sie im Supermarkt eine Gurke, eine Flasche Bier, eine Packung Chips und
eine Melone kaufen, haben Sie vermutlich Schwierigkeiten, diese einzeln nach Hause
zu tragen. Eine bewédhrte Moglichkeit, dies zu 16sen, besteht darin, all Ihre Einkéufe
in eine Tiite (oder einen Korb oder einen Rucksack) zu packen und somit nur noch
ein Objekt transportieren zu miissen statt vier einzelne Objekte. Kurzum: Sie fassen
mehrere Objekte zu einem Objekt zusammen, indem Sie eine Art von Hiille um die
Objekte legen.

Dasselbe tun wir nun in der Mathematik: Wir fassen mehrere Objekte zu einem
neuen Objekt zusammen. Das zusammengefasste Objekt bezeichnen wir dann als
Menge, in die einzelnen Objekte, die wir ,,hineingelegt haben, bezeichnen wir als
Elemente der Menge.

Wie in Threr Einkaufstiite ist es dabei nicht von Belang, in welcher Reihenfolge Sie
die Objekte in die Tiite legen.!” Es gibt allerdings einen entscheidenden Unterschied
zwischen der Einkaufstiite und einer Menge: In einer Menge verlangt man, dass
jedes Element der Menge dort hochstens einmal vorkommt,'® wihrend Sie in eine
Einkaufstiite durchaus zwei Flaschen Bier derselben Sorte legen kénnen.

Was wir oben beschrieben haben, wird in der folgenden klassischen Definition
des Begriffs Menge, die von Georg Cantor!® stammt, kanpp zusammengefasst:

Definition 1.3.1 (Mengendefinition nach Cantor). Eine Menge M ist eine Zu-
sammenfassung bestimmter, wohlunterschiedener Objekte unserer Anschauung oder
unseres Denkens (welche die Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen.

Die Reihenfolge, in der die Objekte zusammengefasst werden, spielt hierbei keine
Rolle.?Y

Das Wort ,,wohlunterschiedene in der Definition stellt klar, dass jedes Element
nur einmal in der Menge M auftreten darf.

Ein Problem bei dieser Definition ist, dass nicht gekldrt wird, war genau man
unter einer ,,Zusammenfassung” versteht, und ob es wirklich immer widerspruchsfrei
moglich ist, beliebige Objekte zu einem neuen Objekt zusammenzufassen. Deshalb
wurde spéter eine formale Mengenlehre entwickelt, die sich dieser Probleme annimmt
und die viel préziser ist. Diese formale Mengenlehre ist aber viel zu abstrakt um sie
im ersten Semester zu besprechen, und in vielen mathematischen Teilgebieten reicht
obige Definition im Arbeitsalltag meist aus.

"Nun gut, vielleicht méchten Sie die Chips nicht ganz nach unten legen — aber lassen Sie uns
dies hier einfach ignorieren.

¥Manchmal kann es auch interessant sein, ein Objekt mehrmals zuzulassen — dafiir gibt es
das Konzept der sogenannten Multimenge. Allerdings kommen Multimengen im mathematischen
Alltag viel seltener vor als Mengen, und in der Linearen Algebra 1 werden wir Multimengen gar
nicht benstigen.

YCGeorg Cantor (1845 in St. Petersburg — 1918 in Halle) war ein deutscher Mathematiker, der
als Begriinder der Mengenlehre gilt.

20Genau genommen stammt der erste Absatz in der Definition von Cantor; den zweiten Absatz
haben wir hier hinzugefiigt, um Missverstdndnisse auszuschliefsen.
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Um eventuelle Widerspriiche auszuschlieffen, wollen wir Definition 1.3.1 noch um
folgende Vereinbarung ergénzen:

Vereinbarung 1.3.2. Wir vereinbaren, dass die ,Zusammenfassung bestimmter,
wohlunterschiedener Objekte zu einer Menge nur dann moglich ist, wenn sicherge-
stellt ist, dass von jedem mathematischen Objekt entschieden werden kann, ob es
ein Element der Menge ist, oder nicht.

Um zusagen, dass ein Objekt z Element einer Menge M ist, benutzen wir die
Notation

x € M,

man spricht dies beim Vorlesen folgendermafen aus: ,,x Element M*. Um hingegen
zu sagen, dass ein Objekt x nicht Element einer Menge ist, benutzen wir die Notation

x & M;
dies spricht man beim Vorlesen folgendermafien aus: ,,x nicht Element M*.

Wenn Sie sich nun Definition 1.2.1 noch einmal durchlesen, dann sehen Sie: Wenn
M eine Menge ist und x irgendein Objekt, dann ist ,z € M* eine Aussage. Ebenso
ist ,,x € M*“ eine Aussage — namlich die Verneinung der vorangehenden Aussage;
anders gesagt hat , o ¢ M* immer denselben Wahrheitswert wie ,,—(z € M)“.

Einige Mengen, deren Elemente bestimmte Zahlen sind, kommen in der Mathe-
matik so haufig vor, dass man eigene Symbole fiir sie einfiithrt und durchgéngig
benutzt. Sie kennen viele dieser Mengen und deren Symbole vermutlich bereits aus
der Schule — aber der Vollstandigkeit halber wiederholen wir sie hier noch einmal
kurz:

Notation 1.3.3.
(a) Mit Z bezeichnen wir die Menge der ganzen Zahlen.?!

(b) Mit N bezeichnen wir die Menge aller ganzen Zahlen, die grofer oder gleich 0
sind.
Wir nennen N die Menge der natiirlichen Zahlen.

(c) Mit N* bezeichnen wir die Menge der ganzen Zahlen, die grofer oder gleich 1
sind.

21 An dieser Stelle sehen Sie, dass wir mathematisch nicht komplett von vorne beginnen: An
einigen Stellen setzen wir Wissen aus der Schule voraus, zum Beispiel ein intuitives Verstédndnis,
was die ganzen Zahlen, die rationalen Zahlen und die reellen Zahlen sind, und was es bedeutet, dass
eine Zahl grofer oder grofer gleich ist als eine andere Zahl.

Fiir all diese Zahlenmengen und deren Eigenschaft kann man prézise angeben, wie Sie definiert
sind — dies erfordert jedoch einiges an Zusatzaufwand und gehort thematisch nicht zur Linearen
Algebra 1. Méglicherweise werden Sie in der Vorlesung Analysis 1 ansprechen, wie man z.B. die
reellen Zahlen konstruieren kann, und welche axiomatischen Eigenschaften sie besitzen.

13



1. GRUNDLEGENDE KONZEPTE IN DER MATHEMATIK

(d) Mit Q bezeichnen wir die Menge aller rationalen Zahlen.?
(e) Mit R bezeichnen wir die Menge der reellen Zahlen.

Bemerkung 1.3.4. Bzgl. des Begriffs natiirliche Zahlen herrscht Uneinheitlich-
keit in der Literatur: Manche Autorinnen und Autoren verwenden dieselbe Nomen-
klatur wie in diesem Manuskript, d.h., sie setzen N := {0,1,2,...} und N* =
{1,2,...}, und nennen die erstgenannte Menge die natiirlichen Zahlen. Andere
hingegen setzen Ny := {0,1,2,...} and N := {1,2,...} und nennen die letztgenann-
te Menge die natiirlichen Zahlen. Wenn Sie etwas in einem Buch oder Manuskript
nachlesen, ist es also wichtig darauf zu achten, wie die natiirlichen Zahlen dort defi-
niert sind, und welches Symbol hierfiir benutzt wird.

Methoden zur Beschreibung von Mengen

Definition 1.3.1 und Vereinbarung 1.3.2 sagen uns zwar, was wir unter einer Menge
verstehen — aber um mit Mengen zu arbeiten, braucht man auch Moglichkeiten um
Mengen effizient aufzuschreiben.

Dazu gibt es in der Mathematik mehrere Moglichkeiten, die im folgenden aufge-
zahlt werden:

Vereinbarung 1.3.5 (Beschreibung von Mengen). (a) Eine Menge, die nur end-
lich viele Elemente besitzt, kann man beschreiben, indem man alle Ihre Ele-
mente aufzihlt.?3

(b) Man kann eine Menge (egal ob sie endlich oder unendlich viele Elemente be-
sitzt) beschreiben, in dem man Bedingungen angibt, die ein Objekt erfiillen
muss, um Element der Menge zu sein.

(c) Man kann eine Menge (egal ob sie endlich oder unendlich viele Elemente be-
sitzt) beschreiben, in dem man eine Regel angibt, nach der alle ihre Elemente
konstruiert werden.2

Einige Beispiele fiir die Moglichkeit (b) haben Sie bereits in Notation 1.3.3 gese-
hen, denn zum Beispiel kann man die dort verwendete Formulierung ,Mit Z bezeich-
nen wir die Menge der ganzen Zahlen“ auch ewas ausfiihrlicher schreiben als ,Mit Z
bezeichnen wir die Menge aller Objekte, die eine ganze Zahl sind.”

Jedes der drei Moglichkeiten in Vereinbarung 1.3.5 kann man auf verschiedene
Weise umsetzen, zum Beispiel indem man eine geeignete natiirlichsprachliche For-
mulierung verwendet oder indem man die in der Mathematik sehr iibliche Notation

227ur Erinnerung: Eine Zahl heift rational, wenn man sie als Bruch schreiben kann, wobei der
Zahler eine ganze Zahl und der Nenner eine von Null verschiedene ganze Zahl ist.

23Fiir Mengen mit sehr vielen Elementen ist das aber manchmal #uRerst unpraktisch, und fiir
Mengen mit unendlichen vielen Elementen geht es gar nicht.

24Tm nichsten Abschnitt, 1.4, werden Sie sehen, dass Méglichkeit (c¢) im Grunde ein Spezialfall
von Moglichkeit (b) ist.
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mit geschweiften Klammern verwendet. Das lasst sich am einfachsten anhand eines
Beispiels demonstrieren:

Beispiel 1.3.6. Die folgenden Formulierungen beschreiben jeweils dieselbe Menge
M:

(a) Aufzihlen der Elemente:
e Natiirlichsprachliche Formulierung:
,Es sei M die Menge, deren Elemente die Zahlen 2, 4 und 6 sind.“
e Notation mit geschweiften Klammern:
wEssei M ={2,4,6}.“

(b) Angeben von Bedingungen, die Objekte erfillen missen, um Elemente von M
Zu sein:

e Natiirlichsprachliche Formulierung:

s sei M die Menge aller ganzen Zahlen, die gerade sind, und die
grofser oder gleich 2 und kleiner oder gleich 6 sind.*

e Natiirlichsprachliche Formulierung, etwas knapper: Dieses Mal driicken
.25

wir uns etwas kiirzer aus, indem wir eine Variable verwenden:
»Es sei M die Menge aller Objekte z, die die folgenden Bedingungen
erfiillen: z € Z und z ist gerade und 2 < z < 6.4

e Notation mit geschweiften Klammern:
wEssei M ={z| z€Z und z ist gerade und 2 < z < 6}.

Den Strich ,,| “ liest man hier als ,mit den Eigenschaften oder ,,welche
die folgenden Figenschaften erfiillen“. Die gesamte Beschreibung von M
kann man z.B. folgendermafsen lesen:

,Es sei M die Menge aller Objekte z, welche die folgenden Eigenschaften
erfiillen: z ist in Z, und z ist gerade, und 2 < z < 6.

e Notation mit geschweiften Klammern, noch knapper: Wir driicken uns
noch etwas kiirzer aus, indem wir die Symbole zur Verkniipfungen von
Aussagen verwenden, die wir im vorangehenden Abschnitt 1.2 besprochen
haben:

sEssei M ={z| 2€Z AN zistgerade AN 2<z<6}"

25Mehr Informationen zu Variablen folgen zu Beginn des Abschnitts 1.4.
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e Notation mit geschweiften Klammern, nochmals effizienter: Wir verkiirzen
die Schreibweise ein wenig mehr, in dem wir die Bedingung .,z € Z* vor
den Strich | schreiben:

wEssel M ={z€Z| zist gerade A 2<z<6}."

Anschaulich kann man diese Notation so lesen, dass die Elemente von M
diejenigen Elemente aus einer anderen Menge — in diesem Fall Z — sind,
welche die nach dem Strich | folgenden Bedingungen erfiillen.

Man kann diese Beschreibung von M zum Beispiel folgendermafen aus-
sprechen: , Es sei M die Menge aller Elemente z von Z, welche die folgen-
den Eigenschaften erfiillen: z ist gerade, und 2 < z <6.“

(c) Angeben einer Regel um die Elemente von M zu konstruieren:
e Natiirlichsprachliche Formulierung:

»Es sei M die Menge der Zahlen, die man erhélt, indem man alle ganzen
Zahlen, die grofser oder gleich 1 und kleiner oder gleich 3 sind, mit 2
multipliziert.®

e Notation mit geschweiften Klammern:
JEssel M ={2y| yeZ N 1<y<3}.

Diese Notation kann man zum Beispiel folgendermafien aussprechen: , Es
sei M die Menge aller Objekte von der Form 2y, wobei folgendes gilt:
yeZand 1 <y <34

Das korrekte Beschreiben von Mengen ist fiir alles, was in dieser Vorlesung folgt
— und auch fiir jede weitere Mathematikvorlesung — absolut essentiell. Beim Uben
sollten Sie die folgende Bemerkung beachten.

Bemerkung 1.3.7. In Beispiel 1.3.6 ist fiir die verschiedenen Notationsmoglich-
keiten jeweils angegeben, wie Sie diese Aussprechen kénnen (und diese lésst sich
natiirlich auch auf verschiedene Weise variieren).

Uben Sie auf jeden Fall, Mengen nicht nur zu lesen und aufzuschreiben, sondern
auf jeden Fall auch vorzulesen. Dies wird Ihre Intuition fiir den Umgang mit Men-
gen stirken, und es wird Ihnen regelméfig ins Gedéchtnis rufen, dass auf dem Blatt
Papier oder Computerbildschirm vor Thnen nicht irgendein Symbol-Salat steht, son-
dern Dinge mit einer ganz konkreten Bedeutung, die man auch natiirlichsprachlich
formulieren kann.26

Wichtig: Man kann — und soll! — die mathematische Beschreibung einer Menge
immer so vorlesen, dass das, was man sagt, ein grammatisch sinnvoller Satz in der

26Wenn Sie mit Kommilitoninnen und Komilitonen iiber die Vorlesunginhalte und Ubungsauf-
gaben diskutieren (was Sie auf jeden Fall tun sollten!), sollten Sie aus demselben Grund ebenfalls
eine Kombination aus Aufschreiben und miindlicher Diskussion wéhlen.
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verwendeten Sprache (in Ihrem Fall vermutlich: Deutsch) ist. Mathematische Nota-
tion so vorzulesen, dass Sie grammatisch sinnvolle Sétze sagen, ist wichtig, damit Thr
Gegeniiber Sie verstehen kann, und damit Sie sicher sind, dass Sie das Vorgelesene
selbst verstehen. Uben Sie deshalb das Vorlesen von Mengen unbedingt solange, bis
Sie dies stets in vollstdndigen und grammatisch richtigen Sétzen tun!

Als ein weiteres wichtiges Beispiel erwdhnen wir noch die leere Menge:

Beispiel 1.3.8 (Leere Menge). Die Menge, die gar kein Element enthélt, bezeichnet
man als leere Menge. Man notiert sie hidufig mit dem Symbol ().

Auch diese Menge kann man mithilfe von geschweiften Klammern aufschreiben,
indem man alle Elemente dieser Menge zwischen den geschweiften Klammern auf-
zahlt: Mit dieser Schreibeweise erhiilt man die Notation {} fiir die leere Menge.2”

Beziehungen zwischen Mengen

Weil wir sehr viel mit Mengen arbeiten werden und dabei keine Missverstédndnisse zur
Bedeutung bestimmter Begriffe aufkommen lassen wollen, wollen wir im folgenden
kldren, wann genau wir zwei Menge als gleich auffassen:

Definition 1.3.9 (Gleichheit von Mengen). Zwei Mengen Mj, Ms heifien gleich,
falls sie genau die gleichen Elemente haben.

Wir verwenden die Notation M; = My um auszudriicken, dass die Mengen M;
und Ms gleich sind und die Notation M7 # My um auszudriicken, dass M7 und M,
nicht gleich sind.

Fir zwei Mengen My, My ist ,My = M5 also ein Aussage; ihre Verneinung
»—(My = M) ist genau die Aussage My # Mo.

Beispiele 1.3.10. (a) Es gilt {7,—1,7} = {—1, 7,7} (denn die Reihenfolge der
Elemente spielt fiir eine Menge keine Rolle.?

(b) Esgilt {neN| 5<n<8}=1{56,7,8}.
(c) Esgilt {k€Z| k? =9} # {3}.2
(d) Bsgilt {} # {{}}.%

Neben der Gleichheit der Mengen sind auch noch Teilmengenbeziehungen?! zwi-
schen Mengen von grofer Bedeutung. Diese sind folgendermafsen definiert:

?"Die beiden Schreibweise () und {} fiir die leere Menge sind beide gebréuchlich, allerdings ist ()
erfahrungsgemaéfs verbreiteter.

28Giehe Definition 1.3.1.

29Denn die Menge auf der linken Seite besteht aus den Elementen 3 und —3.

30Denn die Menge auf der linken Seite hat kein Element, wihrend die Menge auf der rechten
Seite das Element {} besitzt.

Wichtig um das zu verstehen, ist die Beobachtung, dass die leere Menge {} nicht ,nichts* ist,
sondern ein mathematisches Objekt: ndmlich eine Menge, die nichts enthélt.

31Die man oft auch Inklusionen nennt.
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Definition 1.3.11 (Teilmengen und Obermengen). Eine Menge M heifit Teilmen-
ge von Mo, falls jedes Element von M; auch ein Element von Ms ist. In diesem Fall
nennt man Ms auch Obermenge von Mj.

Um auszudriicken, dass M; Teilmenge von Ms ist, verwenden wir die Notation
My C Ms oder, alternativ, die Notation My D Mj.

Ahlich wie zuvor schreiben wir My ¢ M, (oder My 2 M) als Abkiirzung fiir die
Aussage —(M; C My).

Bemerkung 1.3.12. Mit diesen Begriffsbildungen folgt fiir alle Mengen Mj, Mo
sofort die folgende Beobachtung: Die Aussage M; = My ist gleichbedeutend mit der
Aussage M1 C My A My DO M.

Beispiele 1.3.13. (a) Es gilt {1,3} C {3,2,1}, aber {3,2,1} £ {1, 3}.
(b) Es gilt {3,5}  {—3,10} und {-3,10} Z {3,5}.
(¢) Fiir jede Menge M gilt M D ().
(d) Fiir jede nicht-leere Menge M gilt M ¢ .
(¢)
(f) Es gilt {2} C {2,{2,3}}, aber {2,3} Z {2,{2,3}}.%°

Es gilt () C ().32

Mengenoperationen

Aus gegebenen Mengen kann man neue Mengen bauen — unter anderem folgender-
mafsen:

Definition 1.3.14 (Durchschnitt, Vereinigung und Differenz zweier Mengen). Seien
L, M Mengen.

(a) Die Menge LN M =={x| = € L N x € M} heift der Durchschnitt von L
und M 34

(b) Die Menge LUM ={z | = € L V x € M} heift die Vereinigung von L und
M.

(c) Die Menge L\ M :={z| x € L N x ¢ M} heift die mengentheoretische
Differenz — oder kiirzer die Differenz — von L und M.

32Weil ja sogar 0 = 0 gilt.

*Denn die Menge {2, {2,3}} hat nur die beiden Elemente 2 und {2, 3}.

34Das Gleichheitszeichen mit Doppelpunkt auf einer Seite benutzt man in der Mathematik haufig;
es bedeutet: Das Objekt auf der Seite des Gleichheitszeichen, wo der Doppelpunkt steht, wird
definiert als das Objekt auf der anderen Seite des Gleichheitszeichens. Die Verwendung dieses
Symbols ergibt natiirlich nur Sinn, wenn das Objekt auf der Seite, wo der Doppelpunkt steht,
bisher noch nicht definiert ist.

18



1.3. Mengen und Tupel

Die obenstehenden Mengenoperationen wurden alle mit Hilfe der logischen Ver-
kniipfungen definiert, die Sie bereits aus Abschnitt 1.2 kennen. In diesem Abschnitt
hatten wir mithilfe von Wahrheitstabellen verschiedene Eigenschaften fiir die Ver-
kniipfungen von Aussagen bewiesen. Diese Eigenschaften kénnen wir nun verwenden,
um interessante Eigenschaften von Mengenoperationen zu beweisen.

Als ein erstes einfaches Beispiel zeigen wir, dass die Durchschnittsbildung zweier
Mengen kommutativ ist:

Proposition 1.3.15. Seien L, M Mengen. Dann gilt LN M = M N L.

Beweis. Um die Proposition zu beweisen, verwenden wir die Beobachtung aus Be-
merkung 1.3.12. Es geniigt demnach, wenn wir die beiden Inklusionen ,. N M C
MNLund ,,LNM D M N L* beweisen.

,C Um die Inklusion ,L N M C M N L“ zu zeigen, miissen wir laut Definiti-
on 1.3.11 beweisen, dass jedes Element von L N M auch ein Element von M N L
ist.

Sei also x ein beliebiges Element von L N M. Dann gilt laut Definition 1.3.14(a)

relL N xeM.
Aus Proposition 1.2.11(a) wissen wir, dass dann auch die Aussage
xreM AN zel

wahr ist. Dies bedeutet laut Definition 1.3.14(a), dass @ € M N L ist.

.2 Der Beweis der umgekehrten Inklusion ,,L N M C M N L“ ist sehr #hnlich:3®
Laut Definition 1.3.11 miissen wir, um diese Inklusion zu beweisen, zeigen, dass jedes
Element von M N L auch ein Element von L N M ist.

Sei also x ein beliebiges Element von M N L. Dann gilt laut Definition 1.3.14(a)
die Aussage.

reM N zel.

Somit ist laut Proposition 1.2.11(a) auch die Aussage
rel NzxeM

wahr. Dies bedeutet geméf Definition 1.3.14(a), dass € L N M ist. O

Mithilfe der Resultate aus Abschnitt 1.2 kann man noch viele weitere Regeln fiir
Durchschnitt, Vereinigung und Differenz von Mengen beweisen. Darauf kommen wir
in den Ubungen zuriick.

35Wir werden aber schon bald Beweise von Mengengleichheiten fithren, in denen die beiden
Inklusionen auf sehr verschiedene Weise bewiesen werden.
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Tupel und kartesische Produkte

Sie haben bereits gelernt, dass Mengen in der Mathematik genutzt werden, um meh-
rere Objekte zu einem Objekt zusammenzufassen — wobei jedes der Objekte, die
zusammengefasst werden, nur einmal in der Menge auftauchen darf, und die Reihen-
folge der Objekte beim Zusammenfassen keine Rolle spielt.

In diesem Abschnitt besprechen wir, die entgegengesetzte Situation: Wir fassen
mehrere Objekte zu einem neuen Objekt zusammen, wobei wir aber die Reihenfolge
beachten wollen und wobei ein Objekt auch mehrmals vorkommen darf. Aufserdem
wollen wir uns in diesem Abschnitt darauf beschrinken, nur endlich viele Objekte
zusammenzufassen.36

Definition 1.3.16 (Tupel). (a) Die Zusammenfassung endlich vieler Objekte (wo-
bei auch einige oder alle dieser Objekte gleich sein diirfen) in einer bestimmten
Reihenfolge zu einem einzelnen Objekt bezeichnet man als Tupel. Die so zu-
sammengefassten Objekte heiffen Eintrage des Tupels.

(b) Zur Notation eines Tupels verwenden wir runde Klammern, innerhalb derer
die Eintrage in entsprechender Reihenfolge aufgezahlt werden. Ist = ein Tupel,
so bezeichnen wir mit x; den ersten Eintrag des Tupels, mit xo den zweiten
Eintrag, und so weiter (wobei der Index nicht grofer sein darf als die Anzahl
der Eintriage des Tupels).

(¢) Zwei Tupel z und y heifen gleich, falls die Anzahl Threr Eintrége die gleiche
Zahl n € N ist, und falls fiir jede natiirliche Zahl k zwischen 1 und n gilt:

Tp = Yk

Wir verwenden die Notation x = y um zu sagen, dass zwei Tupel x und y
gleich sind, und wir verwenden erneut die Notation = # y als Abkiirzung fiir
die Aussage —=(z = y).

Konkret schreibt man die Objekte, aus denen ein Tupel besteht, innerhalb der
runden Klammern oft von links nach rechts auf und trennt sie durch Kommata. Eine
héufig gebrauchte Alternative, die manchmal iibersichtlicher ist, besteht darin, die
Eintrdge von oben nach unten aufzuzdhlen. Zum Beispiel konnten wir das Tupel
(5,7,5) auch in der Form

36Man kann natiirlich auch unendlich viele Objekte auf diese Weise zusammenzufassen; es ist
aber schwieriger, dies sauber aufzuschreiben — insbesondere, weil man darauf achten muss, was bei
unendlich vielen Objekten mit dem Begriff ,Reihenfolge” {iberhaupt gemeint ist. Wir kommen in
Abschnitt 1.5 hierauf zuriick.
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schreiben, und meinen damit dasselbe.3”
Es folgen ein paar Beispiele:

Beispiel 1.3.17. Die Tupel
(57 T‘—? 5)7 (57577T)7 (57 57 7r7 5)7 ()

sind alle verschieden. Das letztgenannte ist Tupel mit Null Eintragen, das sogenannte
leere Tupel. Es gilt beispielsweise

(57777 5)1 — 5; (5577-75)2 =T, (5577-75)3 — 57
wahrend (5,7, 5)4 nicht definiert ist, weil das Tupel (5,7, 5) nur drei Eintrége hat.

Tupel erméglichen die &uferst niitzliche Begriffsbildung des kartesischen Produk-
tes von Mengen. Kartesische Produkte von R mit sich selbst werden spater eines der
héufigsten Beispiele in der Vorlesung sein.

Definition 1.3.18 (Kartesisches Produkt). (a) Sei n € N und seien My,..., M,
Mengen.?® Die Menge

My x - x M, := {(:L’l,...,xn) ‘ Tz €M N--- A $n€Mn}
nennt man das kartesische Produkt der Mengen My, ... M,.
(b) Sei n € N und sei M eine Menge. Dann verwendet man die Abkiirzung

MM i=Mx---xM
—_—
n Faktoren

fir das n-fache kartesische Produkt mit sich selbst.

Die vorangehende Definition wirkt auf den ersten Blick sehr abstrakt; sie wird
aber deutlich klarer, wenn man sich einige einfache Beispiele ansieht:

Beispiele 1.3.19. (a) Sei L = {5,6} und M = {—2,—1,0}. Dann gilt
Lx M ={(5-2), (5,-1), (5,0), (6,—-2), (6,-1), (6,0)}.

(b) Es ist R2 = {(:Ul,l'Q) | 1 €ER A x9 € R}.

Die Menge R? kann man geometrisch interpretieren; dies besprechen wir auf
dem dritten Ubungsblatt genauer.

3THier aber schon einmal eine Vorwarnung: Die Sache wird etwas subtiler werden, wenn wir in
Abschnitt 4.2 sogenannte Matrizen einfiihren — denn dann werden wir tatsdchlich sauber unterschei-
den miissen, ob wir die Eintrdge nebeneinander oder {ibereinander schreiben. Im Moment braucht
uns das aber noch nicht zu kiimmern.

3%Von diesen Mengen diirfen auch mehrere gleich sein. Dies ist eine generelle Regel in der Ma-
thematik: Wenn man mehrere Objekte mit verschiedenen Namen aufzéhlt, ist trotzdem zugelassen,
dass manche dieser Objekte gleich sind — es sei denn, man sagt explizit dazu, dass die Objekte alle
verschieden sein sollen.
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1.4

Quantoren

Variablen

Variablen (oder Platzhalter) werden in der Mathematik verwendet, um nicht nur
Aussagen iiber einzelne mathematische Objekte, sondern iiber viele (oder unendli-
che viele) mathematische Objekte zu treffen. Zur Einstimmung besprechen wir kurz
einige sehr einfache Beispiele:

Beispiele 1.4.1. (a) Sehen Sie sich die folgenden drei (wahren) Aussagen an:

Esgilt (1+1)2 <12 +3-1.
Es gilt (2+1)2<22+3-2. (1.4.1)
Es gilt (3+1)2<3%+3-3.

Diese drei Aussagen kénnen wir komprimierter aufschreiben, indem wir eine
Variable — nennen wir sie zum Beispiel r — verwenden:

Fiir jede Zahl r € {1,2,3} gilt (r +1)> <r®> +3 .. (1.4.2)

Beachten Sie unbedingt, dass der Beginn dieses Satzes, also die Formulierung
,Fir jede Zahl r € {1,2,3}*, benotigt wird um zu erkennen, dass (1.4.2) eine
Kurzfassung von genau den drei Aussagen in (1.4.1) ist.

Mit Hilfe einer binomischen Formel kénnen Sie sich iiberlegen, dass die Aussage
(r+1)? < r?+ 3. r nicht nur fiir » € {1,2,3} stimmt, sondern sogar fiir alle
reellen Zahlen 7, die grofer oder gleich 1 sind.? Um dies kurz und knapp zum
Ausdruck zu bringen, kénnen Sie schreiben:

Fiir jede reelle Zahl + > 1 gilt (r +1)2 <72 +3 -7,

Sie kénnen hier einen grofien Vorteil der Verwendung von Variablen erkennen:
Mit ihrer Hilfe kann man in einem einzigen Satz Aussagen iiber unendlich viele
Objekte formulieren.

Variablen sind nicht nur niitzlich um auszudriicken, dass eine Formel fiir meh-
rere (oder sogar unendlich viele) Objekte gilt; auch wenn Sie etwas ausdriicken
mochten, wozu Sie gar keine Formel benétigen, kénnen Sie — und sollten Sie
héufig auch — Variablen verwenden, um sich moglichst verstdndlich auszu-
driicken. Betrachten Sie zum Beispiel die folgende Geschichte:

,2Nehmen wir an, dass Adrian und Berta jeweils eine Geldsumme an Christina
verschenken. Anschliefend verschenkt Christina das Doppelte der von Adrian
erhaltenen Summe an die Berta und die Halfte der von Berta erhaltene

39Das kénnen Sie so sehen: Wenn r eine reelle Zahl ist, die groRer oder gleich 1 ist, dann gilt
(r+1)?=r*+2r +1 <>+ 2r +r =124 3r.
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Summe an Adrian. Ob Christina dabei insgesamt einen Gewinn oder Verlust
gemacht hat, hingt davon ab, wieviel sie zu Beginn jeweils von Adrian und
Berta erhalten hatte.“

Sind Sie noch dabei? Lassen Sie uns dasselbe noch einmal formulieren, aber
diedes Mal verwenden wir Variablen um die Geldummen zu bezeichnen:

,Nehmen wir an, dass Adrian und Berta Geldsummen s bzw. sg an
Christina verschenken. Anschlieffend schenkt Christina das Doppelte von s4
weiter an Berta und die Hélfte von sp weiter an Adrian. Ob Christina dabei
insgesamt einen Gewinn oder Verlust gemacht hat, hdangt von der Groéfe der

Betrége s4 und sp ab.“

Wir haben beides mal denselben Sachverhalt beschrieben. Der Vorteil der zwei-
ten Formulierung besteht darin, dass man umsténdliche sprachliche Konstruk-
tionen wie ,,das Doppelte der von Adrian erhaltenen Summe" durch einfachere
Formulierungen wie ,,das Doppelte von s4“ ersetzen kann.*°

Eine weitere Beobachtung: Sogar in der ersten Formulierung kommen genau
genommen schon Variablen vor: Fiir den beschriebenen Sachverhalt ist es ja
vollig irrelevant, ob die Personen tatséchlich Adrian, Berta und Christina hei-
fen — wir verstehen intuitiv sofort, dass sich nichts &ndert, wenn wir die Namen
durch andere ersetzen. Solange wir uns nicht auf eine ganze konkrete Situati-
on beziehen, sind also ,,Adrian”, ,Berta“ und ,,Christina“ auch nur Variablen,
die fiir generische Personen stehen. Wir kdnnten stattdessen z.B. auch ,,Person
Pi“, ,Person P und ,,Person P3* schreiben.

In Beispiel 1.4.1 kam die Aussage (r +1)? < r? + 3 - r vor. Laut Definition 1.2.1
konnen wir diesen Ausdruck nur dann als Aussage (7 + 1)? < r? + 3 - r bezeichnen,
wenn feststeht, ob die Ungleichung wahr oder falsch ist. Ob die Ungleichung wahr
oder falsch ist, hangt aber vom Wert von r ab — zum Beispiel ist sie fiir » = 0 falsch!

Deshalb ist es sehr wichtig, dass es sich bei der Ungleichung (r +1)? <72 +3 .7
fiir jede reelle Zahl r um eine eigene Aussage handelt! Fiir r = 4 handelt es sich
beispielsweise um die (wahre) Aussage (4 +1)% < 42 + 3 4; fiir 7 = 0 handelt es sich
um die (falsche) Aussage (0 +1)2 < 0%+ 3-0.

D.h. die Ungleich (r + 1)* < r? + 3 - r ist eine Kurzform fiir unendlich viele
Aussagen, von denen manche wahr und manche falsch sind. Um generell mit solche
Situationen umgehen zu koénnen, ist die folgende Notation niitzlich:

Notation 1.4.2. Wenn wir mehrere Aussagen betrachten, die von einer Variablen
abhéngen, so ist die folgende Notation haufig niitzlich: Wir fassen die Aussagen mit
einem Buchstaben — zum Beispiel A — zusammen und bringen die Abhéngigkeit

4ONoch etwas einfacher wird es natiirlich, wenn man auch Formeln verwendet. Dann kann man
z.B. anstelle von ,,Das Doppelte von s4* einfach ,,2s4* schreiben.
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von der Variablen zum Ausdruck, in dem wir anschliefend die Variablen in runden
Klammern angeben.

Um das zu erldutern, betrachten wir nochmals das zuvor besprochene Beispiel:

Beispiel 1.4.3. Fiir jede reelle Zahl r bezeichnen wir mit die Aussage A(r) die
Aussage ,,(r +1)2 <% + 3 - r“.

Aus Beispiel 1.4.1(b) wissen Sie bereits, dass die Aussage A(r) fiir jede reelle
Zahl r» > 1 wahr ist.

Andererseits ist die Aussage A(r) fiir jede reelle Zahl r < 1 falsch.*!

Folgende Bemerkung ist wichtig, um korrekt mit Aussagen umzugehen, die von
einer Variablen abhéngen:

Bemerkung 1.4.4. Wenn Sie {iber Aussagen sprechen, die von einer Variablen
abhéngen — nennen wir die Variable zum Beispiel z und die Aussage A(z) —, ist es
wichtig, klar zum Ausdruck zu bringen, welche Werte fiir « Sie betrachten. Dies ist
erstens notig, um der Leserin oder dem Leser den richtigen Kontext zu vermitteln;
und zweitens um sicherzustellen, dass A(z) iiberhaupt eine sinnvolle Aussage ist
(egal, ob die Aussage wahr oder falsch ist, zunéchst muss es iiberhaupt eine Aussage
sein).
Lassen Sie uns drei einfache Beispiele hierzu ansehen:

(a) Stellen Sie sich vor, jemand schreibt folgendes auf:

(44

Mit A(z) bezeichnen wir die Aussage ,,% <zt

Es ist im Prinzip gar nicht moéglich, zu verstehen, was genau hier gemeint ist,

denn Sie kénnen als Leserin oder Leser gar nicht wissen, was x iiberhaupt sein
42

soll.

(b) Geringfiigig besser wire es, wenn jemand folgendes schreibt:

Fiir jede reelle Zahl x bezeichnen wir mit A(x) die Aussage ,,% < at.

Nun wissen Sie beim Lesen zumindest, dass x eine reelle Zahl sein soll. Wirklich
Sinn ergibt das ganze trotzdem noch nicht, denn was genau soll mit A(0)
gemeint sein?

Beachten Sie hier unbedingt, dass A(0) nicht etwa falsch ist — es ldsst sich
gar nicht entscheiden, ob A(0) wahr oder falsch ist, denn der Bruch § in der

“Versuchen Sie sich — als eine kleine Aufgabe — herauszufinden, warum A(r) fiir » < 1 falsch ist.

42Tn diesem einfachen Fall konnen Sie mit etwas Fantasie vielleicht noch erraten, dass mit 2 wohl
eine reelle Zahl gemeint ist — aber selbst das ist nicht wirklich klar, und Sie werden schon bald so
viele verschiedene mathematische Objekte kennenlernen, dass es unméglich sein wird, einfach zu
erraten, welcher Typ von Objekt mit einer bestimmten Variable gemeint ist.
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Ungleichung ,,% < 0 ist schlichtweg nicht definiert. Also handelt es sich bei

A(0) gar nicht um eine Aussage.*3

(c) Sinnvoll ist es zum Beispiel, wenn jemand schreibt:
Fiir jede Zahl z € R\ {0} bezeichnen wir mit A(z) die Aussage ,2 < z.

Fiir jede reelle Zahl x, die nicht 0 ist, ist A(x) nun tatséchlich eine Aussage. Die
Aussage A(2) ist zum Beispiel wahr, die Aussage A(%) ist hingegen falsch.%4

Und-Verkniipfung und oder-Verkniipfung beliebig vieler Aussagen:
Der Allquantor und der Existenzquantor

In Definitionen 1.2.5 und 1.2.7 haben wir aus zwei Aussagen durch und-Verkniipfung
bzw. oder-Verkniipfung eine neue Aussage konstruiert. Mit Hilfe von Variablen kon-
nen wir, wie soeben beschrieben, auch iiber unendlich viele Aussagen sprechen. Man
kann auch unendlich viele Aussagen mit einem , und“ bzw. einem ,,oder verkniipfen.
Um dies sprachlich prézise zu machen, benutzt man den sogenannten Allquantor
und den sogenannten Fxistenzquantor:

Definition 1.4.5 (Allquantor und Existenzquantor). Sei M eine Menge, und fiir
jedes x € M sei eine Aussage A(x) gegeben.

(a) Wir definieren mit Hilfe der gegebenen Aussagen A(x) eine neue Aussage
Ve e M : A(z)

folgendermafken:*® Sie hat den Wahrheitswert ,,wahr, wenn A(z) fiir jedes x
in M wahr ist, und sie hat den Wahrheitswert ,,falsch®, wenn es mindestes ein
x € M gibt, fiir welches A(x) falsch ist.

Man liest diese Aussage vor als ,Fiir alle z in M gilt A von x.“ Das Symbol V
bezeichnet man als Allquantor.*

43Fiir mathematische Behauptungen, die weder wahr noch falsch, sondern in Wirklichkeit gar
keine mathematischen Aussagen sind, verwenden Zyniker manchmal die englische Beschreibung
,hot even false, was sich in etwa mit ,,noch nicht einmal falsch® {ibersetzen l&sst.

“{berlegen Sie sich bei Gelegenheit einmal, fiir welche = € R\ {0} die Aussage A(z) wahr ist
und fiir welche z € A(x) sie falsch ist.

4Den Doppelpunkt hinter ,Vz € M*“ kann man genau genommen auch weglassen. Im tagli-
chen Umgang mit logischen Ausdriicken ist es aber oft niitzlich, ihn zu verwenden, da komplizerte
Aussagen hierdurch etwas iibersichtlicher werden.

46Man kann es etwas ungliicklich finden, dass als Allquantor das ,nach oben gedffnete® Symbol
V verwendet wird, wahrend das logische und mit dem ,,nach unten gedffneten Symbol A bezeichnet
wird. Allerdings haben sich diese Symbole eingebiirgert, und man gewo6hnt sich recht schnell daran.

Vielleicht hilft Thnen am Anfang auch die folgende Eselsbriicke: Der Allquantor V sieht aus wie
ein umbedrehtes ,,A“ aus dem Wort ,,Alle®.
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(b) Sei M eine Menge, und fiir jeds = € M sei eine Aussage A(z) gegeben. Dann
definieren wir eine neue Aussage

JreM: Ax)

folgendermafen:*” Sie hat den Wahrheitswert ,wahr, wenn es mindestes ein
x € M gibt, fir welches A(x) wahr ist, und sie hat den Wahrheitswert ,,falsch®,
wenn A(z) fir alle z in M falsch ist.

Man liest diese Aussage vor als ,,Es gibt x in M, fiir das A von x gilt“, oder als
,Es gibt ein = in M, fiir das gilt: A von z.“4® Das Symbol 3 bezeichnet man
als Existenzquantor.

Es ist wichtig, sich den Zusammenhang mit der und-Verkniipfung und der oder-
Verkniipfung von Aussagen klarzumachen:

Beispiel 1.4.6. Lassen Sie uns mit A(1) die Aussage
,Friedrich Schiller hat das Drama Die Rduber geschrieben‘
bezeichnen, mit A(2) die Aussage
,,Conrad F. Meyer hat das Gedicht Die Briick’ am Tay geschrieben®,
und mit A(3) die Aussage
»2Max Frisch hat Herr Biedermann und die Brandstifter geschrieben®.

Fiir jedes n € {1,2,3} haben wir hier also eine Aussage A(n).*® Die Aussage A(1)
ist wahr, die Aussage A(2) is falsch, und die Aussage A(3) ist wahr. Aus diesen
Aussagen kénnen wir neue Aussagen konstruieren:

(a) Die Aussage A(1) A A(2) A A(3) kann man auch in der Form
Vn € {1,2,3}: A(n)
schreiben. Sie ist falsch (weil A(2) falsch ist).
(b) Die Aussage A(1) A A(3) kann man auch in der Form
Vn e {1,3}: A(n)

schreiben. Sie ist wahr (weil A(1) und A(3) beide wahr sind).

47 Auch hier kann man den Doppelpunkt hinter ,3z € M* genau genommen weglassen, aber es
ist haufig {ibersichtlicher, ihn mit anzuschreiben.

48Wenn man sich noch etwas klarer und unmissversténdlicher ausdriicken will, kann man zum
Beispiel die Formulierung ,,Es gibt mindestens ein x in M. ..“ anstelle von , Es gibt ein  in M...“
verwenden.

“9Hier kénnen Sie {ibrigens beobachten: Variablen, die fiir Zahlen stehen, miissen nicht unbedingt
verwendet werden, um Grofien zu beschreiben, mit denen man rechnen moéchte. Man kann sie auch
schlicht benutzen, um Ding durchzunummerieren.
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(c) Die Aussage A(1) V A(2) V A(3) kann man auch in der Form
dne{1,2,3}: A(n)
schreiben. Sie ist wahr (weil z.B. A(1) wahr ist).
(d) Die Aussage A(2) V A(3) kann man auch in der Form
dn € {2,3}: A(n)
schreiben. Sie ist wahr (weil A(3) wahr ist).

Sie fragen sich vermutlich, wozu der Allquantor und der Existenzquantor taugen,
wenn wir doch auch einfach die Symbole A bzw. V verwenden kénnen. Hier sind
einige Situationen, in denen der Allquantor (bzw. Existenzquantor) sehr niitzlich ist:

e Wenn Sie sehr viele Aussagen mit einer und-Verkniipfung (bzw. einer oder-
Verkniipfung) verkniipfen mochten.

e Wenn Sie sogar unendlich viele Aussagen mit einer und-Verkniipfung (bzw.
einer oder-Verkniipfung) verkniipfen mochten.

e Wenn Sie die Menge, aus der die Variablen stammen, die Sie mit einer und-
Verkniipfung (bzw. einer oder-Verkniipfung) verkniipfen moéchten, nicht genau-
er spezifiziert ist.

Lassen Sie uns fiir die und- bzw. oder-Verkniipfung von unendlich vielen Aussagen
mit Hilfe von Quantoren noch ein Beispiel besprechen:

Beispiele 1.4.7. Lassen Sie uns noch einmal die Ungleichung (r +1)2 < 72 + 3r fiir
reelle Zahlen r betrachten.

(a) Die Aussage
VreR: (r+1)2 <r?43r
ist falsch (weil die Ungleichung zum Beispiel fiir » = 0 falsch ist).

(b) Wenn wir aber die Menge L := {x € R | x > 1} betrachten, dann ist die
Aussage

VreL: (r+12<r>43r

wahr.

Ubrigens ist es natiirlich etwas umsténdlich, extra die Menge L einzufithren um
auszudriicken, dass der Allquantor sich auf alle reellen Zahl, die grofer oder
gleich 1 sind, bezieht. Deshalb kombiniert man den Quantor haufig mit einfach
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natiirlich-sprachlichen Ausdriicken um dasselbe zum Ausdruck zu bringen; zum
Beispiel so:

Vr € Rmit > 1: (r+1)% <72 + 3.

Diese Aussage kann man z.B. folgendermafsen vorlesen: ,Fiir alle  in R mit
r > 1 gilt (r+1)2 < 72 4+ 3r* Oder noch etwas ausfiihrlicher: ,,Fiir alle 7 in R
mit der Eigenschaft r > 1 gilt (r +1)2 < r? + 3p.“

(c) Die Aussage
IreR: (r+1)?<r*+3r
ist wahr, weil z.B. Ungleichung (4 + 1)? < 42 + 3 - 4 wahr ist.

Im Kontext der vorangehenden Beispiele hier nochmals ein wichtiger Hinweis:
Bitte achten Sie, wie bereits frither erwdhnt, darauf, dass alle Aussagen, die Sie vor-
lesen, grammatisch sinnvolle Sétze ergeben miissen. Wenn Sie eine Aussage vorlesen
und den Eindruck haben, dass das, was Sie sagen, grammatisch keinen Sinn ergibt,
dann halten Sie inne und versuchen Sie, das Vorgelesene zu korrigieren.

Bemerkung 1.4.8 (Quantifizierung iiber die leere Menge). In Definition 1.4.5 ist
auch der Fall zugelassen, dass die Menge M leer ist. In diesem Fall ist die Aussage

Ve e M: A(z)
wahr®®, und die Aussage

dre M: A(x)
falsch.5!

In der formalen Logik wird tibrigens sehr prézise beschrieben, wie genau die
Quantoren V und 3 zu verwenden sind (wesentlich genauer, als wir dies hier tun). Fiir
den alltdglichen Gebrauch in der Mathematik geniigt es aber oft, sich das Symbol
V tatsdchlich als Abkiirzung fiir ,fiir alle® zu denken, und sich das Symbol 3 als
Abkiirzung von ,.es gibt ein“ zu denken.

Entsprechend wird es haufig vorkommen, dass wir anstelle der Symbole V und 3
einfach die Worte ,,fiir alle“ und ,,es gibt ein“ ausschreiben.

Exklusiv-oder-Verkniipfung beliebig vieler Aussagen

Es gibt noch einen weiteren Quantor, der immer von Bedeutung ist, weil er eine die
exklusiv-oder-Verkniipfung auf beliebig viele Aussagen verallgemeinert:

50Bitte iiberlegen Sie sich in Ruhe, weshalb.
51Bitte iiberlegen Sie sich auch hier in Ruhe, weshalb.
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Definition 1.4.9 (Existenz- und Eindeutigkeitsquantor). Sei M eine Menge, und fiir
jedes x € M sei eine Aussage A(x) gegeben. Dann definieren wir eine neue Aussage

dlx e M: A(z)

folgendermafen:®? Sie hat den Wahrheitswert ,,wahr“, wenn es genau ein € M gibt,
fir welches A(z) wahr ist (und A(z) somit fiir alle anderens x € M falsch ist). Sie
hat den Wahrheitswert , falsch”, wenn A(x) fiir alle x € M falsch ist oder wenn A(x)
fiir mindestens zwei verschiedene z € M wahr ist.

Man liest diese Aussage vor als ,,Es gibt genau ein x in M, fiir das A von x gilt“.

Beispiele 1.4.10. (a) Die Aussage
JzeR: 22=4

ist falsch, denn es gibt zwei reelle Zahlen, deren Quadrat gleich 4 ist (ndmlich
2 und —2).

(b) Die Aussage
NreR: 22=4 AN 2x2>0

ist hingegen wahr, denn es gibt genau eine reelle Zahl, deren Quadrat gleich 4
ist und die zugleich grofer oder gleich 0 ist (ndmlich die Zahl 2).

(c) Die Aussage
JzeR: 22=-1

ist falsch, denn es gibt gar keine reelle Zahl, deren Quadrat gleich —1 ist.

Verneinung und Verschachtelung von Quantoren

Sie werden sehr hdufig in die Situation kommen (insbesondere in der Analysis, aber
auch bereits im aktuellen Semester in der Linearen Algebra 1), die Sie Aussagen,
die Quantoren enthalten, verneinen miissen. Anhand der Definition des All- und de
Existenzquantors in Definition 1.4.5 kann man sich leicht iiberlegen, wie das funk-
tioniert:

Bemerkung 1.4.11 (Verneinung von Aussagen, die Quantoren enthalten). Sei M
eine Menge und fiir jedes = € M sei eine Aussage A(z) gegeben. Dann gilt:

(a) Die Aussage
(Ve e M : A(z))
hat denselben Wahrheitswert wie die Aussage

JreM: -A(z).

52Manche Autorinnen und Autoren verwenden anstelle des Symboll 3! das Symbol 3;.
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(b) Die Aussage
—(Jz e M: A(x))
hat denselben Wahrheitswert wie die Aussage

Ve e M: —-A(x).

Richtig interessant wird es, wenn man Aussagen baut, in denen mehrere Quanto-
ren verschachtelt sind. Auch dies kommt sehr héufig vor; hier ein Beispiel mit einer
ersten Kostprobe:

Beispiel 1.4.12 (Verschachtelung von Quantoren). Es bezeichne A die Aussage
VkeN: IneN: n2>k+1,

und es bezeichne B die Aussage
ImeN: VkeN: n? > k+1.

Dann ist A wahr, B hingegen nicht.

Daran kénnen Sie erkennen, dass man Quantoren nicht einfach vertauschen darf
— es kommt auf die Reihenfolge an! Dieses Beispiel werden Sie in den Tutorien noch
genauer besprechen.

Durchschnitte und Vereinigungen von Mengen: Noch einmal

In Definition 1.3.14 hatten wir mit Hilfe des logischen Unds und des logischen Oders
den Durchschnitt und die Vereinigung von je zwei Mengen definiert. Ebenso kann
man mit Hilfe des Allquantors- und mit Hilfe des Existenz-Quantors den Durch-
schnitt und die Vereinigung von beliebig vielen Mengen definieren:

Definition 1.4.13 (Durchschnitt und Vereinigung beliebig vieler Mengen). Sei I
eine nicht-leere Menge und fiir jedes i € I sei eine Menge M; gegeben.

(a) Die Menge

(\Mi={x| Viel: zecM}
icl
heifst der Durchschnitt der Mengen M; fiir ¢ € 1.
(b) Die Menge
UMi::{x| Jel: ze M}
icl

heifst die Vereinigung der Mengen M; fir i € 1.
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Wenn man zwei Mengen M, My gegeben hat (d.h., wenn I = {1,2} ist), kann
man sehen, dass

(| Mi={x|Vie{l,2}: 2 Mj}={x| x€ My A €M} =MnNM,.
1€{1,2}
gilt.?®> Ebenso kann man sehen, dass in diesem Fall

U M; = My U My
ie{1,2}

gilt.>

Implikationen und Aquivalenz

Nun kommen wir noch einmal zuriick zur Verkniipfung von Aussagen (zunéchst
ganz ohne Variablen; in Abschnitt 1.2 hatten wir bereits mehrere Verkniipfungen
von Aussagen eingefiihrt. Nun folgen noch drei weitere Verkniipfungen:

Definition 1.4.14 (Implikationen und Aquivalenz). Seien A und B beliebige Aus-
sagen. Wir definieren drei weitere Aussagen A = B, A < B, A & B, deren Werte
durch die folgenden Wahrheitstabellen festgelegt werden:

A B|A=B A B|A<B A B|A&B
w oW w wow w w oW w
w f f w f w w f f
f w w f w f f w f
f f w f f w f f w

Fiir die so definierten Aussagen verwenden wir die folgenden Sprechweisen:

(a) Die Aussage A = B wird als ,,A impliziert B* ausgesprochen, oder als ,, Wenn
A, dann auch B*“, oder als ,,Aus A folgt B“. Manchmal sagt man stattdessen
auch ,, A ist hinreichend fiir B“ oder ,,B ist notwendig fiir A“.5°

53Hier haben wir also die Mengengleichheit ﬂi€{1,2} M; = M; N My bewiesen, indem wir die
Menge ;¢ (1.2} M; solange anders dargestellt haben — ohne die Menge selbst dabei zu verdndern
— bis wir die Menge M; N M, erhalten haben. Selbstverstéandlich kann man die Mengengleichheit
ﬂi€{1,2} M; = M; N My aber auch zeigen, indem man die Methode verwendet, die im Beweis von
Proposition 1.3.15 vorgestellt wurde — d.h., indem man die beiden Inklusionen ,,C* und ,,0“ einzeln
beweist.. Davon iiberzeugen Sie sich am besten, indem Sie es auf einem Blatt Papier (oder auf einem
Tablet) selbst versuchen.

54Uberpriifen Sie fiir hier die Details unbedingt auf einem Blatt Papier noch einmal selbst um
sicherzustellen, dass Sie das richtig verstanden haben.

5°Bei einem Feierabendbier kénnen Sie sich ein wenig den Kopf dariiber zerbrechen, weshalb
man hier die Begriffe , hinreichend“ und ,,notwendig“ verwendet. Oder Sie bleiben lieber bei drei
erst genannten Formulierungen, die intuitiv vermutlich etwas klarer sind.
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(b) Weil die Aussage A <= B immer denselben Wahrheitswert wie B = A hat,
spricht man sie genauso aus wie B = A.%6

(c) Die Aussage A < B wird ausgesprochen als ,,A ist dquivalent zu B“ oder als
»A genau dann, wenn B“ oder als ,,A dann und nur dann, wenn B*.

Bevor wir genauer darauf eingehen, was es mit den Implikationen A = B und
B = A auf sich hat, sind zwei Bemerkungen sinnvoll:

Bemerkungen 1.4.15. (a) Die Aqujivalenz A < B ist in genau denjenigen Fil-
len wahr, in denen A und B den gleichen Wahrheitswert haben. Zu sagen , Es
gilt die Aquivalenz A < B“ ist somit eine andere Moglichkeit um zu sagen ,,A
und B haben denselben Wahrheitswert.“

Auf diese Weise kann man einige der Resultate aus Abschnitt 1.2 formulieren,
indem man Aquivalenzen verwendet. Zum Beispiel besagt Proposition 1.2.10(a)
fiir jede Aussage A und jede Aussage B folgendes: die Aussage —(A A B) hat
immer denselben Wahrheitswert wie die Aussage (—A) V (=B). Genauso gut
konnten wir auch sagen: es gilt stets

(~(anB) e (v EB).

(b) Mit Hilfe einer Wahrheitstabelle kann man sich leicht von folgendem tiberzeu-
gen:>” Die Aussage A < B hat stets denselben Wahrheitswert wie die Aussage
(A= B)A (A« B)."®

Also bedeutet ,, A ist dquivalent zu B“ dasselbe wie ,,Aus A folgt B und aus B
folgt A“.

Diese harmlos anmutende Beobachtung wird Sie den Rest Thres Studiums ver-
folgen, den sehr viele Resultate in der Mathematik sind als Aquivalenzen for-
muliert, und diese werden meist bewiesen, indem man die beiden Implikationen
einzeln beweist.

Wie versprochen besprechen wir nun, was es mit der Implikation A = B auf sich
hat.?® Erfahrungsgeméf fallt es vielen Studierenden am Anfang schwer, die vorletzte
Zeile in der Wahrheitstabelle von A = B intuitiv nachzuvollziehen — warum sollte es
richtig sein zu sagen, dass aus etwas Falschem etwas Wahres folgt? Am einfachsten
kénnen Sie dies vermutlich nachvollziehen, wenn Sie nicht nur einzelne Aussagen
betrachten, sondern Aussagen, die von einer Variablen abhingen:

56 Also z.B. als ,,B impliziert A“ oder ,Aus B folgt A“.

®TUnd das sollten Sie sogleich auf einem Blatt Papier tun!

58{brigens kénnen Sie hier gleich testen, ob Sie Teil (a) der Bemerkung verstanden haben: Wie
koénnen Sie den Satz, der mit dieser Fufinote abschlieft, stattdessen formulieren, wenn Sie anstelle
der Worte “stets denselben Wahrheitswert” lieber einen Aquivalenzpfeil verwenden méchten?

5990bald Sie diese Implikation wirklich verstanden haben, verstehen Sie automatisch auch die
Bedeutung der Implikation B = A (denn hierbei sind ja nur die Bezeichnungen der Aussagen
vertauscht) und somit auch die Implikation A <= B (weil diese ja dquivalent zu B = A ist).
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Diskussion 1.4.16. Sei M eine Menge, und fiir jedes © € M seien Aussagen A(x)
und B(x) gegeben. Wie Sie bereits wissen, kann es passieren, dass A(x) fiir manche
x € M wahr ist, und fiir andere = € M falsch; ebenso kann es passieren, dass B(x)
fiir manche x aus M wabhr ist, fiir andere hingegen nicht. Diejenigen z, fiir die A(x)
wahr ist, miissen natiirlich nicht unbedingt dieselben sein, fiir die auch B(z) wahr
ist.

Nun will man in konkreten Situationen haufig wissen, wie die Aussagen A(x) und
B(x) zusammenhéngen. Besonders interessant ist zum Beispiel die folgende Situati-
on, die wir zunachst umgangssprachlich beschreiben:

Fiir jedes x in M gilt: Wenn A(zx) gilt, muss auch B(z) gelten. (1.4.3)

Beachten Sie, dass ,,Wenn A(z) gilt, muss auch B(x) gelten“, kein Aussage dariiber
macht, was passiert, wenn A(x) falsch ist. Wir konnen (1.4.3) also auch folgender-
mafen formulieren:

Fiir jedes « in M tritt einer der folgenden beiden Fille auf:
(i) A(x) and B(z) sind beide wahr; (ii) A(z) ist falsch;

oder etwas kiirzer und formallastiger aufgeschrieben:
Vo e M : (A(z) AB(z)) V (—A(z)).

Nun hat (A(z) A B(z)) V (—A(z)) stets denselben Wahrheitswert wie A(z) = B(z)
lauft Definition 1.4.14.60,61

Das heifst, die Wahrheitstablle fiir die Implikation in Definition 1.4.14 erlaubt es
uns, die Aussage (1.4.3) in der Form

Ve e M: (A(z) = B(x))
zu schreiben? — und das ist ja durchaus intuitiv.

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir noch einmal demonstrieren, wie man
Aquivalenzen verwenden kann um mathematische Resultate zu formulieren — und
wie man Bemerkung 1.4.15(b) verwenden kann, um solche Resultate zu beweisen.
Als Anschauungsobjekt verwenden wir das folgende Resultat:

Proposition 1.4.17. Seien L, M Mengen. Dann gilt

LCM & LNnM-=L.

60 Achtung: Glauben Sie das nicht einfach! Seien Sie kritisch und iiberzeugen Sie sich selbst,
indem Sie alle vier moglichen Félle durchgehen.

5'Der spannenste Fall ist hier natiirlich derjenige, in dem uns die linksstehende Wahrheitstabelle
aus Definition 1.4.14 auf den ersten Blick unintuitiv erscheint — also, wenn A(z) falsch und B(z)
wahr ist. In diesem Fall ist (A(z) A B(z)) V (~A(z)) wahr, und dies erklirt, warum der Eintrag in
der vorletzten Zeile der Wahrheitstabelle so gewé&hlt wird, wie in Definition 1.4.14 beschrieben.

%2Die Klammer um A(z) = B(z) haben wir hier nur der einfacheren Lesbarkeit halber hinzuge-
fligt.
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Die Proposition besagt also in Worten: Fiir zwei Mengen M und L ist die Teil-
mengenbezichung L. C M genau dann erfiillt, wenn der Durschnitt L N M gleich
L ist. Wir beweisen die Proposition in Kiirze. Vorher aber ist folgende Bemerkung
extrem wichtig:

Bemerkung 1.4.18. In Proposition 1.4.17 sehen Sie eine Sprechweise, die in mathe-
matischen Resultaten sehr iiblich ist: Man beginnt mit dem Wort , Seien“ und fiihrt
dann einige Objekte ein. Anschliefsend macht man eine Aussage iiber diese Objekt.

Diese Formulierung ist als eine Verwendung eines Allquantors zu verstehen, nur
dass sie sprachlich iber mehrere Sitze verteilt ist. Die komplette Aussage von Pro-
position 1.4.17 kénnte man zum Beispiel ganz knapp und formal auch in folgender
Form schreiben:

vV Mengen L, M : LCM < LNnM=L.

Beweis von Proposition 1.4.17. Unser Ziel ist es, eine Aquivalenz zu beweisen. Laut
Bemerkung 1.4.15(b): ist dies gleichbedeutend damit, die beiden Implikationen

LCM = LnM=L.
und
LCM <« LnNnM-=L.

zu beweisen. Dies tun wir im folgenden.

»,=" Es gelte L C M. Wir miissen LN M = L zeigen, und dies tun wir wie iiblich,
indem wir beide Inklusionen zeigen.

o C“ Sei x € L N M beliebig, aber fest. Dann gilt wegen der Definition des
Durchschnitts automatisch « € L. Somit ist gezeigt, dass LN M C L gilt.

e ,O“ Sei v € L beliebig, aber fest. Weil L C M ist, gilt dann auch = € M.
Das heifst, insgesamt gilt z € L und = € M, also x € L N M. Somit haben wir
L C LNM gezeigt.

Insgesamt ist also LN M = L.

»<=“Seinun LN M = L. Wir miissen L C M zeigen.

Sie also x € L beliebig aber fest. Wegen der Voraussetzung L N M = L gilt dann
auch x € LN M, und somit x € M. Somit haben wir L C M gezeigt. O

1.5 Funktionen

Was ist eine Funktion?

Bisher haben wir nicht nur iiber mathematisch Aussagen gesprochen, sondern auch
iiber verschiedene mathematische Objekte: Zum Beispiel Zahlen, Mengen und Tupel.
Um die Mathematik wirklich ,,zum Leben zu erwecken, brauchen wir aber noch einen
weiteren Typ von mathematischen Objekten: Funktionen.
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Definition 1.5.1 (Funktion/Abbildung). Seien X,Y Mengen. Eine Funktion (oder
Abbildung) f von X nach Y ist eine Zuordnungsvorschrift, die jedem Element
xz € X ein eindeutig bestimmtes Element aus Y — welches wir mit f(x) bezeichnen
— zuweist.

Wir nennen X den Definitionsbereich von X und Y den Wertebereich von

f.

Beachten Sie unbedingt: Um eine Funktion konkret anzugeben, miissen Sie auf je-
den Fall auch den Definitions- und den Wertebereich angeben. Funktionen erhalten
nicht auf magische Weise von selbst einen Werteebereich,%3 sondern der Definiti-
onsbereich der Funktion muss explizit angegeben werden, wenn man eine Funktion
angibt. Ohne Angabe des Definitionsbereich kann man eine Funktion nicht wirklich
verstehen.

Wenn man keine Lust hat, Sétze wie ,,Sei f eine Funktion von X nach Y* jedes
mal auszuschreiben, ist folgende Notation niitzlich:

Notation 1.5.2. Seien X,Y Mengen. Jede der folgenden beiden Notationen wird
synonym mit dem Satz ,,Sei f eine Funktion von X nach Y* verwendet:

(a) Sei f: X =Y.

(b) Sei X L V.

Verschiedene Arten um Funktionen zu beschreiben

Bis jetzt haben wir lediglich abstrakt gesagt, was man unter einer Funktion versteht.
Um mit diesem Begriff arbeiten zu kénnen, brauchen man natiirlich Méglichkeiten,
um eine Funktion explizit anzugeben. Es gibt verschiedene solche Moglichkeiten;
einige wichtige stellen wir im folgenden vor:

Beispiele 1.5.3. Seien X,Y Mengen. Es folgen einige Moglichkeiten um eine kon-
krete Funktion von X nach Y zu spezifieren.

(a) Wenn X nur endlich viele Elemente hat, kann man eine Funktion f: X — Y
angeben, indem man alle Elemente x von X aufzéhlt und fiir jedes dieser
Elemente den Wert f(z) konkret angibt — zum Beispiel in einer Tabelle.

Sei zum Beispiel X = {1,2,3,4} und Y = R. Wir definieren eine Funktion
f X — Y durch die folgende Wertetabelle, in der alle Elemente z € X
aufgezahlt sind:

z |1 2 3 4
fl@)]0 -3 0 =

63 Auch, wenn in der Schule manchmal dieser Eindruck erweckt wird.
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(b) Manche Funktionen lassen sich mit Hilfe von Formeln darstellen. Wir konnen
zum Beispiel eine Funktion g : R — R durch die Formel

glx)=a® -7 fir alle x € R

definieren.64.65

Anstatt ,g(x) = 23 — 7 fiir alle 2 € R“ zu schreiben, benutzt man in der
Mathematik auch sehr hiufig die Notation ,,x — 23 — 7+.66

Wenn man eine Funktion sehr effizient definieren will, kann man die Notation
fiir Definitions- und Wertebereich sowie die zugehérige Formel®” auch direkt
untereinander schreiben — zum Beispiel kann man eine Funkton A so folgender-
mafsen beschreiben:

h:R—R,
T +— Tx — 5.

Ubrigens konnen Funktionen natiirlich auch kompliziertere Definitions- und
Wertebereiche haben — betrachten Sie als Beispiel die Funktion

k:R? - R3,
T+ X2
x1
— 1 — T2
2
2:E1

(c) Eine weitere niitzliche Moglichkeit um manche Funktionen zu beschreiben ist

die Verwendung einer Fallunterscheidung. Hier ist ein Beispiel: Es sei%®
{:R =R,
0(z) = 2z falls z >0,
—1 falls z < 0.

54Beachten Sie aber unbedingt, dass man nicht jede Funktion von R nach R mit solch einer
einfachen Formel ausdriicken kann. Man kann sogar beweisen, dass es Funktionen von R nach R
gibt, die sich gar nicht mit Hilfe einer Formel darstellen lassen!

55Ubrigens haben wir uns hier ein wenig am eigenen Schopf aus dem Sumpf gezogen: Eine
Funktion auf diese Weise zu definieren, ist uns nur deshalb moglich, weil wir bereits einige andere
Funktionen kennen und von ihnen hier sehr freigiebig Gebrauch machen: Addition und Multiplika-
tion.
Uber Addition, Multiplikation und #hnliche Funktionen werden wir in Abschnitt 2 noch ausgiebig
diskutieren.

56Beachten Sie hier den vertikalen Strich am Beginn des Pfeils —. Der Pfeil —, mit dem ange-
geben wird, von wo nach wo die Funktion abbildet, hat diesen Strich nicht.

67Sofern sich die Funktion durch eine Formel beschreiben lisst.

58In diesem Beispiel sehen Sie iibrigens, dass man die Variable keineswegs = nennen muss — auch
jede andere Variable ist in Ordnung.
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Natiirlich konnte man dasselbe genauso gut mit Hilfe des Pfeils — zum Aus-
druck bringen, indem man stattdessen schreibt: Es sei

{:R—-R

2z falls z > 0,
Z —
—1 falls z < 0.

Ubrigens ist die Spezifizierung einer Funktion mit Hilfe einer Tabelle, die wir
in Beispiel (a) besprochen haben, auch nur eine Kurzschreibweise fiir eine Fall-
unterscheidung. Beispielsweise kann man die Funktion f aus Beispiel (a) auch
folgendermafsen beschreiben:

f:{1,2,3,4} =Y,

0 falls x = 1,

—% falls x = 2,
T —

0 falls ¢ = 3,

s falls = = 4.

In diesem Fall ist die Tabelle aber vielleicht etwas iibersichtlicher.

Funktion, Argument und Funktionswert
In der Mathematik ist die folgende Terminologie iiblich:

Vereinbarung 1.5.4 (Argument und Funktionswert). Seien X,Y Mengen und sei
f:X — Y. Fiir ein Element x € X betrachten wir die Notation ,,f(z)"“: in dieser
Notation heifst

e ...z das Argument,
e und f(x) der Wert von f an dieser Stelle z.%

Die folgende Bemerkung finden Sie auf den ersten Blick wahrscheinlich subtil™,
aber sie ist enorm wichtig um im Laufe der Vorlesung — und im Laufe Ihres restlichen
Studiums — korrekt mit Funktionen umzugehen:

Bemerkung 1.5.5 (Funktion vs. Funktionswert). Man muss auf jeden Fall eine
Funktion von ihren Funktionswerten unterscheiden: Seien X,Y Mengen und sei f :
X — Y. Es ist nicht richtig zu sagen, ,,f(z) ist eine Funktion“. Die Funktion heifst
f, nicht f(z). Mit f(x) ist etwas anderes gemeint: Fiir ein Element x € X ist f(x)
— wie Sie der vorangehenden Vereinbarung entnehmen kénnen — der Wert von f an

590ft sagt man hier anstelle von ,,Wert“ auch etwas langer ,,Funktionswert*.
"OUnd womdglich steht die Bemerkung auch der Art entgegen, wie Sie in der Schule iiber Funk-
tionen gedacht oder gesprochen haben.
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der Stelle z. Es handelt sich bei f(z) also um ein Element von Y, wéahrend es sich
bei f um eine Zuordnung von X nach Y handelt.

Das lasst sich am besten mit Hilfe eines Beispiels veranschaulichen: Sei X die
Menge aller Einwohner von Passau, die im Telefon verzeichnet sind, und sei Y die
Menge aller in Passau vergebenen Telefonnummern. Dann ist das Telefonbuch von
Passau schlicht und einfach diejenige Funktion f, die jeder Person x € X ihre Te-
lefonnummer zuordnet. Hier sehen Sie den Unterscheid zwischen f und f(z): Bei
f handelt es sich um das gesamte Telefonbuch; bei f(z) handelt es sich um eine

einzelne Telefonnummer*.

Hintereinanderausfiihrung und Gleichheit von Funktionen

Wenn wir zwei Funktionen f und g gegeben haben und der Wertebereich von f mit
dem Definitionsbereich von ¢ iibereinstimmt, dann kénnen wir die beiden Funktionen
zu einer neuen Funktion verkniipfen:

Definition 1.5.6 (Hintereinanderausfithrung). Seien X,Y,Z Mengen und seien f :
X =Y und g: Y — Z. Dann definieren wir eine Funktion go f : X — Z durch die

Formel™

(go f)(x) =g(f(x)) fir allez € X.

Die Funktion go f heift die Hintereinanderausfithrung (oder Komposition) von
fund g.

Wenn man anstelle der Notation f: X — Y und g : Y — Z die Notation X i) Y
undY % 7 verwenden 3, lisst sich die Komposition von go f besonders anschaulich
in der Form

darstellen.
Wir wollen in Kiirze das sogenannten Assoziativgesetz fiir die Hintereinander-
ausfiihrung von Funktionen beweisen.” Damit wir dies sinnvoller Weise tun kénnen,

""'Welche Telefonnummer das konkret ist, kann man natiirlich nur wissen, wenn man weif, welche
Person gerade mit = gemeint ist.

"Beachten Sie hierbei unbedingt die Reihenfolge: Anschaulich gesprochen wird f zuerst ausge-
fiihrt und dann erst g — man schreibt in der Notation g o f allerdings g nach links.

Der Grund fiir diese Konvention ist einfach: Man méchte in den beiden Ausdriicken (g o f)(z) und
g( f (m)) die Funktionen f und g gerne in derselben Reihenfolge anschreiben.

"Die wir ebenfalls in Notation 1.5.2 eingefiihrt hatten.

"Ein Assoziativgesetz fiir die Addition und die Multiplikation reeller Zahlen kennen Sie bereits
aus der Schule; und einige Assoziativgesetze in der Aussagenlogik haben Sie bereits in Propositi-
on 1.2.12 gesehen. Auf dieser Grundlagen kdnnen Sie vielleicht jetzt schon erraten, was sich hinter
dem Begriff |, Assoziativgesetz fiir die Hintereinanderausfithrung von Funktionen* verbirgt.
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miissen wir uns aber zunéchst einmal darauf einigen, wann wir zwei Funktionen als
gleich ansehen.”™

Definition 1.5.7 (Gleichheit von Funktionen). Zwei Funktionen f und g heifien
gleich, wenn die drei folgenden Aussagen wahr sind:

(I) Die Funktionen f und g haben denselben Definitionsbereich.
(II) Die Funktionen f und g haben denselben Wertebereich.

(III) Fiir jedes x aus dem Definitionsbereich von f und g gilt f(z) = g(z).
Wir verwenden die Notation f = g um auszudriicken, dass f und g gleich sind.
Nun kommen wir zum bereits angekiindigten Assoziativegesetz:

Proposition 1.5.8 (Assoziativgesetz fiir die Hintereinanderausfithrung von Funk-
tionen). Seien W, X,Y,Z Mengen und seien

Funktionen. Dann gilt
(hog)of=ho(gof)

Beweis. Laut Proposition 1.5.7 miissen wir folgende Aussagen zeigen:

Gleichheit der Definitionsbereiche und Gleichheit der Wertebereiche: Weil f von
W nach X abbildet und h o g von X nach Z, bildet (ho g) o f von W nach Z ab.

Ebenso gilt: Weil g o f von W nach Y abbildet und h von Y nach Z, bildet
ho(go f) von W nach Z ab. Also haben die Funktionen (hog)o f und ho (go f)
beide den Definitionsbereich W und den Wertebereich Z.

Gleichheit der Funktionswerte an allen Elementen des Definitonsbereichs: Wir
miissen die Aussage

Yw e W : ((hog)o f)(w) = (ho(gof))(w)

"Denken Sie an dieser Stelle zuriick an die Einfithrung in die Mengentheorie in Abschnitt 1.3:
Dort sind wir auch nicht einfach davon ausgegangen, dass schon irgendwie klar sein wird, wann zwei
Mengen gleich sind, sondern haben in Definition 1.3.9 exakt festgelegt, wann zwei Mengen gleich
heifsen.
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Um dies zu zeigen, betrachten wir ein beliebiges, aber festes Element w € W.70 Fiir
dieses Element w gilt zum einen

((hog)o f)(w) "= (hog)(£(w) "L (g(f(w))),

und andererseits

(ho(go f)(w) 2> n((go f)w) "= n(g(f(w)).

Also sind ((hog)o f)(w) und (ho (go f))(w) tatséichlich gleich. O

Injektivitat, Surjektivitat und Bijektivitit

Im Umgang mit Funktionen gehoren die folgenden drei Begriffe zum téglichen Hand-
werkszeug. Sie miissen deshalb schon jetzt lernen, den Umgang mit desen Begriffen
zu beherrschen.

Definition 1.5.9 (Injektive, surjektive und bijektive Funktionen). Seien X,Y Men-
genund sei f: X =Y.

(a) Die Funktion f heit injektiv,”” wenn fiir alle z,# € X gilt: Falls z # & ist,
dann ist auch f(x) # f().

(b) Die Funktion f heifit surjektiv, falls es fiir jedes y € Y ein x € X mit der
Eigenschaft f(x) =y gibt.

(c) Die Funktion f heifst bijektiv, falls sie sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

Lassen Sie uns alle drei Teile der Definition noch eimal kurz und knapp und
aussagenlogischer Notation darstellen: Fiir eine Funktion f : X — Y besagt obige
Defintion:

(a) Esist f genau dann injektiv, wenn folgendes gilt:

Ve,z€ X: xz#2 = f(z)# f(2).

"®Wichtig: Hier sehen Sie (nicht zum ersten mal in dieser Vorlesung) eine extrem wichtige Be-
weistechnik, die Sie in Threm Studium stédndig bendtigen werden: Wenn man eine Aussage fiir alle
Elemente einer Menge — in der aktuellen Situation heiftt sie W — zeigen will, dann betrachtet man
hierzu ein einzelnes Element w der Menge; dieses Element fixiert man gedanklich fiir die Dauer des
Beweises (damit man sicher ist, wiahrend des kompletten Beweises immer {iber dasselbe Element zu
sprechen), aber man bestimmt nicht ndher, um welches Element es sich konkret handelt. Dies wird
mit der Floskel ,,Sei w € W beliebig, aber fest* zu Beginn des Beweises zum Ausdruck gebracht;
das Wort ,,beliebig® ist hierbei also im Sinne von ,nicht ndher bestimmt* gemeint. Hat man die
gewlinschte Aussage dann am Ende fiir dieses Element w bewiesen, so kann man sicher sein, dass
die Aussage fiir alle Elemente von W stimmt — denn weil w ein nicht ndher bestimmtes Element
von W war, funktioniert der Beweis, den man angegeben hat, fiir jedes Element von W.

""Manchmal sagt man anstelle von injektiv auch ein-eindeutig.
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(b) Esist f genau dann surjektiv, wenn folgendes gilt:

VyeY3dre X: f(z)=uy.

(c) Esist f genau dann bijektiv, wenn folgendes gilt:
VyeY dzeX: f(z)=uy.
Beispiele 1.5.10. (a) Die Abbildung f aus Beispiel 1.5.3(a) ist nicht injektiv,

denn es gilt f(1) = f(3).
Die Abbildung

g:R—R,

x = 22

ist ebenfalls nicht injektiv, denn es ist z.B. g(—1) = g(1).

(b) Die Abbildung

k:R? = R3,
1 + X2

Tl

( )'—) 1 — T2

€2

211

aus Beispiel 1.5.3(b) ist injektiv.

Beweis. Seien z, & € R? beliebig, aber fest. Wir miissen die Implikation
x#r = k(z)#k) (1.5.1)

zeigen. Hierzu verwenden wir eine aussagenlogisches Resultat, dass Sie in Auf-
gabe 2(a) auf Tutoriumsblatt 2 bewiesen haben: Wenn A und B Aussagen
sind, dann ist die Implikation A = B gleichbedeutend mit der Implikation
-B = —A.

Anstatt die Implikation 1.5.1 zu beweisen, kénnen wir also auch einfach die
Implikation

zeigen, und genau dies tun wir nun.”®7

"Dies ist ein sogenannter Beweis per Kontraposition (ein Spezialfall des sogenannten Wider-
spruchsbeweises).

Diese Vorgehensweise — also anzunehmen, dass k(z) = k(%) gilt, und daraus « = & zu folgern,
ist in vielen Féllen gut geeignet um Injektivitit einer Funktion k£ zu beweisen.
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Sei also k(z) = k(Z). Aufgrund der Definition von k gilt dann

1 + T2 1+ T
r1 — T2 = i‘l — .%2
211 221

Wegen der Definition der Gleichheit von Tupeln (Definition 1.3.16(c)) folgt
hieraus

T1+ T2 =T+ T2
VAN Tr1 — Ty = fil — jg
AN 2.%1 == 2%1
Aus der dritten dieser Gleichungen erhalten wir 1 = %1, und wenn wir dann
noch die erste der drei Gleichungen verwenden, folgt zudem xy = Ts.

Dies bedeutet — erneut wegen der Definition der Gleichheit von Tupeln —, dass
x = I ist. O

(c) Die Abbildung f aus Beispiel 1.5.3(a) ist nicht surjektiv, denn es gibt z.B. kein

x € {1,2,3,4} mit der Eigenschaft f(z) = 10.
Die Abbildung

g:R—=R,

T = 22

ist ebenfalls nicht surjektiv, denn es gibt kein € R mit g(z) = —1.

(d) Die Abbildung

42

h:R— R,
r—2rx+1

ist bijektiv.
Beweis. Wir miissen Injektivitdt und Surjektivitat zeigen.

Injektivitat: Seien z,& € R beliebig, aber fest. Wir filhren den Beweis der
Injektivitat erneut per Kontraposition, d.h. wir zeigen die Implikation

h(z)=h(Zz) = =z=2.

Sei also h(xz) = h(Z). Wegen der Definition von h gilt somit 2z + 1 = 27 + 1.
Indem wir auf beiden Seiten der Gleichung zuerst 1 subtrahieren und dann
durch zwei teilen, folgt hieraus z = 2.
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Surjektivitat: Wir miissen folgendes zeigen:

Vye R3z eR: h(z) =1y.
Sei also y € R beliebig, aber fest. Unsere Aufgabe ist es zu beweisen, dass ein
x € R existiert, welches die Gleichung h(x) = y erfiillt. In der vorliegenden
Situation ist dies sehr einfach, denn wir kdnnen ein solches x konkret angeben:

Wir wahlen x = yT_l Dann ist x tatséchlich ein Element von R, und es gilt,
wie gewlinscht, h(z) =2z 4+ 1 =y. O

Lassen Sie uns nun zeigen, dass die Hintereinanderausfiithrung zweier injektiver
Funktionen wieder injektiv ist, und dass die Hintereinanderausfiihrung zweier sur-
jektiver Funktionen wieder surjektiv ist.

Proposition 1.5.11. Seien X,Y,Z Mengen, und seien f: X - Y undg:Y — Z.
(a) Wenn f und g beide injektiv sind, dann ist auch g o f injektiv.
(b) Wenn f und g beide surjektiv sind, dann ist auch g o f surjektiv.

Beweis. (a) Seien f und g injektiv. Wir miissen zeigen, dass g o f injektiv ist.
Seien dazu z,x € X. Wie Sie nun bereits zweimal gesehen haben, geniigt es die
Implikation

(gof)x)=(gof)&) = z=2

zu zeigen. Also gelte nun (g o f)(x) = (g o f)(Z). Laut Definition der Hintereinan-
derausfithrung von Funktionen ist dann

9(f(@) = g(f(@)).
Weil g injektiv ist, folgt hieraus f(z) = f(Z). Und weil f injektiv ist, folgt hieraus
wiederum z = 7.
(b) Seien f und g surjektiv. Wir miissen die Aussage

Ve Z3dx e X : (go f)(z)==2

zeigen. Sei also z € Z beliebig, aber fest.

Weil g surjektiv ist, gibt es ein y € Y mit der Eigenschaft ¢g(y) = z. Und weil
auch f surjektiv ist, gibt es ein z € X mit der Eigenschaft f(z) = y. Fiir dieses x
gilt somit

(go fllx) =g(f(2) =g(y) ==
Also haben wir gezeigt, dass es tatséchlich ein € X mit der Eigenschaft (go f)(x) =
z gibt. O

Bijektive Funktionen sind deshalb besonders niitzlich, weil man Sie umkehren
kann:

Definition 1.5.12 (Umkehrfunktion). Seien X,Y Mengen und sei f : X — Y eine
bijektive Abbildung.8°

80D h., es gibt fiir jedes y € Y genau ein € X mit der Eigenschaft f(z) = y.
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Wir definieren eine Funktion f~!' : Y — X, die jedem y € Y genau dasjenige x €
X zuordnet, fiir welches f(z) = y gilt. Die Funktion f~! heikt die Umkehrfunktion
(oder Umkehrabbildung) von f.

Man beachte: Die Definition der Umkehrabbildung f~! besagt gerade, dass fiir
jedes y € Y die Gleichung

FF W) =y

gilt. Bevor wir einige Eigenschaften der Umkehrfunktion beweisen, benttigen wir die
folgende Terminologie:

Definition 1.5.13 (Identische Funktion). Sei X eine Menge. Die Abbildung

idy : X — X,
r—x

heifit die identische Abbildung oder die Identitit auf X.
Wenn die Menge X aus dem Kontext klar ist, lassen wir das X im Index manch-
mal auch weg und schreiben einfach nur id anstelle von idx.

Wenn wir die Identitdt mit einer anderen Funktion verkniipfen, dann erhalten
wir diesselbe Funktion. Genauer: Wenn f : X — Y eine Funktion zwischen zwei
Mengen X,Y ist, dann gilt

foidX:f und idyof:f.

Dies kann man sich leicht mit Hilfe der Definition der Identitidt und der Definition
der Gleichheit von Funktionen iiberlegen.?!

Proposition 1.5.14 (Eigenschaften der Umkehrfunktion). Seien X,Y,Z Mengen,
und seien f: X =Y und g: Y — Z zwei bijektive Funktionen.

(a) Fir allex € X und alley €'Y gilt
FFUf@) =2 uwnd  f(f ') =y

d.h. etwas kiirzer ausgedriickt:
flof=idx und foft=idy.
(b) Die Umkehrabbildung f=':Y — X ist ebenfalls bijektiv, und es gilt

(fHt=r

81 Erinnern Sie sich daran, was schon in einer vorherigen FuRnote stand: Das Wort ,,leicht ist hier
als Zielmarke zu verstehen, und die Formulierung ,,Das kann man sich leicht {iberlegen* bedeutet
nicht, dass Sie das ohne weitere Uberlegung glauben diirfen, sondern Sie bedeutet, dass Sie sich das
jetzt noch einmal selbst im Detail iiberlegen miissen um zu sehen, dass es wirklich direkt aus den
Definitionen folgt.
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(¢) Die Hintereinanderausfihrung g o f ist ebenfalls bijektiv, und es gilt
(gof)t=/fogh.
Beweis. (a) Die Eigenschaft

VyeY:  f(f )=y

ist exakt die Eigenschaft, durch die wir die Umkehrfunktion definiert haben (siehe
Definition 1.5.12 und die Erldauterung direkt nach der Definition).

Wir miissen noch die zweite Eigenschaft zeigen. Sei also z € X beliebig, aber
fest. Wir setzen y := f(x). Fiir dieses y gilt aufgrund der soeben besprochenen
Eigenschaft die Gleichheit f(f_l(y)) =y, also

F(FH (@) = fla).
WEeil f injektiv ist, folgt daraus die Gleichheit

F(f@) =,

Wenn wir die Definition der Gleichheit von Funktionen (Definition 1.5.7) verwenden,
konnen wir aus den bisher gezeigten Eigenschaften sofort folgern, dass

flof=idy und fof'=idy.

gilt.®2
(b) Injektivitit: Seien v, € Y und sei f~(y) = f~1(¢). Dann ist

FUFw) = (771 @).

82 Achtung: Wenn in einer Vorlesung in einem Beweis gesagt wird, dass etwas ,,sofort folgt,
dann bedeutet dies lediglich, dass man die behauptete Aussage ohne groffen Aufwand aus dem
folgern kann, was soeben gesagt wurde. Das bedeutet aber nicht automatisch, dass Ihnen dies auch
wirklich klar ist. Wann immer Sie eine Aussage von der Form ,,nun folgt sofort* (oder eine &hnliche
Formulierung wie ,,jetzt folgt leicht*) lesen, miissen Sie also noch einmal nachpriifen, ob Sie diese
Folgerung wirklich bis ins Detail begriinden kénnen. Dies tun Sie am besten auf einem Blatt Papier
(oder einem Tablet).

Nehmen Sie sich also sogleich einen Stift und versuchen Sie extrem detailliert aufzuschreiben,
weshalb die Gleichungen f~'of =idx und fo f~! = idy an dieser Stelle im Beweis wirklich folgen.
Beachten Sie dabei: Sie kénnen dies natiirlich nur dann korrekt begriinden, wenn Sie verwenden,
wie die Gleichheit von Funktionen definiert ist. Ihre Begriindung kann also nur funktionieren, wenn
Sie Definition 1.5.7 zu Rate ziehen.

Ubrigens: Es besteht kein Grund zur Frustration, falls Sie fiir das Ausarbeiten der Details lin-
ger brauchen, als Sie aufgrund des Wortes ,,sofort erwarten wiirden: Was eine Person mit einiger
Erfahrung innerhalb von Sekunden sehen kann, kann jemand ohne Erfahrung manchmal erst nach
einer viertel oder halben Stunde sehen. Fassen Sie den hier verwendeten Begriff ,,sofort* deshalb als
Zielmarke auf: Sie miissen sich solche ,einfachen Details solange ausfiihrlich und mit viel Zeitauf-
wand iiberlegen, bis Sie soviel Ubung, Versténdnis und Erfahrung gesammelt haben, dass Sie solche
Details selbst auch sofort verstehen.
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Wie bereits in (a) festgestellt, ist die linke Seite dieser Gleichung gleich y und die
rechte Seite gleich y. Es folgt also y = 4.

Surjektivitdt: Sei x € X. Wir miissen zeigen, dass ein y € Y existiert, fiir welches
f~1(y) = = gilt. Hierzu wihlen wiir einfach y = f(x). Fiir dieses y gilt tatséichlich

) = (f@) =,

wobei die letzte Gleichheit aus (a) folgt.

Gleichheit (f~1)~! = f: Hier zu miissen wir laut Definition 1.5.7 zeigen, dass
beiden Funktionen f und (f~')~! denselben Definitions- und Wertebereich haben,
und dass sie an alle Elementen des Wertebereichs denselben Werte annehmen.

Weil f von X nach Y abbildet, bildet f~! laut Definition der Umkehrfunktion
von Y nach X ab. Erneut aufgrund der Definition der Umkehrfunktion folgt hieraus,
dass (f~!)~! von X nach Y abbildet. Also haben beide Funktionen f und (f~!)~!
den Definitionsbereich X und den Wertebereich Y.

Nun miissen wir noch zeigen, dass fiir alle z € X die Gleichheit f(x) = (f~1)1(z)
gilt. Sei also € X beliebig, aber fest. Der Ubersicht halber ist es niitzlich, im
folgenden die Notation h := f~! zu verwenden. Somit ist 4 eine bijektive Abbildung
von Y nach X, und unsere Aufgabe ist es, f(z) = h~!(x) zu zeigen.

Indem wir die rechtsstehende Formel aus Teil (a) anwenden — allerdings nicht auf
die Funktion f : X — Y, sondern auf die Funktion h : Y — X — erhalten wir die
Formel

h(h'(z) =2z, dh  fHh(2)) =2

Jetzt wenden wir auf letztgenannte Gleichheit noch die Funktion f an, und erhalten
somit

Die linke Seite dieser Formel ist aber — erneut wegen der rechtsstehenden Formel in
Teil (a) (die wir aber dieses Mal auf die Funktion f : X — Y, und auf das Element
= h~!(x) € Y anwenden) — gleich h~!(x). Somit haben wir, wie gewiinscht,
“L(x) = f(x) gezeigt.
(c

) Diesen Beweis lagern wir in die Ubungen aus. O

1.6 Ergianzungen

Kardinalitdt von Mengen

In diesem Abschnitt erfahren Sie etwas mehr {iber ein Thema, das kurz in den Ubun-
gen angeschnitten wurde: Die Anzahl der Elemente von Mengen. Siehe hierzu zum
Beispiel auch [Beuld, Abschnitt 1.4] oder [Fisll, Abschnitt 1.1.4].

Zur Motivation der nachfolgenden Begriffsbildung ist es sinnvoll, sich folgende
Beobachtung klar zu machen:
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Bemerkung 1.6.1. Seien X,Y Mengen.

(a) Wenn X endlich ist und es eine bijektive Abbildung f : X — Y gibt, dann ist
Y ebenfalls endlich und hat diesselbe Anzahl an Elementen wie X.

(b) Wenn X und Y beide endlich sind und gleich viele Elemente haben, dann gibt
es eine bijektive Abbildung f: X — Y.

Definition 1.6.2 (Méachtigkeit und Gleichméchtigkeit). Seien X,Y Mengen.

(a) Wenn X endlich ist, dann bezeichnet man die Anzahl der Elemente von X als
Michtigkeit oder Kardinalitéit von X .%3

Die Machtigkeit einer endlichen Menge X ist also eine natiirliche Zahl. Wir
notieren®! sie mit dem Symbol #X oder #(X).

(b) Die Menge X heifit gleichméchtig zu Y, wenn eine bijektive Abbildung f :
X — Y existiert.

Beachten Sie, dass in Teil (b) auch unendliche Mengen erlaubt sind. Fiir den Fall,
dass X endlich ist, folgt aus Bemerkung 1.6.1: Die Menge X ist gleichméchtig zu Y
genau dann, wenn Y ebenfalls endlich ist und #X = #Y gilt.

Wir beweisen einige Eigenschaften des Konzeptes ,,Gleichméchtigkeit®:

Proposition 1.6.3 (Eigenschaften von Gleichméchtigkeit). Seien X,Y,Z Mengen.
Es gelten folgende Eigenschaften des Gleichmdchtigkeits- Begriffs:

(a) Reflexivitat: Die Menge X ist gleichmachtig zu sich selbst.

(b) Symmetrie: Wenn X gleichmdchtig zu Y ist, dann ist Y auch gleichmdchtig zu
X.

(c) Transitivitat: Wenn X gleichmdchtig zu Y ist und Y gleichmdachtig zu Z ist,
dann ist X ebenfalls gleichmdchtig zu Z.

Beweis. (a) Die identische Abbildung idx : X — X ist bijektiv®® | also existiert eine
bijektive Abbildung X — X.

(b) Sei X gleichméchtig zu Y. Dann gibt es eine bijektive Abbildung f: X — Y.
Laut Proposition 1.5.14(b) ist auch f~! : Y — X bijektiv. Somit gibt es eine bijektive
Abbildung Y — X, d.h., Y ist gleichméchtig zu X.

(c) Sei X gleichméchtig zu Y und Y gleichméchtig zu Z. Dann gibt es eine
bijektive Abbildung f : X — Y und eine bijektive Abbildung g : Y — Z. Laut Pro-
position 1.5.14(c) ist die Hintereinanderausfiihrung go f : X — Z ebenfalls bijektiv.
Somit gibt es eine bijektive Abbildung von X nach Z, d.h. X ist gleichméchtig zu
Z. O

83Man kann auch fiir unendliche Mengen einen Kardinalitétsbegriff definieren. Dieser ist aber
subtiler und abstrakter, weshalb wir uns an dieser Stelle der Vorlesung nicht weiter damit beschéaf-
tigen.

81Hiufig wird anstelle des Symbols #X auch das Symbol | X| fiir die Michtigkeit verwendet.

85Warum eigentlich?
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Nun kommen wir zu einer Sache, die viele Studierende am Anfang iiberrascht:
Wir sehen uns an, zwischen welchen unendlichen Mengen es im bijektive Abbildungen
gibt — d.h., welche unendlichen Mengen gleichméchtig sind (und welche nicht).

Definition 1.6.4 (Abzdhlbare und iiberabziahlbare Mengen). Sei X eine Menge.
(a) Die Menge X heift abzdhlbar unendlich, falls sie gleichméchtig zu N ist.

(b) Die Menge X heikt héchstens abzidhlbar, falls sie endlich oder abzidhlbar

unendlich ist.

(c) Die Menge X heifit {iberabzihlbar, falls sie nicht hochstens abzihlbar ist.%6

Die folgende Proposition bestimmt fiir einige interessante Mengen, ob Sie abzahl-
bar sind:

Proposition 1.6.5 (Einige abzéhlbare und iiberabzdhlbare Mengen). (a) Die Men-
ge N* ist abzdhlbar unendlich.

(b) Die Menge Z ist abzdhlbar.

(c) Menge Q ist abzdhlbar.

(d) Menge Q ist abzdhlbar.
Beweis. (a) Die Abbildung

f:N* =N,
ne—=n-—1

is bijektiv.87 Somit ist N* laut Definition 1.6.2(b) gleichmichtig zu N.
(b) Lassen Sie uns die Funktion

f:72Z—N,

2n falls n > 0,
n +—
—2n—1 fallsn < 0.

Diese ist bijektiv.®® Somit ist Z gleichméchtig zu N.
(c) Fiir den Beweis verweisen wir zum Beispiel auf [Fis11, Satz 1 und Seite 88|.
(d) Siehe zum Beispiel [Fisll, Satz 2 und Seite 89]. O

86 Anders ausgeriickt: Falls sie unendlich, aber nicht abzihlbar unendlich ist.
8"Warum?
88 Warum?
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1.6. Ergdnzungen

Literaturhinweise

Grundlegendes

e Ein einfiihrendes Kapitel iiber Aussagenlogik und Quantoren finden Sie zum
Beispiel in [TT08, Abschnitt 1.1].

e Eine Einfiihrung zu Mengenlehre und Funktionen bieten beispielsweise in [TT08,
Abschnitte 1.2 und 5.2] sowie viele Lehrbiicher tiber Lineare Algebra — zum
Beispiel [Beul4, Abschnitte 1.1 und 1.3], [Fisll, Abschnitt 1.1], [FS20, Ab-
schnitt 2.1] und |J&an08, Kapitel 1].

Weitere Literatur

e Eine Einfilhrung in Logik und Mengenlehre, die speziell fiir Studentinnen und
Studenten der Informatik zugeschnitten ist, bietet beispielsweise das Buch
[Wit13].

e In den USA ist es an vielen Hochschulen iiblich, dass sich Mathematik-Kurse
in den ersten Semestern nicht auf Beweise konzentrieren, sondern eher auf
Anschauung und rechnerische Verfahren — dhnlich, wie es es vielleicht aus der
Schule kurz vor dem Abitur gewohnt sind.®? Aus diesem Grund gibt es an
US-amerikansichen Hochschulen haufig spezielle Kurse, die zu einem gewissen
Zeitpunkt im Studium den Umgang mit Aussagenlogik und Beweisen lehren
sollen. Deshalb kann man zahlreiche englischsprachige Lehrbiicher finden, die
sich einzig und allein auf mathematische Grundlagen und das Erlernen von
Beweisen konzentrieren.

Wenn Sie einmal versuchen mdéchten, ob solch ein Buch hilfreich fiir Sie ist,
konnen Sie zum Beispiel einen Blick in [Blo11] werfen.

Fortgeschrittene Themen

e Logik und Mengentheorie kann man auch auf einem deutlichen praziseren, ho-
heren und abstrakteren Niveau betreiben, als wir es in diesem einfiihrenden Ka-
pitel getan haben. Fiir die Lineare Algebra 1 wiirde das deutlich zu weit fiihren
— aber falls Sie auf den Geschmack gekommen sind und mal hineinschnuppern
wollen, kénnen Sie zum Beispiel die folgenden Biicher konsultieren:

Die Biicher [Rau08] und [Ziel7] bieten eine Einfiihrung in die formale Logik.

89Dies hiingt natiirlich mit dem Bildungssystem der USA zusammen, welches sich deutlich von
dem in Deutschland unterscheidet.

49






Kapitel 2

Wichtige algebraische Strukturen

Einstiegsfragen. (a) Erinnern Sie sich, was das Assoziativgesetz fiir die Addition
reeller Zahlen besagt?

Kennen Sie noch weitere Rechenoperationen, die ebenfalls assoziativ sind? Ken-
nen Sie auch Rechenoperationen, die nicht assoziativ sind?

(b) Wenn Sie zu einer gegebenen reellen Zahl r die Zahl 5 addieren — wie kénnen
Sie das wieder riickgéngig machen?
Wenn Sie eine gegebene reelle Zahl r mit # multiplizieren — wie kénnen Sie das
wieder riickgdngig machen?
Wenn Sie ein Blatt Papier auf Ihrem Tisch um 35 Grad gegen den Uhrzeigersinn
drehen — wie kénnen Sie das wieder riickgidngig machen?

Was haben die vorangehenden drei Fragen miteinander zu tun?

(c) Legen Sie die folgenden vier Miinzen in einer Reihe mit aufsteigenden Werten
(von links nach rechts) vor sich auf den Tisch: 10 Cent, 20 Cent, 50 Cent, 1
Euro. Vertauschen Sie fiinf mal hintereinander jeweils zwei Miinzen, wobei Sie
die Miinzen, die Sie vertauschen, in jedem Schritt selbst aussuchen diirfen.

Zeigen Sie nun die Reihe einer Kommilitonin oder einem Komilitonen K.
Schafft K es ohne IThre Hilfe zu rekonstruieren, welche fiinf Vertauschungen
Sie in den fiinf Schritten durchgefiihrt haben? Macht es fiir die Antwort einen
Unterschied, ob K auch die Reihenfolge angeben muss, in der die fiinf Schritte
durchgefiihrt wurden?

(d) Was halten Sie von der Aussage 1 +1 =07

2.1 Assoziative Verkniipfungen und Halbgruppen

Halbgruppen

In diesem Abschnitt werden wir iiber sogenannte assoziative binire Verkniip-
fungen sprechen. Um dies effizient tun zu koénnen, besprechen wir zunéchst kurz
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verschiedene Notationen fiir Funktionen, die wir bisher noch nicht explizit diskutiert
haben.

Wenn X and Y Mengen sind und f : X — Y eine Funktion ist, so wissen Sie
bereits, dass man den Funktionswert von f an einem Element z € X {iblicherweise
mit f(z) bezeichnet. Es gibt aber auch noch andere mégliche Notationen fiir eine
Funktion:

Bemerkungen 2.1.1 (Postfix- und Infix-Notation fiir Funktionen). (a) Fiir jede
natiirliche Zahl n € N* nennt man das Produkt aller Zahlen von 1 bis n die
Fakultat von n. Man bezeichnet sie iiberlicherweise mit dem Symbol n!. Au-
Kerdem erweist es sich als niitzlich, auch die Fakultdt von 0 zu definieren, und
zwar als 1 (d.h., 0! = 1 per Definition).

Wie Sie sehen, ist die Fakultdt eine Abbildung, ndmlich die Abbildung

N — N*,

n— nl,

wobel n! definiert ist wie oben beschrieben.

Wenn man zur Notation einer Abbildung ein Symbol benutzt und dieser aber
hinter das Argument setzt, so bezeichnet man dies als Postfix-Notation fiir
diese Funktion.

(b) Eine der wichtigsten Abbildungen, die Sie kennen, ist die Addition reeller Zah-
len. Es handelt sich dabei um eine Abbildung von R? nach R (denn die Abbil-
dung nimmt sich ein Tupel aus zwei reellen Zahlen und weist diesem Tupel die
Summe der beiden Zahlen zu).

Das Symbol fiir diese Abbildung, ndmlich ,,+*, schreibt man aber iiblicherweise
zwischen den beiden Zahlen, die man addiert. Dies bezeichnet man als Infix-
Notation.

Neben der Addition reeller Zahlen gibt es noch viele weitere Funktionen, die je
zwei Elementen aus einer gegebenen Menge X ein weiteres Element aus X zuweisen.
Fiir solche Abbildung verwendet man oft die folgende recht intuitive Terminologie:

Sei X eine Menge. Eine biniire! Verkniipfung auf X ist eine Abbildung von
X? nach X. Genau wie die Addition reeller Zahlen notiert man auch andere binire
Verkniipfungen hiufig? mit Hilfe der Infix-Notation.

Besonders interessant sind binére Verkniipfungen, die assoziativ sind:

Definition 2.1.2 (Halbgruppe). (a) Unter einer Halbgruppe versteht man ein
Tupel (X,0), bestehend aus einer Menge X und einer Abbildung?® o, die fol-
gende Eigenschaften erfiillt:

!Oder auch: zweistellige.

2Aber nicht immer.

3Die man iiblicherweise mit Infix-Notation notiert, d.h. also, man schreibt fiir a,b € X lieber
a o b anstelle von o(a, b).
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2.1. Assoziative Verkniipfungen und Halbgruppen

(HGO) Bindre Verkniipfung auf X : Es gilt o : X? — X,
(HG1) Assoziativgesetz:

Va,b,ce X: (aob)oc=ao(boc).

(b) Eine Halbgruppe (X, o) heift kommutativ?, falls sie das sogenannte Kom-
mutativgesetz erfiillt:

Ya,be X: aob=boa.

Einige Beispiele fiir Halbgruppen kann man sofort erhalten, wenn man die Ad-
dition und Multiplikation reeller Zahlen verwendet; es gibt aber noch viele weitere
Beispiele fiir Halbgruppen. Dies ist gerade der Reiz bei dieser Begriffsbildung: Mit de
axiomatischen Definition einer Halbgruppe erfasst man zahlreiche verschiedene ma-
thematische Objekte auf einmal — und alles, was man fiir allgemeine Halbgruppen
beweist, stimmt somit automatisch fiir jedes Objekt, das eine Halbgruppe ist.

Lassen Sie uns zunichst einige einfache Beispiele von Halbgruppen aufzihlen:®

Beispiele 2.1.3. (a) Essind (N, +) und (N, -) Halbgruppen (wobei + die iibliche
Addition und - die iibliche Multiplikation bezeichnet).

(b) Ebenso sind (N*,+) und (N*,-) Halbgruppen.

(c) Esist (NU{—-1},+) keine Halbgruppe, denn + ist keine binére Verkniipfung
auf der Menge NU {—1} (weil némlich (1) 4+ (—1) = -2 ¢ NU {—1} ist).

(d) Sei x : R? — R durch ax b = a?b fiir alle (a,b) € R? gegeben. Dann ist (IR, *)
keine Halbgruppe, weil die bindre Verkniipfung x nicht assoziativ ist.

(¢) Esist ({—1,0,1},-) eine Halbgruppe (wobei - hier wieder die tibliche Multipli-
kation bezeichnet).

Ein etwas interessanteres Beispiel ist das folgende

Beispiel 2.1.4. Sei X eine Menge und bezeichne Abb(X; X') die Menge aller Abbil-
dungen von X nach X. Aufserdem bezeichnen wir mit o die Hintereinanderausfiihrung
von Abbildungen.® Dann ist (Abb(X; X),0) eine Halbgruppe.

“Oder auch: Abelsch — benannt nach dem norwegischen Mathematiker Niels Henrik Abel (1802
in Frindée, Norwegen, — 1829 in Froland, Norwegen).

°In den Ubungen werden Sie noch weitere kennenlernen.

SBeachten Sie, dass man hier unbedingt dazu sagen muss, was gemeint ist: In Definition 1.5.6
haben wir mit o tatséchlich die Hintereinanderausfiihrung von Funktionen bezeichnet. In Definiti-
on 2.1.2 haben wir mit o hingegen eine allgemeine binare Verkniipfung bezeichnet.

Sie erkennen hier bereits eine Sache, die Thnen bereits im Laufe Thres ersten Semesters noch ofter
begegnen wird: Viele Symbole in der Mathematik sind mit verschiedenen Bedeutungen ,,iiberla-
den” (dberladen ist tibrigens tatséchlich ein technischer Begriff aus der Informatik, um solch einen
Sachverhalt zu beschreiben). Man muss dann aus dem Kontext erkennen, was gemeint ist. Falls die
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2. WICHTIGE ALGEBRAISCHE STRUKTUREN

Beweis. Lassen Sie uns iiberpriifen, dass (Abb(X; X), o) die beiden Axiome aus De-
finition 2.1.2(a) erfiillt:

e (HGO): Fiir zwei Funktionen f,g € Abb(X; X) ist auch fog € Abb(X;X),
also ist o tatsiichlich eine biniire Verkniipfung auf Abb(X; X).”

e (HG1): Die Assoziativitdt dieser Verkniipfung haben wir bereits in Propositi-
on 1.5.8 bewiesen. O

Die Halbgruppe (Abb(X; X),0) ist im Allgemeinen nicht kommutativ. Um das
zu erkennen, konnen Sie zum Beispiel die Menge X = {1,2} betrachten und sich
zwei Funktionen f, g € Abb(X; X) iiberlegen, fiir die

fog#gof

gilt.®

Neutrale Elemente

In manchen Halbgruppen gibt es Elemente, die keinerlei Wirkung haben, wenn man
Sie mit anderen Elemente verkniipft. Dieses Verhalten prézisieren wir in der folgenden
Begriffsbildung:

Definition 2.1.5 (Neutrales Element). Sei (X, o) eine Halbgruppe. Ein Element
e € X heifst neutrales Element der Halbgruppe, falls

YVaoe X: aoe=a=c¢eoa
gilt.?

Weil es sehr viele Halbgruppen gibt (einige Beispiele haben Sie oben bereits ge-
sehen), konnen Sie sich vielleicht vorstellen, dass man auch viele Halbgruppen finden
kann, in denen es eine neutrales Element gibt. Und nun eine kleine Denksportaufga-
be: Glauben Sie, man kann auch eine Halbgruppe finden, in der es zwei verschiedene
neutrale Elemente gibt?

Die folgende Proposition liefert die Antwort auf diese Frage.

Chance einer Unklarheit besteht, muss man explizit dazusagen, was mit einem Symbol gemeint ist.
Auf den ersten Blick mag das so wirken, als wére es unnotig fehleranfillig und schwer zu durchschau-
en. Aber im Laufe des Semesters werden wir noch viele weitere bindre Verkniipfungen diskutieren,
und dann werden Sie die notationelle Einfachheit, die dadurch entsteht, verschiedene Dinge mit
demselben Symbol zu bezeichnen, schnell zu schitzen lernen. (Ganz generell ist es iibrigens eine
grofe Kunst, mathematische Notation genauso schlank zu halten, dass man sie effizient benutzen
kann, dass es aber zugleich nicht stindig zu Missverstdndnissen kommt.)

"Machen Sie sich bitte unbedingt klar, dass hier etwas , Wildes“ passiert: Der Satz vor dieser
Fufnote besagt, dass o eine Abbildung von ( Abb(X; X))2 — Abb(X; X) ist — d.h., wir betrachten
hier gerade eine Abbildung, die Tupel aus Abbildungen auf Abbildungen abbildet.

8Und das sollten Sie auch tatsichlich tun!

9Eine Halbgruppe, in der ein neutrales Element existiert, wird auch als Monoid bezeichnet.
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Proposition 2.1.6 (Eindeutigkeit des neutralen Elemente). Sei (X, o) eine Halb-
gruppe. Dann gibt es hochstens ein neutrales Element in X.

Beweis. Seien e, eo € X neutrale Elemente. Dann gilt
€2 = €1 0€2 = €13

hierbei gilt die erste Gleichheit, weil e; ein neutrales Element ist, und die zweite
Gleichheit gilt, weil ey ein neutrales Element ist.'° O

Auch fir den Begriff des neutralen Elements geben wir einige Beispiele an:

Beispiele 2.1.7. (a) Die Halbgruppe (N*, +) besitzt kein neutrales Element. Die
Halbgruppe (N*, ) hingegen besitzt ein neutrales Element, ndmlich die Zahl 1.

(b) Die Halbgruppe ({—1, 0,1}, ) besitzt ein neutrales Element, namlich die Zahl
1.

(¢) Sei X eine Menge. Die Halbgruppe ( Abb(X; X),0) (wobei o die Hintereinan-
derausfithrung bezeichnet) besitzt ein neutrales Element, namlich idx.
2.2 Gruppen

Inverse Elemente und Gruppen

Nun geht’s zur Sache: Wir betrachten jetzt Halbgruppen, in denen es nicht nur ein
neutrales Element gibt, sondern auch noch sogenannte inverse Elemente:

Definition 2.2.1 (Gruppe). Eine Gruppe ist ein Tupel (G, o), wobei G eine Menge
und o eine Abbildung ist, und folgende Eigenschaften erfiillt sind:

(GO) Bindre Verkniipfung auf G: Es gilt o: G — G.
(G1) Assoziativitiit: Die biniire Verkniipfung o erfiillt das Assoziativgesetz.!!

(G2) Existenz eines neutralen Elementes: Es gibt ein neutrales Element e in der
Halbgruppe (G, o).

19Hjer sehen Sie eine allgemeine Beweistechnik um Eindeutigkeit zu zeigen: Wenn man beweisen
will, dass es von einem bestimmten Typ von Objekt nur eines (oder hdchstens eines) gibt, dann
nimmt man sich zwei solcher Objekte (die man mit verschiedenen Variablen bezeichnet, von denen
man aber nicht voraussetzt, dass sie verschieden sein miissen). Daraufhin beweist man dann, dass
diese beiden Objekte unter den gegebenen Voraussetzungen automatisch gleich sind. Damit hat
man dann gezeigt, dass es in Wirklichkeit héchstens ein solches Objekt geben kann.

"D h. anders ausgedriickt: (G, o) ist eine Halbgruppe.

12Beachten Sie, dass das neutrale Element dann wegen Proposition 2.1.6 eindeutig bestimmt ist.
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(G3) Existenz inverser Elemente: Es gilt
Vae G IbeG: aob=e.

Wenn a € G ist, dann nennt man ein Element b € G mit der Eigenschaft aob
ein rechtsinverses Element von a.

Jede Gruppe ist natiirlich auch eine Halbgruppe. Entsprechend ist der Begriff
kommutativ, den wir fiir Halbgruppen in Definition 2.1.2(b) eingefiihrt haben,
auch fiir Gruppen definiert.'3

Bevor wir Beispiele diskutieren, beweisen wir zunéchst einige allgemeine Aussa-
gen liber Gruppen:

Proposition 2.2.2 (Eigenschaften von rechtsinversen Elementen in Gruppen). Sei
(G, 0) eine Gruppe, und bezeichne e ihr neutrales Element.

(a) Seia € G und sei b € G ein rechtsinverses Element von a. Dann ist b auch
linksinvers zu a, d.h. es gilt boa = e.

(b) Jedes Element in G besitzt genau ein rechtsinverses Element in G, d.h., es gilt

Vae G 3IbeG@: aob=e.

Beweis. (a) Sei a € G und sei b € G rechtsinvers zu a. Laut Axiom (G3) in der
Definition einer Gruppe besitzt jedes Element der Gruppe ein rechtsinverses Element
— also besitzt auch b eine rechtsinverses Element in G, nennen wir es c¢. Es gilt

a=aoe=ao(boc)=(aob)oc=eoc=c,
und somit
boa=boc=e.

Dies beweist, dass b tatsachlich linksinvers zu a ist.

(b) Sei a € G beliebig, aber fest. Laut Axiom (G3) in der Definition einer Gruppe
besitzt a ein rechtsinverses Element b € G, also miissen wir nur die Eindeutigkeit
zeigen.

Sei also b € G ebenfalls ein rechtsinverses Element von a. Es gilt

b=boe=bo(aob)=(hoa)ob=eob=b;

fiir die vorletzte Gleichheit haben wir die bereits bewiesene Aussage (a) benutzt. [

13D h., eine Gruppe heift kommutativ, wenn a o b= boa for alle a,b € G gilt.
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Laut der vorangehenden Proposition hat jedes Element a einer Gruppe also nur
ein rechtsinverses Element — deshalb ist es sinnvoll, vom dem rechtsinversen Element
von a zu sprechen. Zudem ist das rechtsinverse Element von a immer auch auto-
matisch linksinvers zu a — deshalb ist es sinnvoll, das rechtsinverse Element von a
einfach das inverse Element von a zu nennen. Es ist iiblich die folgende Notation
fiir das inverse Element zu verwenden:

Notation 2.2.3. Sei (G, o) eine Gruppe und sei a € G. Das rechtsinverse Element
von a (das laut Proposition 2.2.2 eindeutig bestimmt ist und zugleich auch linksinvers
zu a ist) wird mit a~! notiert.

In vielen Féllen wird die binédre Verkniipfung einer Gruppe nicht mit dem Symbol
o bezeichnet, sondern mit dem Symbol +.14 Dies ist zum Beispiel bei der Gruppe
(R, +) der Fall, wobei + hier die tibliche Addition auf den reellen Zahlen beschreibt.

Wenn die Gruppenverkniipfung als + geschrieben wird, bezeichnet man das in-
verse Element eines Elementes a aus der Gruppe iiblicherweise nicht mit a~!, sondern
mit —a.

Wir werden von nun an héufig von der Termonologie Gebrauch machen, die
direkt vor der vorangehenden Notation eingefiihrt wurde und ¢! somit als inverses
Element von a bezeichnen. Es folgen einige Eigenschaften inverser Elemente:

Proposition 2.2.4 (Eigenschaften inverser Elemente). Sei (G, o) eine Gruppe, und
bezeichne e das neutrale Element der Gruppe.

(a) Esgilte ! =e.

b) Fiir jedes a € G gilt (a~1)~! = a.
J g

(c) Fir alle ai,as € G gilt (a1 0ag) ™' =ay'oa;’.
Beweis. (a) Die Behauptung besagt nichts weiter, als dass e das rechtsinverse Ele-
ment von e ist. Und dass dies wirklich stimmt, folgt aus der Gleichung eoe = ¢
(welche wiederum wahr ist, weil e das neutrale Element der Gruppe ist).
(b) Laut Proposition 2.2.2(a) gilt a~! oa = e. Wenn wir nun diese Gleichung von
links mit (a=')~! verkniipfen, dann folgt

(a—l)—l oa—l oa = (a—l)—l oe,

und somit e o a = (a~!)7!. Das Element auf der linken Seite dieser Gleichung ist
gleich a, womit die Behauptung gezeigt ist.
(c) Weil (a1 0 ag)~! per Definition dieser Notation rechtsinvers zu aj o as ist, gilt

ajoazo(ajoaz) t =e.

14 Allerdings wird ein Plus meist nur dann zur Notation einer Gruppenverkniipfung verwendet,
wenn die Gruppe kommutativ ist.
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Wir benutzen nun erneut, dass rechtsinverse Elemente laut Proposition 2.2.2(a) auch
linksinvers sind: Durch Verkniipfen der zuletzt angeschriebenen Gleichung von links
mit al_l erhélt man

as O (a1 o a,g)_l = al_l.

Diese Gleichung verkniipfen wir nun noch von links mit a, ! und erhalten somit

(a10ag) ™t =aytoarl.

Dies ist gerade die Behauptung. O
Nun diskutieren wir wie angekiindigt einige Beispiele.

Beispiele 2.2.5. (a) Sowohl (Z, +) als auch (R, +) ist eine Gruppe, und die Zahl
0 ist jeweils das neutrale Element. Auferdem ist fiir jedes Element a von Z
bzw. R die Zahl —a das inverse Element.

(b) Es ist (R,-) eine Halbgruppe mit neutralem Element 1, aber keine Gruppe —
denn das Element 0 hat kein rechtsinverses Element (wére ndmlich eine Zahl
r € R rechtsinvers zu 0, so wiirde 1 = 0 - r = 0 gelten).

(c) Sei R* :== R\ {0}.!% Im Gegensatz zum vorangehenden Beispiel ist (R*,-) eine
Gruppe.

In den Ubungen werden Sie noch einige deutlich iiberraschendere Beispiele fiir
Gruppen kennenlernen. Sehr interessante Beispiele fiir Gruppen sind zudem soge-
nannten die Permutationsgruppen — diese besprechen wir kurz am Ende dieses Ab-
schnitts.

Untergruppen

Ein wichtiges Konzept in der Mathematik besteht darin, aus gegebenen Objekten
neue Objekte mit &hnlichen Eigenschaften zu bauen. Eine erste Demonstration dieses
Konzeptes folgt nun anhand des Begriffs der Untergruppe.

Definition 2.2.6 (Untergruppe). Sei (G, o) eine Gruppe, und bezeichne e das neu-
trale Element von G. Eine Untergruppe von (G, o) ist eine Teilmenge U C G, die
die folgenden Eigenschaften erfiillt:

(UG1) Esist e e U.

(UG2) Abgeschlossenheit bzgl. der Gruppenverniipfung:

Yui,upo € U: wupoug € U.

Diese Notation ist sehr iiblich, und wir werden sie in der kompletten Linearen Algebra 1
verwenden.
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(UG3) Abgeschlossenheit bzgl. der Bildung von Inversen:

VueU: ulel.

Proposition 2.2.7. Sie (G, 0) eine Gruppe, und sei U C G eine Untergruppe. Dann
ist (U,o) selbst eine Gruppe.

Bevor wir die Proposition beweisen, ist es sinnvoll folgenden Punkt zu besprechen:
In der Formulierung der Proposition waren wir genau genommen etwas unprazise in
der Notation. Weil (G, o) eine Gruppe ist, wissen wir ja, dass o eine Abbildung von
G? nach G ist. Somit kann aber (U, o) genau genommen gar keine Gruppe sein, denn
damit dies iiberhaupt moglich ist, miisste ja o eine Abbildung von U? nach U sein
(und nicht von G2 nach G).

Was hier vor sich geht, ist folgendes: Genau genommen meint man, wenn man
von der Gruppe (U, o) spricht, mit o nicht exakt diesselbe Abbildung wie in (G, o) —
sondern man meint die sogenannte Einschrinkung von o auf U? (d.h., man wendet
o nun nicht mehr auf Elemente a und b aus G an, sondern nur noch auf Elemente
auf U). Aus Axiom (UG2) in der Definition einer Untergruppe folgt, dass man somit
eine Abbildung enthélt, deren Werte alle in U liegen — also tatséchlich ein binére
Verkniipfung auf U.'6

Beweis von Proposition 2.2.7. Wir miissen nachweisen, dass (U, o) die Axiome aus
der Definition einer Gruppe erfillt:

e (GO): Dies folgt, wie bereits vor dem Beweis diskutiert, aus Untergruppen-

Axiom (UG2).
e (G1): Weil (G, o) eine Gruppe ist, gilt dass Assoziativgesetz
(aob)oc=ao(boc)
fiir alle a, b, c € G. Also gilt es insbesondere fiir alle a,b,c € U.

o (G2): Bezeichne e das neutrale Element von G. Laut Untergruppen-Axiom (UG1)
ist e € U, und offensichtlich ist e auch in (U, o) neutrales Element.

e (G3): Sei u € U. Das inverse Element v ! von u in der Gruppe (G, o) ist laut
Untergruppen-Axiom (UG3) ein Element von U. Somit besitzt u ein inverses
— und somit insbesondere rechts-inverses — Element in U. O

Y8F{ir Einschrinkungen von Abbildungen gibt es eigentlich eine spezielle Notation, die Sie auch
schon in den Ubungen (in Aufgabe 1(b) auf Hausaufgabenblatt 3) kennengelernt haben. Wenn man
dieser Notation folgt, muss man der Genauigkeit halber eigentlich sagen, ,,(U, o|uxv) ist eine Grup-
pe*, anstelle von ,,(U, o) ist eine Gruppe®. Die Erfahrung zeigt aber, dass diese genauere Notation
beim Behandeln von Untergruppen keinen Mehrwert bringt, und lediglich die Notation verkompli-
zieren wiirde. Deshalb ist man hier meist etwas ungenau und spricht stattdessen einfach von der
Gruppe (U, o). In anderen Kontexten (wenn es nicht gerade um Untergruppen oder dhnliche Struk-
turen geht) ist es aber wichtig, dass man es notational deutlich zum Ausdruck bringt, wenn eine
Funktion auf eine Teilmenge ihres Definitionsbereichs eingeschrankt wird.
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Aufgrund von Proposition 2.2.7 ist das Konzept der Untergruppen sehr niitzlich,
um aus einer Gruppe neue, ,kleinere“ Gruppen zu erhalten.
Wir schliefien diesen Abschnitt mit folgenden Beispielen:

Beispiele 2.2.8. (a) Das Intervall (0,00) := {z € R| z > 0} ist eine Untergrup-
pe von (R*,-). Dies kann man leicht nachrechen, indem man die Untergrup-
penaxiome iiberpriift.

(b) Das Intervall [1,00) := {z € R| x > 1} ist keine Untergruppe von (R*, ), denn
zum Beispiel ist das inverse Element von 2 — also die Zahl % — kein Element
von [1,00).

Permutationen

Hier ist eine weitere Klasse von Gruppen:

Beispiel 2.2.9. Sei X eine Menge. Es bezeichne S(X) die Menge aller bijektiven
Abbildungen von X nach X,!7 und bezeichne o die Hintereinanderausfiihrung von
Funktionen aus S(X).

Dann ist (S§(X), o) eine Gruppe, und fiir jedes f € S(X) ist die Umkehrfunktion
von f zugleich das inverse Elemente von f in der Gruppe (S(X),0).18

Man bezeichnet sie als symmetrische Gruppe auf X.

Beweis. Lassen Sie uns iiberpriifen, dass (S(X), o) die Axiome einer Gruppe erfiillt:

e (GO0): Wenn wir nur Funktionen aus S(X) verkniipfen, dann bildet o tatséchlich
von S(X) x §(X) nach S(X) ab, denn fiir f,g € S(X) ist f o g ebenfalls eine
Abbildung von X nach X, und laut Proposition 1.5.14(c) auch bijektiv.

e (G1): Die Hintereinanderausfiihrung von Funktionen ist laut Proposition 1.5.8
assoziativ.

e (G2): Die Identitét idy ist ein Element von S(X) und es gilt
idyof = foidx = f

fir jedes f € S(X). Somit ist idx neutrales Element in (S(X), o).

D .., S(X) ist eine Teilmenge von Abb(X; X).

18Beachten Sie, dass wir die Notation ,,hoch —1“ in zwei verschiedenen Kontexten eingefiihrt
haben: Laut Definition 1.5.12 wird sie fiir die Umkehrfunktion benutzt, und laut Notation 2.2.3
wird sie zur Bezeichnung von inversen Elementen in einer Gruppe benutzt. Wenn f ein Element der
symmetrischen Gruppe S(X) ist, ist auf den ersten Blick nicht klar, welche der beiden Bedeutungen
mit der Notation f~! gemeint ist. Es ist deshalb wichtig, dass Sie sich an der Stelle {iberlegen,
weshalb die beiden Notation in diesem Fall dasgleiche bedeuten (und somit an dieser Stelle kein
Notationskonflikt auftritt).
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e (G3): Sei f € §(X). Dann besitzt f aufgrund seiner Bijektivitit eine Umkehr-
funktion f~!. Diese bildet ebenfalls von X nach X ab, und ist laut Proposi-
tion 1.5.14(b) ebenfalls bijektiv. Auferdem ist sie laut Proposition 1.5.14(a)
rechts-invers zu f (womit auch gleich die letzte Behauptung im Beispiel bewie-
sen ist). O

Das vorangehende Beispiel ist besonders wichtig, wenn X eine endliche Menge
ist.

Beispiel 2.2.10. Sei n € N*. Dann notiert man die symmetrische Gruppe auf der
Menge {1,...,n} — also die Gruppe S({l, e ,n}) — oft kurz als S, und bezeichnet
sie auch als symmetrische Gruppe auf n Elementen. Die Elemente von S,
nennt man Permutationen auf n Elementen.

Jedes Element von S, — d.h. jede Permutation von n Elementen — ist also ei-
ne bijektive Abbildungen von {1,...,n} nach {1,...,n}. Wie Sie bereits aus Bei-
spiel 1.5.3(a) wissen, kann man Funktionen, deren Definitionsbereich endlich ist, in
Tabellenform angeben. Bei Permutationen ist dies sehr iiblich und dufserst niitzlich.

Hierbei sind die folgenden Konventionen iiblich: Man schreibt die komplette Ta-
belle innerhalb von geschweiften Klammern auf, und man ldsst oft sdmtliche Trenn-
striche zwischen Zeilen und Spalten der Tabelle weg. Aufterdem ist man meist sogar
so dreist, die Tabelle selbst einfach als die entsprechende Funktion aufzufassen. Somit

ist also die Permutation
(1 2 3 4
77\3 1 2 4

zum Beispiel ein Element aus S4. Fiir dieses o gilt

Das neutrale Element von S3 — also die Funktion idy; o3y — lidsst sich in dieser No-

tation schreiben als
. 1 2 3
1d{172’3} = (1 2 3> .

Im folgenden und letzten Beispiel dieses Abschnitts zeigen wir, wie man die Hin-
tereinanderausfithrung von Permutationen konkret berechnen kann:

Beispiel 2.2.11. Betrachten Sie die folgenden drei Permutationen aus Sy:

(1 23 4 (123 4 (123 4
91=\1 3 92 4) 927\2 34 1) T\3 21 4)

Es gilt
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und

1 2 3 4
03009001 =030 (09007) = (2 41 3).
Durch Permutationen lésst sich sehr gut die Umordnung von Objekten beschrei-
ben, die in einer bestimmten Reihenfolge aufgestellt sind. Dies demonstrieren wir
anschaulich in der Vorlesung (mit ganz konkreten Gegenstédnden, sodass sich die
Demonstration nur schwer schriftlich darstellen ldsst — deshalb wird sie hier im Ma-
nuskript nicht beschrieben).

2.3 Korper

Was ist ein Korper?

Wie Sie bereits wissen, ist eine Gruppe eine Menge zusammen mit einer binéren
Verkniipfung, welche bestimmte Figenschaften erfiillt. Wenn Sie nun aber z.B. die
reellen Zahlen betrachten, dann kennen Sie auf dieser Menge ja zwei Verkniipfungen
mit interessanten Eigenschaften: Die Addition und die Multiplikation. Zudem héangen
beide Verkniipfungen auch noch mittels des Distributivgesetzes zusammen.

Es gibt aber noch weitere Mengen, auf denen binére Verkniipfungen mit dhnlichen
Eigenschaften definiert sind. Um all diese zugleich behandeln zu kénnen, fiihrt man
den folgenden Begriff ein:

Definition 2.3.1 (Korper). Ein Korper ist ein Tupel (K, +, -), wobei K eine Menge
ist, und + und - Abbildungen sind!®, welche die folgenden Eigenschaften erfiillen:°

(KO) Bindre Verkniipfungen auf K: Es gilt +: K?> - K und - : K? — K.
(K1) Aziome der Addition:

Es ist (K, +) eine kommutative Gruppe.

Das neutrale Element dieser Gruppe bezeichnet man mit 0. Auflerdem ver-
wendet man fiir jedes o € K die Notation —a um das inverse Elemente von o
in der Gruppe (K, +) zu bezeichnen.

(K2) Axiome der Multiplikation, Teil 1: Es ist (K, -) eine kommutative Halbgruppe,
die ein neutrales Element besitzt.?! Das neutrale Element bezeichnen wir mit
1.

(K3) Nicht-Trivialitit des multiplikativ neutralen Elements: Es ist 1 # 0.

9Dje wir mit Infix-Notation verwenden werden.

20Dje Verkniipfung + bezeichnet man iiblicherweise als Addition und die Verkniipfung - als
Multiplikation.

21Beachten Sie, dass das neutrale Element laut Proposition 2.1.6 automatisch eindeutig bestimmt
ist.
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(K4) Aziome der Multiplikation, Teil 2: Fiir jedes a € K\ {0} existiert ein § € K
mit der Eigenschaft a- 5 = 1.
Wir verwenden die Notation K* := K\ {0}.

(K5) Distributivgesetz: Fiir alle o, B, € K gilt: (a+ ) - A=a- A+ - A

Aus den Korperaxiomen folgen einige einfache, aber niitzliche Konsequenzen, die
im folgenden aufgezéhlt werden:

Proposition 2.3.2 (Rechenregeln in Korpern). Sei (K, +,-) ein Kdrper.
(a) Fiir alle o, B € K gilt:
a-=0 & a=0 Vv pg=0.
(b) Fiir alle o, B € K gilt
(=1)-B==8, (-a)-B=—(a-B), und (-a)-(=f)=a-p.
(¢c) Fir alle o, B € K gilt
—(a+ ) = (=a) + (=H).

(d) Fir jedes a € K* gibt es genau ein f € K mit der Eigenschaft a- 3 = 1.
Auferdem ist dieses 8 nicht 0, d.h. ein Element von K*.

(e) Esist (K*,-) eine kommutative Gruppe.

Beweis. (a) Seien a, 8 € K.
,,<=" Wir nehmen zuerst an, dass a = 0 gilt, und wir miissen 0 - 8 = 0 zeigen.
Hierzu verwenden wir das Distributivgesetz: Es gilt

0-8=(0+0)-8=0-8+0-8.

Indem wir dass additiv inverse Elemente von 0 - 8 auf beiden Seiten der Gleichung
addieren, erhalten wir hieraus wie behauptet 0 =0 - 5.

Wenn stattdessen § = 0 ist, dann folgt mithilfe der Kommutativitat von - und
der bereits gezeigten Eigenschaft, dass a-0=0-«a = 0 gilt.

»=" Sel nun « - = 0. Wir nehmen widerspruchshalber an, dass « # 0 und
B # 0 gilt. Dann gibt es laut Kérperaxiomen Elemente &, 3 € K mit der Eigenschaft
aa = 1 und S = 1. Hieraus folgt

0=a&-0-f=a-a-B-f=1-1=1,

wobei wir fiir die erste Gleichheit die bereits gezeigte Implikation verwenden haben.
Die Gleichheit 0 = 1 ist aber ein Widerspruch zu den Koérperaxiomen.

(b) Sei 8 € K. Wir zeigen zunéchst, dass (—1) - § = —f gilt:
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Mithilfe des Distributivgesetzes erhalten wir
B+ (=1)-B=1-B+(=1)-f=(1+(-1)-B=0-5=0,

wobei wir fiir die letzte Gleichheit Aussage (a) benutzt haben. Indem wir nun auf
beiden Seiten — 3 addieren, folgt wie behauptet (—1) -8 = —p.

Die zweite Gleichheit in (b) folgt durch Umklammern aus der ersten.

Um die dritte Gleichheit zu zeigen, beobachten wir zuerst, dass aus der ersten
Gleichheit die Eigenschaft

(1) (1) =—(-1) =1

folgt. Fiir o, 8 € K folgt hieraus durch geeignetes Umklammern sofort die behauptete
Gleichheit (—a) - (=f) =a-

(c) Dies folgt aus der ersten Gleichheit in (b) und dem Distributivgesetz.

(d) Sei @ € K*. Wir wissen bereits aus den Korperaxiomen, dass es ein § € K
mit der Eigenschaft a- f =1 gibt. Wir miissen aber die Eindeutigkeit beweisen.
Seien also (51, B2 € K derart, dass a- 81 = 1 und « - B9 = 1 gilt. Dann folgt

O=a-Bi+(—(a-B)=a-fi+a- (=) =a- (b1 +(—B)).

Weil a nach Voraussetzung nicht 0 ist, folgt aus (a), dass 81 + (—f2) = 0 gilt. Durch
Addition von (5 auf beiden Seiten dieser Gleichung erhalten wir 8; = §2. Damit ist
die Eindeutigkeit beweisen.

Dass das Element 8 € K, welches « - 8 = 1 erfiillt, nicht 0 sein kann (und somit
in K* liegt), folgt wegen 1 # 0 aus (a).

(e) Dies folgt unmittelbar aus den Korperaxiomen und Aussage (d). O

In Korpern sind einige notationelle Konventionen iiblich, die im folgenden aufge-
zahlt werden:

Notation 2.3.3 (Ubliche Notationen in Kérpern). Sei (K, +,-) ein Kérper
(a) Fiir zwei Elemente «, 8 verwendet man meist die Abkiirzung a—f == a+(—f).

(b) Fiir jedes @ € K* notiert man das inverse Element von « in der Gruppe (K*,-)
(d.h. das eindeutig bestimmte Element 5 € K mit der Eigenschaft - = 1),
wie in Gruppen iiblich, als o~ .

(c) Fir alle a € K* und alle g € K folgt aus den Koérperaxiomen und den bereits
gezeigten Eigenschaften, dass es genau ein Element z € K mit der Eigenschaft

a-x = [ gibt. Dieses Element x bezeichent man iiblicherweise mit der Notation
B 22
o

Zugleich kann man sofort nachrechen, dass * = a~! - 8 ist. D.h. g ist eine
Kurzschreibweise fiir a~! - 5. Insbesondere ist somit i =ao L

22Manchmal schreibt man auch 3 /o anstelle von g AuRerst uniiblich ist hingegen die Verwen-
dung eines Doppelpunktes zur Notation einer Division.
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Wir sprechen kurz einige klassische Beispiele an:

Beispiele 2.3.4. (a) Esist (R,+,:) ein Kérper (wobei 4+ und - die iibliche Addi-
tion und Multiplikation von reellen Zahlen bezeichen).

(b) Es ist auch (Q, +,-) ein Korper (wobei 4+ und - ebenfalls die iibliche Addition
und Multiplikation bezeichnen).

(c) Esist (Z,+,") (ebenfalls mit iiblicher Addition und Multiplikation) kein Kor-
per, denn beispielsweise gibt es fiir das Element o := 2 € Z keine § € Z mit
der Eigenschaft a- 8 = 1.

Korper sind also Verallgemeinerungen der Thnen bereits bekannten Strukturen
R bzw. Q. Die Koérperaxiome zusammen mit Proposition 2.3.2 und Notation 2.3.2
zeigen, dass Sie in allgemeinen Korpern im Grunde genauso rechnen diirfen, wie Sie
es mit rationalen oder reellen Zahlen gewohnt sind.

Es gibt allerdings einen entscheidenden Unterschied: Zwei reelle Zahlen kann man
immer der Grofe nach vergleichen (und selbiges gilt fiir zwei Zahlen aus Q). Dies
ist fir Elemente beliebiger Korper hingegen nicht richtig: Beachten Sie, dass wir in
den Korperaxiomen nirgends gefordert haben, dass es eine Méglichkeit gibt, fiir zwei
Elemente eines Korpers zu bestimmen, welches ,,groffer ist. Wir haben noch nicht
einmal definiert, was ,,grofer” in einem beliebigen Korper iiberhaupt heiffen soll — und
man kann sogar zeigen, dass es in allgemeinen Koérpern gar nicht moglich ist, einen
widerspruchsfreien , grofser-Begriff einzufiihren, der unserem iiblichen Versténdnis
dieses Wortes geniigt.

Den Rest von Abschnitt 2.3 wollen wir nutzen, um zwei weitere wichtige Klassen
von Koérpern einzufiihren.

Komplexe Zahlen

Der urspriingliche Sinn sogenannter komplexer Zahlen bestand darin, fiir bestimm-
te Gleichungen, die in R keine Losung besitzen,?® dennoch Lésungen zu definieren,
die sich in einem geeigneten Sinne ,verniinftig* verhalten. Aus heutiger Sicht geht
der Nutzen komplexer Zahlen jedoch weit hieriiber hinaus.

Wir beginnen zunichst damit, die Menge R? = R x R durch geeignet definierte
Operationen zu einem Korper zu machen:

Definition 2.3.5 (Der Korper der komplexen Zahlen). Seien + : R? x R? — R? und
- : R? x R? — R? definiert durch

o+t h= (041-1-51)

ag + B2
und
a1 — a
0 B= 151 — azf
a1 B2 + azf
23Wie zum Beispiel 22 = —1.
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fiir alle a, 8 € R2.

Das Tupel (R2,—|—,-) nennt man den Korper der komplexen Zahlen. Wenn
man R? mit diesen beiden Verkniipfungen ausstattet, ist es iiblicher, anstelle von R?
die Notation C zu verwenden. Somit notiert man den Koérper der komplexen Zahlen
dann mit (C,+,-).

Man kann zeigen:

Proposition 2.3.6. Der Kdrper der komplexen Zahlen ist tatsdchlich ein Korper.
Die neutralen Elemente der Addition und Multiplikation sind

b))

Beweis. Das Uberpriifen der meisten Kérperaxiome ist Routine. Interessant ist in
erster Linie die Existenz von multiplikativ inverse Elementen — dies stellen wir als
Ubungsaufgabe. O

Der in Definition 2.3.1 eingefiihrten Notation fiir neutrale Element in Koérpern
folgend schreiben wir fiir das additiv bzw. multiplikativ neutrale Element

0 1
(O) bzw. (O)
kurz 0 bzw. 1.

Mit komplexen Zahlen in der obigen Darstellung zu rechnen, ist recht ungemiit-
lich. Um zu einer besser handhabbaren Darstellung zu gelangen, ist die folgende
Uberlegung hilfreich:

Diskussion 2.3.7. (a) Wenn Sie R als Zahlenstrahl zeichnen, und R? als Ebene,
dann ist es naheliegend, den Zahlenstrahl als Rechtswertachse des Koordina-
tensystems von R? einzuzeichnen. In diesem Sinne kann man R geometrisch als
eine Teilmenge von R? auffassen. Rechnerisch bedeutet dies, dass man jedes
r € R mit dem Tupel

r
(5

identifiziert.?* Wenn man dies tut, dann stellt man fest, dass die Rechenope-
rationen auf R? = C, die in Definition 2.3.5 eingefithrt wurden, genau der

24Beachten Sie, dass 7 und das Tupel nicht wirklich gleich sind in dem Sinne, wie wir die Gleich-
heit zweier Tupel definiert haben. Wenn man das, was hier steht, vollig prézise aufschreiben mochte,
muss man eine injektive Abbildung R — R? betrachten, die jedem r € R das entsprechende Tupel in
R? zuweist, und dann iiber sogenannte Einbettungen und Isomorphismen von Kérpern sprechen
— diesen terminologischen und konzeptuellen Aufwand wollen wir an dieser Stelle aber vermeiden,
denn er bringt uns hier nicht wirklich weiter.
Deshalb sind wir lieber ein wenig ungenau und fassen, wann immer wir von den komplexen Zahlen
sprechen — aber wirklich nur dann — R ab sofort als Teilmenge des R? auf.
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iiblichen Addition und Multiplikation reeller Zahlen entsprechen, wenn man
Sie auf R einschriankt: Fiir alle r, s € R gilt ndmlich

() 6)= (")
() ()= ();

dies folgt direkt aus der Definition von 4+ und - auf C = R2.

und

Man sagt deshalb auch, dass R ein Teilkérper von C ist.

Nun fiithrt man noch die folgende Notation und Terminologie ein: Man nennt

das Element
i= <(1)> eC

die imaginire Einheit. Sie erfiillt die Gleichung i> = —1 (das werden wir in
den Ubungen zeigen).

Mit Hilfe der imagindren Einheit kann man komplexe Zahlen in viel iibersichtli-
cherer Form schreiben. Wenn wir namlich wie oben erldutert jede reelle Zahl als
ein Element von R auffassen, dann folgt aus der Definition der Multiplikation
auf C fiir alle o € C die Formel

- (£)-(3)+ () -0

Die reelle Zahl a7 heifst der Realteil von «, und die reelle Zahl as heifst der
Imaginérteil von «; wir kiirzen Sie mit der Notation

Rea = o und Imao = ay
ab.
Wir kénnen — und werden — also ab sofort jede komplexe Zahl o in der Form
a=Rea+ilma

schreiben. Indem man die iiblichen Rechenregeln in Koérpern verwendet und
zudem von der Rechenregel i2 = —1 Gebrauch macht, kann man mit dieser
Darstellung komplexer Zahlen bereits recht iibersichtlich rechnen.

Auflerdem ist es somit noch etwas intuitiver, die reellen Zahlen als Teilmenge
der komplexen Zahlen aufzufassen, denn die reellen Zahlen sind somit einfach
diejenigen komplexen Zahl, deren Imaginérteil gleich 0 ist. Oder anders ausge-
driickt: Jede reelle Zahl r lasst sich in der Form

r=r+41i0

als komplexe Zahl auffassen.
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Endliche Korper

Nun werden wir noch eine weitere Klasse von Korpern diskutieren — und zwar wel-
che, die nur endlich viele Elemente besitzen. Als Vorbereitung sollten Sie sich an
eine Rechenoperation erinnern, die Sie vermutlich schon in der Grundschule gelernt
haben:

Bemerkung 2.3.8 (Teilen mit Rest). Will man bei der Division natiirlicher Zahlen
ein ganzzahliges Ergebnis erhalten, so bleibt hidufig ein Rest. Zum Beispiel:

a) Die ganzzahlige Division von 10 durch 7 liefert 1, mit Rest 3.

(

(b) Die ganzzahlige Division von 7 durch 8 liefert 0, mit Rest 7.
c¢) Die ganzzahlige Division von 5 durch 5 liefert 1, mit Rest 0.

(d)

d) Die ganzzahlige Division von 20 durch 6 liefert 3, mit Rest 2.

Teilen mit Rest bendtigen wir um die Rechenoperationen in den folgenden Kor-
pern zu beschreiben:

Beispiel 2.3.9 (Korper mit einer primen Anzahl an Elementen). Sei p € N* eine
Primzahl.?> Wir mochten gerne auf der Menge {0,...,p—1} zwei Rechenoperationen
definieren um einen Korper zu erhalten.

Bevor wir diese Rechenoperationen definieren, besprechen wir aber noch eine
notationelle Besonderheit: Anstelle von 0,...,p — 1 wollen wir lieber die Symbole
[0],...,[p—1] fir die Elemente dieser Menge benutzen. Fiir den Moment konnen Sie
sich vorstellen, dass diese trotzdem einfach die natiirlichen Zahlen 0,...,p — 1 sind,
und dass wir mit den eckigen Klammern einfach zum Ausdruck bringen md&chten,
dass die Rechenoperationen auf diesen Zahlen nicht diejenigen sind, mit denen man
iiblicherweise auf den natiirlichen Zahlen rechnet, sondern diejenigen, die wir nun
besprechen werden.?’

Wir bezeichnen die Menge {[0],...,[p — 1]} kurz mit Fp, und wir fithren die
folgenden binéren Verkniipfungen + und - auf [, ein: Fiir alle [a], [b] € [}, setzen wir

wobei r diejenige natiirliche Zahl von 0 bis p — 1 ist, die man bei der ganzzahligen
Division der natiirlichen Zahl a 4+ b durch p als Rest erhélt. Ebenso setzen wir fiir
alle [a], [b] € TF,,

25 Also eine Zahl > 2, die nur durch 1 und sich selbst ohne Rest teilbar ist.

26Bs gibt auch noch einen tieferliegenden Grund fiir die Verwendung der eckigen Klammern. Die-
sen konnen Sie nachvollziehen, falls Sie einmal in einer Algebra- oder Zahlentheorie-Vorlesung iiber
sogenannte Quotientenringe sprechen werden. Fiir den Moment muss Sie das aber nicht unbedingt
kiimmern.
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wobei s diejenige natiirliche Zahl von 0 bis p — 1 ist, die man bei der ganzzahligen
Division der natiirlichen Zahl a - b durch p als Rest erhalt.
Man kann zeigen,?” dass (F,, +, ) ein Korper ist.?®

Zum Schluss geben wir noch ein paar konkrete Beispiele an:

Beispiele 2.3.10. (a) In F7 gilt: Es ist zum Beispiel

weil 15 geteilt durch 7 den Rest 1 ergibt.

(b) In [y gilt zum Beispiel

weil 2 geteilt durch 2 den Rest 0 ergibt.

2.4 Erganzungen

Charakterisik von Korpern

Ein Begriff, der fiir das tieferergehende Studium von Ko6rpern relevant ist, ist die
Charakteristik. Um sie zu definieren, brauchen bendtigen wir zunéchst die folgen-
den Notation:

Notation 2.4.1. Sei K ein Korper und sei n € N*. Fiir jedes a € K definiert man
na:=a+---+a,
wobei die Summe aus n Summanden besteht.
Nun ist die Charakteristik eines Korpers folgendermafien definiert:
Definition 2.4.2 (Charakteristik von Korpern). Sei K ein Kérper.

(a) Falls es ein n € N* mit der Eigenschaft nl = 0 gibt, dann nennt man die
kleinste solche Zahl die Charakteristik von K.

?"Was wir in der Linearen Algebra 1 aber nicht tun werden.
28Es gibt {ibrigens auch noch andere Kérper mit nur endlichen vielen Elementen. Diese werden
wir in der Linearen Algebra 1 aber nicht besprechen.
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(b) Falls es kein n € N* mit der Eigenschaft nl = 0 gibt, dann definiert man die
Charakteristik von K als 0.

Zum Beispiel haben die Korper @Q, R und C die Charakterisitik 0. Fiir jedes
Primzahl p € N hat der Korper I, hingegen die Charakteristik p. Kérper mit der
Charakteristik 2 (zum Beispiel Fo) haben die kuriose Eigenschaft, dass 1 +1 = 0
und somit —1 = 1 gilt. Es sind die einzigen Korper K, in denen man fiir ein Element
a € K aus der Gleichung —a = a nicht a = 0 folgern kann — was bereits andeutet, dass
Korper mit Charakteristik 2 sich hédufig etwas anders verhalten als andere Koérper.

Man kann zeigen, dass die Charakteristik eines Koérpers immer 0 oder eine Prim-
zahl ist. Dies hingt mit dem Begriff der sogenannten Teilkdrper zusammen: Ahnlich
wie es flir Untergruppen von Gruppen der Fall ist, ist ein Teilkérper eines Korpers K
eine Teilmenge von K, die beziiglich der algeraischen Operationen in K abgeschlossen
ist, sodass sie selbst ebenfalls einen Korper bildet.

Indem man alle Teilkérper eines Korpers K schneidet, erhdlt man immer einen
kleinsten Teilkorper von K, und es stellt sich heraus, dass dieser eng mit der Cha-
rakteristik von K zusammenhangt:

e Wenn K die Charakteristik 0 hat, dann ist der kleinste Teilkérper von K der
Kérper Q.29

e Wenn K die Charakteristik p fiir eine Primzahl p € N* hat, dann ist der kleinste
Teilkorper von K der Korper F,.

Fiir mehr Details zur Charakteristik von Kérpern verweisen wir zum Beispiel auf
[Fis11, Abschnitt 1.3.7].

Literaturhinweise

Abschnitte iiber die wichtigsten algebraischen Strukturen finden Sie in den meisten
Biichern iiber Lineare Algebra, die im Literaturverzeichnis dieses Manuskripts gelis-
tet sind. Im folgenden fiihren wir beispielhaft einige Literaturstelle an, die sich ein
wenig vom Inhalt dieses Manuskripts unterscheiden:

e In [Beul4, Kapitel 2| werden Korper direkt eingefiihrt, ohne vorher iiber Halb-
gruppen oder Gruppen zu sprechen.

e Die Korper I, fiir p prim werden zum Beispiel in [Beul4, Abschnitt 2.2.3| im
Detail besprochen (und dort als Z,, bezeichnet).

e In [Beul4, Abschnitt 2.2.4] wird ein Kérper mit 4 Elementen angegeben. Diesen
haben wir in der Vorlesung gar nicht erwahnt.

29Hier gibt es eigentlich eine kleine Subtilitit zu beachten: Genau genommen, muss Q selbst gar
nicht in K enthalten sein, sondern der kleinste Teilkérper von K ist lediglich isomorph zu Q — ein
Begriff, den man zun&chst definieren miisste, um hier weiter tiber Details zu sprechen.
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e In [Bosl4, Seite 20] finden Sie den Korper Q(v/2) (sprich ,,Q adjungiert v/2*),
dessen Eigenschaften Sie womdglich ein wenig an die komplexen Zahlen erin-
nern (obwohl es sich bei diesem Korper keineswegs um die komplexen Zahlen
handelt).

e In |[Beul4, Abschnitt 2.2.2] werden die Quaterionen besprochen, bei denen es
sich nicht um einen Korper, sondern um die etwas allgemeinere Struktur eines
Schiefkérpers handelt.

e In |Fisll, Abschnitt 1.3.2] wird besprochen, wie man die rationalen Zahlen mit
Hilfe sogenannter Aquivalenzrelationen aus den ganzen Zahlen konstruieren
kann.

e In [Fisll, Abschnitt 1.3.4] wird sogar eine Konstruktion der reellen Zahlen
angegeben — dies ist allerdings ein Thema, das tendenziell eher zum Gebiet der
Analysis gehort. 30

30Womit natiirlich nicht gesagt ist, dass es zwischen Linearer Algebra und Analysis keine Uber-
schneidungen gebe — ganz im Gegenteil, spitestens in der Analysis mehrerer Verdnderlichen (,,Ana-
lysis 2) bendtigt man stidndig auch Lineare Algebra.
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Kapitel 3

Nummerierungen, Rekursion und
Induktion

Einstiegsfragen. (a) Sein eine natiirliche Zahl. Kennen Sie eine effiziente mathe-

(b)

()

3.1

matische Notation fiir ,,die Summe der ersten n ungeraden natiirlichen Zahlen“?

A propos: Welcher Wert, kommt eigentlich heraus, wenn man die Summe der
ersten n ungeraden natiirlichen Zahlen berechnet?

Ein Gedankenspiel aus dem Marchenland: In den nédchsten Semesterferien ha-
ben Sie bei einer guten Fee einen Wunsch frei, und Sie wiinschen sich, dass
immer und stets, egal was auch passiert, der erste Tag der Vorlesungszeit lie-
ber noch ein Ferientag sei.

Die gute Fee erfiillt freilich Thren Wunsch (sonst wére sie ja keine gute Fee).
Wann gehen Sie das néchste mal zur Vorlesung?

Stellen Sie (in echt oder in Ihrer Fantasie) eine Webcam vor einem Compu-
terbildschirm B auf, und zwar so, dass sie den Bildschirm und einen kleinen
Ausschnitt des Raumes um den Bildschirm abfilmt. Verbinden Sie die Webcam
mit dem Computer und lassen Sie live auf dem Bildschirm B anzeigen, was die
Webcam filmt.

Was sehen Sie auf dem Bildschirm B?

Summen und Produkte

Indizierte Variablen, Tupel und Funktionen

Sie haben bisher in der Veranstaltung bereits mehrmals folgende Notation gesehen:
Wenn man nicht nur zwei oder drei mathematische Objekte mit Variablen bezeichnen
will, sondern mehr Objekte, so ist es oft am einfachsten, sie durchzunummerieren,
z.B. in der Form

T1,X2y...,Tn, (3.1.1)
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3. NUMMERIERUNGEN, REKURSION UND INDUKTION

wobei n € N ist.! Die folgenden beiden Bemerkungen sind wichtig, damit Sie dies
richtig einordnen kénnen:

Bemerkung 3.1.1 (Nummerierte Objekte, Tupel, Funktionen). (a) Eine Durch-
nummerierung von Objekten mit Hilfe von Indizes wie in (3.1.1) ist konsistent
mit der Notation, die wir beim Einfithren von Tupeln in Definition 1.3.16(b)
festgelegt haben: Wenn wir alle n Objekte aus (3.1.1) zu einem Tupel = zusam-
menfassen, dann wird laut Definition 1.3.16(b) der erste Eintrag des Tupels mit
x1 bezeichnet, der zwei mit z9, und so weiter. Somit erhalten wir als ebenfalls
die Notation z1,z2,. .., z, fiir die n Objekte, die in (3.1.1) aufgelistet sind.

(b) Wir wollen nun noch einen Schritt weiter gehen: Wenn Sie eine Liste von Ob-
jekten z1,...,z, (mit n € N) betrachten und all diese Objekte aus einer be-
stimmten Menge X stammen, so ist das Tupel

x:(azl xn)

nichts weiter als eine Zuordnung, die jeder Zahl von 1 bis n ein Element aus
X zuordnet. Anders ausgedriickt: Ein Tupel aus X™ kann man auch als eine
Funktion von {1,...,n} nach X auffassen.

Funktionswert dieser Funktion an der Stelle 1 ist dann x1, der Funktionswert
an der Stelle 2 ist x5, und so weiter, und der Funktionswert an der Stelle n
ist x,,.2 Entsprechend benutzt man manchmal auch folgende Notation: Man
bezeichnet die Funktion von {1,...,n}, die zum Tupel x gehort, ebenfalls mit
x — und somit ist dann z(1) = x1, 2(2) = x2, ..., #(n) = 2,.3

Wenn Sie, dem zweiten Teil der vorangehenden Bemerkung folgend, ein Tupel
als Funktion auffassen, dann liegt es auch nahe, das man die verschiedenen Eintrage
eines Tupels oft durch Formeln spezifizieren kann. Zum Beispiel konnen wir schreiben
.Sei z € R” das Tupel, dessen Eintrige durch die Formel

rp =k firalleke {1,...,7}

'Hier kann man iibrigens tatséchlich auch den Fall n = 0 zu lassen — in diesem Fall ist die
Aufzéhlung z1,x2, ..., %, so zu verstehen, dass man iiberhaupt kein Objekt in dieser Liste hat.

?Hierin steckt iibrigens schon wieder eine kleine Ungenauigkeit: Laut Definition 1.3.16(c) sind
zwei Tupel z und y gleich, wenn Sie die gleiche Anzahl an Eintrdgen haben und die Eintrdge der
beiden Tupel an jeder Stelle iibereinstimmen. Wenn Sie die beiden Tupel x und y nun, wie hier
beschrieben als Funktionen auffassen, dann miisste fiir deren Gleichheit aber laut Definition 1.5.7
auch noch deren Wertebereich gleich sein; dies hatten wir jedoch fiir die Gleichheit zweier Tupel
nicht gefordert. Insofern ist es, wenn man allen Definitionen, die wir bisher gemacht haben, exakt
folgt, nicht komplett richtig, Tupel als Funktionen aufzufassen. Haufig ist es aber dennoch eine
hilfreiche Sichtweise, und wann immer der genaue Wertebereich einer Funktion nicht von Belang
ist, entsteht dadurch auch kein Problem.

3Diese Schreibweise — mit dem Index in Klammern — wird zum Beispiel in der Software Octave
verwendet. Das wird in den Ubungen in einer Bonusaufgabe noch weiter besprochen.

74



3.1. Summen und Produkte

gegeben sind.“ Oder noch etwas allgemeiner: ,,Sei n € N, und sei x € R" das Tupel,
dessen Eintrage durch die Formel

rp =k firalle ke {1,...,n}

gegeben sind.”

Summen- und Produktschreibweise

Mit den vorausgehenden Bemerkungen gewappnet kénnen wir nun die folgenden
Summe- und Produktschreibweise in Kérpern einfiihren:

Definition 3.1.2 (Summe- und Produktzeichen). Sei (K, +, -) ein Kérper. Auferdem
seien m,n € Z, und es seien Elemente x,,,...,z, € K gegeben.

(a) Wir definieren

zn: T+ -+ x, fallsn>m,
T =
k 0 falls n < m.

(b) Wir definieren

n [ Tn falls n > m,
I
1 falls n < m.

Beispiele 3.1.3. (a) Sei n € N. Die Summe aller natiirlichen Zahl von 0 bis n —
also die Zahl 041+ - -- +n — kann man mit der soeben eingefiihrten Notation
auch kurz schreiben als

k=0

(b) Sei n € N. Dann kann man die Zahl n! mit der soeben eingefiihrten Produkt-
schreibweise auch schreiben als*

k=1

Die iiblichen Rechenregeln auf Koérpern, die Sie bereits aus den Koérperaxiomen
kennen — zum Beispiel das Distributivgesetz — ibertragen sich ganz leicht auf endliche
Summen. Ein paar weitere einfache Rechenregeln fiir Summen erhalten Sie direkt aus
der Definition des Summenzeichens:

4An dieser Stelle ist es iibrigens eine gute Idee, sich zu iiberlegen, warum man n! hingegen nicht
als T[;_, k schreiben kann.
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Proposition 3.1.4. Sei (K, +,-) ein Kdrper.

(a) Seien m,n,s € Z und seien To,, . ..,x, € K. Dann gilt®
n+s n
Z Th—s = T
k=m-+s k=m
(b) Seien ¢,m,n € Z mit £ < m < n und seien xy,...,x, € K. Dann gilt
m—1 n n
TE + Z T = Tk
k=¢ k=m k=¢

Analoge Regeln gelten natiirlich auch fiir das Produktzeichen.

3.2 Rekursion und Induktion

Rekursion

Zu Beginn von Abschnitt 3.1 haben wir diskutiert, wie man mehrere Zahlen mit
durchnummerierten Variablen bezeichnen kann. Dasselbe geht auch mit unendlich
vielen Variablen. Wir kénnen zum Beispiel sagen: ,Fiir jedes n € N sei x,, eine
reelle Zahl“ Und wir kénnen auf diese Wiese auch unendlich viele Zahl konkret
spezifizieren, zum Beispiel so: ,Fiir jedes n € N sei z,, == "TS“.

Interessanter wird es dann, wenn wir die x,, nicht alle explizit angeben, sondern
z.B. nur zg angeben, und fiir alle n > 1 festlegen, wie man x,, aus der vorangehen-
den Zahl berechnen. Dieses Vorgehen bezeichnet man als rekursive Definition der

Zahlen xg, z1,x0,....

Beispiele 3.2.1. (a) Fiir jedes n € N sei eine Zahl x,, € R gegeben, die durch
folgende Rekursionsvorschrift bestimmt ist:

o = 0,
VneN*: x,:=x,-1+n.

In diesem einfachen Beispiel kann man leicht sehen, dass , = >, _ k fiir alle
n € N gilt.

(b) Fiir jedes n € N sei eine Zahl x,, € R gegeben, die durch folgende Rekursions-
vorschrift bestimmt ist:

o = 1,

VneN': z,:=x,.1 n.

In diesem leichten Beispiel kann man leicht sehen, dass x, = n! fiir alle n € N
gilt.

5Dies bezeichnet man manchmal auch als Indexshift.
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Es ist natiirlich auch moglich, Zahlen g, z1,x2,... auf eine Weise rekursiv zu
definieren, bei der jede Zahlen nicht nur von ihrem Vorgénger, sondern zum Beispiel
von ihren beiden Vorgédngern abhéngt. Damit das funktioniert, muss man dann na-
tiirlich zwei Werte am Anfang vorgeben, also xg und 1. Hier ist ein sehr klassisches
Beispiel hierfiir:

Beispiel 3.2.2. Fiir jedes n € N sei eine Zahl f,, € R gegeben, die durch folgende
Rekursionsvorschrift bestimmt ist:
fO = 17 fl =1,
Vn e N*: fn+1 = fn+ fn-1.

Man kann natiirlich sehr leicht die ersten paar dieser Zahlen ausrechnen. Es ist zum
Beispiel

Jo=1,
=1
fo=1+1=2,
f3=2+1=3,
fi=3+2=05,
f5=5+3=8,
fe=8+5=13,

fr=13+8=21,

Allerdings ist es erstaunlich schwierig, eine explizite Formel fiir x,, zu finden, die fiir
jedes n € N gilt.b

Das Prinzip der vollstindigen Induktion

In diesem Unterabschnitt wollen wir eine Beweismethode besprechen, mit der man
Aussagen fiir alle natiirlichen Zahlen beweisen kann. Es handelt sich um das soge-
nannten Prinzip der vollstindigen Induktion. Dieses ist eng mit der soeben
besprochenen Rekursion verwandt.

Wir benétigen zunéchst die folgende Eigenschaft der natiirlichen Zahlen:

Proposition 3.2.3. Jede nichtleere Teilmenge von N besitzt ein kleinstes Element.

Anschaulich ist die Eigenschaft klar: Wenn M C N nicht leer ist, kénnen Sie bei
0 beginnend so lange die natiirlichen Zahlen durchlaufen, bis Sie zum ersten Mal auf
eine Zahl aus M treffen. Diese Zahl ist dann das kleinste Element von M. Allerdings
gibt es hier ein Haken, den wir nach dem folgenden Theorem 3.2.4 erldutern werden.

5Man kann aber tatsichlich so eine Formel angeben; siche Beispiel 3.2.5(b) weiter unten.
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Theorem 3.2.4 (Prinzip der vollstdndigen Induktion). Fiir jedes n € N sei eine
Aussage A(n) gegeben. Falls A(0) wahr ist und falls fir jedes n € N die Implikation

A(n) = A(n+1)
wahr ist, dann ist fir jedes n € N die Aussage A(n) wahr.

Beweis. Lassen Sie uns widerspruchshalber annehmen, dass es ein n € N gibt, fir
welches die Aussage A(n) falsch ist. Dann gibt es laut Proposition 3.2.3 ein kleinstes
solches n — nennen wir es nj.”

Weil A(0) laut Voraussetzung wahr ist, ist n; > 1. Damit besitzt n; einen Vor-
génger in N — nennen wir ihn n9.% Wegen der Minimalitiit von n ist A(ng) wahr.
Aber laut der zweiten Voraussetzung ist dann auch A(ni) wahr. Widerspruch. [

Es ist wichtig zu erkennen, dass man beim Prinzip der vollstdndigen Induktion
nicht unbedingt bei 0 beginnen muss. Wenn man zum Beispiel weifs, dass A(3) wahr
ist und dass fiir alle n > 3 die Implikation

A(n) = A(n +1)

wahr ist, dann folgt freilich, dass A(n) fiir alle n > 3 wahr ist.

Nun zum oben angekiindigten Haken: Proposition 3.2.3 scheint zwar anschaulich
klar zu sein und Theorem 3.2.4 folgt, wie Sie soeben gesehen haben, aus dieser
Proposition. Wenn man aber die natiirlichen Zahlen (und anschliefend die ganzen
Zahlen, die rationalen Zahlen und die reellen Zahlen) der Reihe nach konstruiert,
kann man nicht so einfach anschaulich argumentieren wie wir es bei der Erlauterung
direkt nach Proposition 3.2.3 getan haben — denn man muss ja zundchst einmal
definieren, was die natiirlichen Zahlen iiberhaupt sind.

Deswegen kommt man nicht umhin, irgendeine Aussage wie zum Beispiel Propo-
sition 3.2.3 oder Theorem 3.2.4 bei der definition der natiirlichen Zahlen als Aziom
vorauszusetzen. Dies tut man in Form eines der Axiome unter den sogenannten
Peano-Axiomen, die die natiirlichen Zahlen beschreiben.

Wir demonstrieren nun an zwei Beispielen, wie man das Prinzip der vollstandigen
Induktion verwenden kann, um Aussagen fiir alle natiirlichen Zahlen zu beweisen.
Auf den Ubungen sowie im Laufe der Veranstaltung werden Sie noch viele weitere
Beispiele sehen.

Beispiele 3.2.5. (a) Fiir jedes n € N gilt

SV T o EUIUEDY)

"Genauer: Man wendet Proposition 3.2.3 auf die Menge M := {n € N| =A(n)} C N an.
8D.h. einfach, es ist ng :=n1 — 1, bzw. n; = no + 1.
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(b) Fiir die in Beispiel 3.2.2 definierten Fibonacci-Zahlen fy, fi1, f2, ... gilt:

VYneN: f,= \}5 ((1 +2\/5>”+1 B (1 —2\/5>n+1>

n(n+1)

Beweis. (a) Es geniigt, fiir jedes n € N die Gleichheit > ;' k = =5 zu zeigen.
Um dies zu tun, bezeichnen wir fiir jedes n € N mit A(n) die Aussage

LBs gilt ) k= n(";l) “

Wir wollen zeigen, dass A(n) fir jedes n € N wahr ist. Dazu geniigt es laut Theo-
rem 3.2.4 zwei Dinge zu zeigen:

e Dass A(0) wahr ist, und
o dass fir alle n € N gilt: A(n) = A(n+1).

Wir zeigen nun also diese beiden Behauptungen.

Behauptung: Es gilt A(0).

Begriindung: In der Tat ist einerseits Zzzo k = 0, und andererseits 0'(02“) =0, also
ist A(0) wahr.

Behauptung: Fir jedes n € N gilt A(n) = A(n+1).

Begrindung: Sei n € N beliebig, aber fest. Wir setzen voraus, dass A(n) wahr ist.
Um zu zeigen, dass dann auch A(n + 1) war ist, berechnen wir

n+1 n

n) ist wahr 1
Sk=Sk + (1) AVE n(n; )ttt 1)
k=0 k=0

:(nﬂ)(gﬂ) _ (n+1)2(n+2) _ (n+1)((7;+1)—|—1)‘

Also ist auch A(n + 1) wahr. Damit ist die Behauptung gezeigt.

(b) Den Beweises dieser Formel lagern wir in die Ubungen aus. O

Literaturhinweise

e Zur Summennotation konnen Sie beispielsweise [Beul4, Abschnitt 1.5] konsul-
tieren.

e Eine sehr ausfiihrliche Besprechung von Induktion und Rekursion finden Sie
zum Beispiel in [Blo11, Abschnitte 6.3 und 6.4].

e Zahlreiche Informationen zur mathematischen Rekursion aus Sicht der Infor-
matik konnen Sie beispielsweise in [TT08, Kapitel 8] nachlesen.
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Kapitel 4

Grundbegriffe der Linearen
Algebra

Einstiegsfragen. (a) Wie konnen Sie die Position eines Punktes im Raum be-

4.1

schreiben?

Wie konnen Sie die Positionen von vier verschiedenen Punkten im Raum be-
schreiben?

Zeichnen Sie fiinf Punkte IThrer Wahl in ein ebenes Koordinatensystem ein. Sie
wollen nun alle fiinf Punkte um 2 nach rechts und 1 nach unten verschieben.
Wie konnen Sie die Koordinaten der verschobenen Punkte aus den Koordinaten
der urspriinglichen Punkte berechnen?

Was verstehen Sie unter dem Begriff | linear?

Betrachten Sie eine Teilmenge M des R?. Was bedeutet es anschaulich zu sagen,
dass M eine ,,Ursprungsebene ist?

Gibt es eine Moglichkeit, um mit Hilfe von Rechenoperationen auszudriicken,

ob M eine Ursprungsebene ist?

Konnen Sie reelle Zahlen x1, x2 und z3 finden, die das folgende Gleichungssys-
tem erfiillen?

r1+ 2z +23= 1,
Ty — x9+ax3= 0,

1+ 29— x3 = —4.

Vektorraume und Untervektorraume

Addieren und Multiplizieren — noch einmal

Nun beginnen wir mit dem Teil der Vorlesung, in dem es tatsdchlich um lineare
Algebra geht. Lassen Sie uns zunéchst kurz zur Motivation ein einfaches Beispiel
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diskutieren, dass Sie vermutlich schon aus der Schule kennen:

Beispiel 4.1.1. Betrachten Sie in der Menge R? — welche wir geometrisch als Ebene
interpretieren konnen — die beiden Punkte

) el

Wenn wir vom Ursprung aus einen Pfeil zu beiden Punkten zeichnen, und den einen
Pfeil anschliefsend an den anderen ,,anhdngen, so bedeutet das Aneinanderhdngen
der beiden Pfeile rechnerisch gerade, dass wir die Eintrége der beiden Tupel v und
w addieren und somit den Punkt

erhalten.
Betrachten Sie nun zum Beispiel den Punkt

(1),

Wie denken uns wieder einen Pfeil vom Ursprung zu diesem Punkt und wollen diesen
Pfeil nun mit dem Faktor zwei strecken. Hierzu miissen wir beiden Eintrage des
Tupels v mit dem Faktor 2 multiplizieren; der gestreckte Pfeil verlauft somit vom

(%)

Die beiden soeben beschriebenen Operationen — Addition sowie Multiplikation
mit Zahlen — wollen wir nun verallgemeinern. Dies fiihrt uns zum folgenden Konzept.

Ursprung zum Punkt

Vektorraume

Definition 4.1.2 (Vektorraum). Sei (K, +,-) ein Kérper. Ein Vektorraum iiber
K ist ein Tupel (V,®,®), wobei V' eine Menge ist, und & und ® Abbildungen sind,
welche die folgenden Axiome erfiillen:!

(VRO) Definitions- und Wertebereich der Verkniipfungen:? Es gilt @ : V2 — V und
O:KxV —=V.

(VR1) Aziome der Addition: Es ist (V, @) eine kommutative Gruppe.

!Die Abbildung @ wird hiufig als Addition bezeichnet, und die Abbildung ® hiufig als skalare
Multiplikation.
2Wir notieren @ und ® ebenfalls in Infix-Notation.
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4.1. Vektorrdume und Untervektorraume

(VR2) Assoziativitat der Multiplikation:

Va,f e K YveV: (a-f)ov=a6(fov)

(VR3) Multiplikation ist distributiv iber Vektoraddition:>

VaeK Yo,weV: a®@dw) =ad®v ® ad®w

(VR4) Multiplikation ist distributiv iber sklarer Addition:

Va,f e K YveV: (a+p)oOv=a0v & LOwv.

(VR5) Nicht-Trivialitat der Multiplikation:

YoeV: 10v=no.

Die Elemente aus V werden als Vektoren bezeichnet, und die Elemente aus K
werden haufig als Skalare bezeichnet. Man nennt K auch den Skalarkérper, der
dem Vektorraum zugrundeliegt.

Des neutrale Element der Gruppe (V, @) wird mit Oy bezeichnet, und das inverse
Elemente von einem Element v € V' (bzgl. der Verkniipfung @) mit Swv.

Ebenso wie in Korpern schreibt man Terme wie zum Beispiel v @ (©w) (fiir
v,w € V) etwas kiirzer als v © w.

Lassen Sie uns zunéchst einige einfache Eigenschaften zeigen, die in allen Vek-
torrdumen gelten:

Proposition 4.1.3. Sei (V,®,®) ein Vektorraum diber einem Korper (K, +,-).

(a) Fiir alle o € K und alle v €'V gilt:

a®v =0y = a=0 VvV ov=0y.

(b) Fir allev €V gilt (—1) ©®v = Swv.

Beweis. (a) Dies lésst sich sehr &hnlich wie Proposition 2.3.2(a) zeigen.
(b) Sei v € V beliebig, aber fest. Dann gilt

(VR5 (VR4

) ovd o 2 () ove lov :)((—1)+1)®v:O®v(a)

= Oy.
Also ist (—1) ® v tatséchlich das inverse Element von v beziiglich . O
Nun besprechen wir einige Beispiele von Vekorrdumen.

Beispiele 4.1.4. Sei (K, +, ) ein Korper.

3Hier und im Folgenden verwenden wir ebenfalls die Konvention ,,Punkt vor Strich*.
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4. GRUNDBEGRIFFE DER LINEAREN ALGEBRA

(a) Sei d € N*. Wir definieren Abbildungen @ : K% x K¢ — K% und ® : K x K¢ —
K? durch
V1 + wq Q- U
VvPw = : ) a@u =

Vg + Wy Q- vg

fir alle v, w € K% und alle a € K.

Dann ist (K% @,®) ein Vektorraum iiber (K,+,-). Dies werden Sie in den
Ubungen beweisen.

(b) Fiir den Fall d = 1 gilt mit der vorangehenden Notation (K!, @, ®) = (K, +, ).
Somit ist also jeder Korper ein Vektorraum tiber sich selbst.

Beispiel 4.1.5. Sei n € N* und seien (Vi,®1,®1), - .., (Vo, Dn, ©pn) Vektorrdume
tiber einem Korper (K, +,-). Wir setzen V' = V} x --- x V,,, und wir definieren
Abbildungen & : V XV -V und ®: K® V — V durch

V1 P1 wy a®©1 11
vhw = : ) a®u:i=

Un Bp Wy a Op Uy
fiir alle v,w € V und alle @ € K. Dann ist (V, @, ®) ein Vektorraum tiber (K, +, ).

Beweis. Wir beweisen beispielhaft, dass das Vektorraum-Axiom (VR3) erfiillt ist.
Der Beweis der anderen Axiome verlduft dhnlich.
(VR3): Seien o € K und v, w € V beliebig, aber fest. Dann gilt

v1 ©1 wy a1 (U1 D1 wl)
a®vow) =a® f = :
VUp, Bn, Wy, a Op (vn ©Dn wn)
a®rv G1 aOw
(VR3) in (V1,81,01), -+, (Vn,Bn,On) :

OZ@nUn @n a®nwn

a©1 1 a ©1wy
= : S : =a®v & @ w.
a Onp Up a Op Wy
Damit ist bewiesen, dass (V,®,®) das Axiom (VR3) erfiillt. O

Beispiel 4.1.6. Sei X eine nicht-leere Menge und sei (K, +,-) ein Koérper. Wir
setzen V = Abb(X;K) = {f | f: X — K} und definieren zwei Abbildungen
G:VxV—=Vund ©:KxV =V durch

feg: XK
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4.1. Vektorrdume und Untervektorraume

= (f@g)(x) = f(z) +g(z)
und

a0 f: X =K,
r= (a0 f)z) =a- f(z)

fir alle f,g € V und alle @ € K. Dann kann man nachrechnen, dass (V,®,®) ein
Vektorraum tiber (K, +,-) ist.

Untervektorraume

Bei der Einfithrung von Untergruppen haben wir in Abschnitt 2.2 bereits erwahnt,
dass es in der Mathematik sehr iiblich ist, fiir gegebene algebraische Stukturen jeweils
Unterstrukturen zu betrachten. Dies tun wir nun auch fiir Vektorrdume.

Definition 4.1.7 (Untervektorraum). Sei (V, @, ®) ein Vektorraum iiber einem Kor-
per (K, +,-). Eine Teilmenge U C V heift Untervektorraum von (V,®,®), falls
die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

(UVR1) Esgilt 0y € U.
(UVR2) Fiir alle v,w e U gilt v w € U.
(UVR3) Fiir alle « € Kund alle w € U gilt a ©u € U.

Proposition 4.1.8. Sei (V,®,®) ein Vektorraum iber einem Korper (K, +,-) und
sei U CV ein Untervektorraum von (V,®,®).

Dann ist (U,@,®) selbst ein Vektorraum, und Oy ist auch in U das neutrale
Element der Addition.

Beweis. Der Beweis ist sehr dhnlich wie der Beweis von Proposition 2.2.7. Der einzige
wesentliche Unterschied besteht darin, beim Beweis des Vektorraum-Axioms (VR1)
des Existenz von inversen Elementen in U zu zeigen. Hierzu kann man folgenderma-
fen argumentieren:

Sei u € U. Dann gilt laut Proposition (b), dass ©u = (—1) ® u ist, und letztge-
nanntes Produkt ist laut Untergruppen-Axiom (UVR3) ein Element von U. Somit
besitzt u in U ein inverses Elemente bzgl. & — ndmlich das Element Su. O

Untervektorrdume spielen in der Linearen Algebra eine zentrale Rolle. Im folgen-
den diskutieren wir aber zunéchst einige sehr einfache Beispiele von Untervektorréu-
men.

Beispiele 4.1.9. (a) Sei (V,®,®) ein Vektorraum iiber einem Korper (K,+,-).
Dann sind V selbst und {0y} Untervektorrdume von (V, @, ®); man nennt sie
die trivialen Untervektorrdume von (V,®,®).
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4. GRUNDBEGRIFFE DER LINEAREN ALGEBRA

(b) Die Menge

U::{a@G) | aeR}={<Z> | aeR}

ist ein Untervektorraum des R? (welcher den Verkniipfungen aus Beispiel (a)
versehen ist).

Geometrisch ist U die winkelhalbierende Gerade des ersten und dritten Qua-
dranten in der Ebene R2.

Untervektorrdaume haben eine Eigenschaft, die spater noch sehr niitzlich werden
wir — sie sind stabil beziiglich Durchschnittsbildung;:

Proposition 4.1.10. Sei (V,®,©®) ein Vektorraum tber einem Kirper (K,+,®).
Sei J eine nicht-leere Menge, und fiir jedes j € J sei ein Untervektorraum U; von
(V,®,®) gegeben. Dann ist auch

UZ:ﬂUj

jeJ
ein Untervektorraum von (V,®, ®).

Beweis. Wir miissen zeigen, dass U die Untervektorraum-Axiome erfiillt:

e (UVRI): Fiir jedes j € J gilt Oy € Uj, da U; nach Voraussetzung ein Unter-
vektorraum von (V,®, ®) ist. Somit folgt

Oy € ﬂUjZU.
jeJ

e (UVR2): Seien v,w € U beliebig, aber fest. Fiir jedes j € J gilt dann v, w € U;
und somit, weil U; ein Untervektorraum von (V,®,®) ist, auch v & w € Uj.
Also folgt

vPhw E ﬂUj:U.
jeJ

e (UVR3): Seien a € K und u € U beliebig, aber fest. Fiir jedes j € J gilt
dann u € U; und somit, weil U; ein Untervektorraum von (V, &, ®) ist, auch
a ®u € Uj. Folglich ist

aG®Ov e ﬂszU.
jeJ

Also ist U tatséchlich ein Untervektorraum von (V,®, ®). O

Zum Schluss dieses Abschnitts wollen wir nun die Notation etwas vereinfachen:
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Bemerkungen 4.1.11. (a) Ab sofort schreiben wir in Vektorrdumen die Addition

4.2

nicht mehr als & sondern als 4, und die Multiplikation nicht mehr als ® sondern
als -. Ebenso verwenden wir anstelle des Symbols & nun einfach das Symbol

Den Nullvektor in einem Vektorraum — d.h. das neutrale Element beziiglich
der Addition — bezeichnen wir von nun an nicht mehr mit Oy, sondern einfach
mit 0.

Wie in Korpern wird auch in Vektorrdumen das Multiplikationszeichen - beim
Rechnen oft weggelassen.

Das Summenzeichen, das wir in Definition 3.1.2(a) fiir Elemente von Kérpern
eingefiihrt haben, kann man natirlich ebenso gut auch fiir Elemente von Vek-
torrdumen verwenden.

Von nun an werden wir haufig etwas unpréziser in der Notation sein und die
Rechenoperationen bei der Einfiihrung eines Vektorraums oder eines Korpers
nicht mehr explizit angeben. Wir sagen von nun an also zum Beispiel anstelle
von

»oei (V) +,-) ein Vektorraum iiber (K, +, ).
nur noch

el V ein Vektorraum iiber K.“

Dass die entsprechenden Operationen stets mit + und - bezeichnet werden,
denken wir uns dann einfach dazu.

Lineare Abbildungen und Matrizen

Abbildungen, die sich mit der Vektorraumstruktur vertragen

Wir betrachten nun Abbildungen zwischen Vektorrdumen, die sich mit der Addition
und der Multiplikation vertragen. Solche Abbildungen nennt man linear.

Definition 4.2.1. Seien V und W Vektorrdume iiber einem Korper K.

(a)

Eine Abbildung® T : V' — W heifit linear, falls sie die folgenden Eigenschaften
erfiillt:

4Frage, anhand derer Sie Thr Verstéindnis iiberpriifen kénnen: Weshalb ist es nicht sinnvoll zu
sagen, dass man auch das Produktzeichen, dass wir in Definition 3.1.2(a) fiir Elemente von Korpern
eingefiihrt haben, ebenso auch fiir Elemente von Vektorrdumen verwenden kann.

5 Abbildungen zwischen Vektorraumen werden wir hiufig mit Grokbuchstaben bezeichnen. Dies
hat keinen tieferen Grund, ist aber in manchen Bereichen so iiblich.
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4. GRUNDBEGRIFFE DER LINEAREN ALGEBRA

(L1) Vertraglichkeit mit der Addition:
Vo,0 € Vi Tw+79v)=T(v)+T(0).
(L2) Vertraglichkeit mit der Multiplikation:
Vae KVo e V: T(aw)= ol (v).

(b) Ein Vektorraumisomorphismus zwischen V und W ist eine Abbildung 7" :
V — W, die linear und bijektiv ist.

Lineare Abbildungen bilden immer den Nullvektor auf den Nullvektor ab:

Proposition 4.2.2. Seien V und W Vektorrdume diber einem Korper K und sei
T:V — W linear. Dann gilt T(0) =0

Bewets. Es gilt
T(0)=T(0+0) =T(0) 4+ 7(0).

Durch Addition des Vektors —T'(0) auf beiden Seiten erhalten wir hieraus 0 = 7°(0).
Ul

Beispiele 4.2.3. (a) Die Abbildung R : R? — R?, die durch

R(z) = (3:1 ;12932)

fiir alle 2 € R? gegeben ist, ist linear.
Beweis. Seien z,y € R%. Dann gilt
Rz +y) =R <<x1 +y1>> _ <a:1 +y1 — 2(x2 +y2)>
T2 + Y2 1+ Y1

- (‘”1 N 2"“) + (y1 - 2y2) ~ R(x) + R(y).

X1 Y1

Ebenso zeigt man, dass R(az) = aR(x) fiir alle « € R und alle x € R? ist. [
(b) Die Abbildung S : R? — R?, die durch

S@) = <ac1$i 1)

fiir alle 2 € R? gegeben ist, ist nicht linear. Es gilt ndmlich

so)= () #(g):

also kann S wegen Proposition 4.2.2 nicht linear sein.
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()

Sei T : R? — R? durch

fiir alle z € R? gegeben. Dann gilt zwar T(0) = 0, aber T ist trotzdem nicht
linear, denn beispielsweise fiir
N
=

T(2x)=(§>, aber 2T(:n):<g>.

st

Selbst das Nachrechnen der Linearitéit einer so simplen Abbildung wie in Bei-
spiel 4.2.3(a) ist, wie sie oben sehen kénnen, etwas uniibersichtlich. Deshalb hat man
zur Beschreibung von linearen Abbildungen zwischen R™ und R™ — oder allgemeiner,
zwischen K" und K" — ein Konzept entwickelt, dass iibersichtlicher und effizienter
ist. Dieses Konzept behandeln wir als néchstes.

Matrizen und Rechenoperationen mit Matrizen

Definition 4.2.4. Sei K ein Koérper und seien m,n € N*.

(a)

()

Eine m x n-Matrix mit Eintrdgen aus K ist eine Tabelle A mit m Zeilen
und n Spalten, die mit Elementen von K gefiillt ist. Dabei kénnen Elemente
auch mehrmals vorkommen.

Fiir jedes j € {1,...,m} und jedes k € {1,...,n} notieren wir den Eintrag
von A in der j-ten Zeile und k-ten Spalte mit dem Symbol Ajk.G

Die Menge all dieser Matrizen bezeichnen wir mit K™*™,

Fiir jedes A € K™*" definieren wir eine Matrix AT € K™™, welche die Ein-

trage
(AT)k; = A

fiir alle & € {1,...,n} und alle j € {1,...,m} besitzt. Wir nennen AT die
transponierte Matrix von A.

Zwei Matrizen mit Eintragen aus K heifien gleich, wenn sie gleichviele Spalten
haben, gleich viele Zeilen haben, und ihre Eintrége an jeder Stelle iibereinstim-
men.

5Beachten Sie, dass also Aj;, € K ist.
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Wie Sie aus der Definition der Gleichheit von Matrizen sehen konnen, ist es
wichtig, in welcher , Richtung* man Matrizen aufschreibt. Fiir den kompletten Rest
der Veranstaltung ist es sehr niitzlich, Tupel auf K" (fiir einen Kérper K und eine
Zahl n € N*) als Matrizen in K™*! aufzufassen. Deshalb werden wir Tupel auf K"
ab sofort immer in Spaltenform — d.h., von oben nach unten — aufschreiben und in
eckige statt in runde Klammern setzen.”

Definition 4.2.5 (Rechnen mit Matrizen). Sei K ein Kérper und seien ¢, m,n € N*.

(a) Fiir alle Matrizen B, B € K™*" definieren wir eine Matrix B+ B € K"™*" mit
den Eintrégen

(B + B)jk = Bjk + Bjk;
fir alle j € {1,...,m} und alle k € {1,...,n}.

(b) Fiir jedes Matrix B € K™*™ und jeden Skalar o € K definiert man eine Matrix
aB € K™*" (die man manchmal auch als a - B notiert) mit den Eintrégen

(OéB)jk =« Bjk:
fir alle j € {1,...,m} und alle k € {1,...,n}.

(c) Fiir zwei Matrizen A € K™ und B € K™*" ist das Matrixprodukt von A
und B — dass wir als A- B oder kiirzer als AB notieren — die Matrix AB € K<™
mit den Eintrdgen

(AB)ur =Y _ An;Bji

j=1
fir alle h € {1,...,¢} und alle k € {1,...,n}.

Beachten Sie unbedingt, dass das Matrixprodukt von A und B nur dann de-
finiert ist, wenn die Anzahl der Spalten von A mit der Anzahl der Zeilen von B
iibereinstimmt.

Diskussion 4.2.6 (Zwei verschiedene Arten, die Matrixmultiplikation aufzufassen).
Sei K ein Korper, seien £,m,n € N* und seien A € K™ und B € K™*™,

Aus der Definition des Produkts von Matrizen erhélt man verschiedene Moglich-
keiten, wie man die Multiplikation zweier Matrizen verstehen kann. Es ist wichtig,
beide Moglichkeiten zu kennen:®

"Man kann dies kurz ausdriicken, indem man sagt: ,,Wir identifizieren K" mit K<«
8In der Vorlesung werden diese zwei Moglichkeiten an der Tafel noch etwas plastischer darge-
stellt. Dies lasst sich hier im Manuskript aber kaum darstellen.
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(a) Die einzelnen Eintrage von AB: Direkt aus der Definition des Matrixprodukts
erkennt man, dass, fir h € {1,...,¢} und k € {1,...,n}, der Eintrag von AB
an der Position (h, k) gegeben ist als das Produkt der h-ten Zeile von A mit
der k-ten Spalte von B.?

(b) Die Spalten von AB:

Wenn wir die Spalten von A mit AY, ..., A(™) e K¢ bezeichnen, dann kann
man das Produkt AB auch folgendermafien verstehen:

Fiir jedes k € {1,...,n} berechnet man die k-te Spalte von AB indem man
die Spalten AW, ..., A™) mit den m Eintragen der k-ten Spalte von B mul-
tipliziert und dann alle so entstandenen Vektoren in K¢ aufsummiert. Oder in
Formeln ausgedriickt: Die k-te Spalte von AB ist gleich der Summe!?

BlkA(l) + B%A(Q) et BmA(m).

Rechenregeln fiir Matrizen

Fiir die soeben eingefiihrten Rechenoperationen gelten einige sehr niitzliche Rechen-
regeln:

Proposition 4.2.7. Sei K ein Korper, seien £, m,n,p € N*. und seinen A € K&xm,
B, B € K™*" ynd C' € K"*P. Auflerdem sei a € K.

(a) Mit den in Definition 4.2.5(a) und (b) Rechenoperationen + und - gilt: K™*"
ist ein Vektorraum tber K.

(b) Matrizmultiplikation ist assoziativ wann immer sie definiert ist, d.h. es gilt

(AB)C = A(BC).

(¢) Matrizmultiplikation ist distributiv iber der Matrivaddition, d.h. es gilt A(B +
B)=AB+ AB und (B+ B)C = BC + BC.

(d) Es gilt (aB)C = a(BC) = B(aC).

(e) Rechenregeln fiir transponierte Matrizen: Es gilt (B + B)T = BT + BT sowie
und (aB)T = a(B") und (AB)T = BT AT,

Beweis. Die Beweise folgen alle direkt aus der Definition der entsprechenden Rechen-
operationen und den Koérperaxiomen von K. Beispielhaft zeigen wir hier den Beweis
der ersten Gleichung in (c):

Laut Definition des Matrixprodukts und der Addition von Matrizen ist sowohl
A(B + B) als auch AB + AB ein Element von Rf*". Also miissen wir noch zeigen,

9Hierbei ist der Ausdruck ,,Produkt einer Zeile mit einer Spalte® so gemeint, dass man an jeder
Stelle den Eintrag der Zeile mit dem Eintrag der Spalte multiplizert — so erhélt man also insgesamt
n Produkte — und diese dann aufsummiert.

Eine gute Ubung an dieser Stelle: Kénnen Sie diese Summe auch mit Hilfe des Summenzeichens
3. schreiben?
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dass beide Matrizen diesselben Eintrage haben. Fiir alle h € {1,...,¢} und alle
Ee{l,...,n} gilt

(A(B + B))hk = z; Apj(B + B)jk
P
=D Ani(Bjk + Bj) = > (AnjBji + AnjBji)
j=1 J=1

O

Mit Hilfe von Matrizen kann man lineare Abbildungen von K™ nach K™ beschrei-
ben:

Proposition 4.2.8. Sei K ein Kérper, seien m,n € N*.
(a) Fir jede Matrizx A € K"™*™ ist die Abbildung
La:K" = K™,
x— Ax

linear.

(b) Und umgekehrt gilt: Fir jede lineare Abbildung T : K" — K™ gibt es eine
Matriz A € K™ mit der Figenschaft

VeeK": T(z)= Ax.

Fiir den Beweis des zweiten Teils der Proposition ist die folgende Notation hilf-
reich: Fiir einen Korper K, fiir n € N* und k € {1,...,n} verwenden wir die Notation

0

0

wobej die 1 an der k-ten Stelle steht. Der Vektor e; heifit der k-te kanonischen
Einheitsvektor in K". Beachten Sie: Wenn A € K™*" ist, dann folgt aus der
Definition des Matrixprodukts, dass Aey € K™ genau die k-te Spalte von A ist.

Beweis von Proposition 4.2.8. (a) Sei A € K™*" beliebig, fest. Wegen Propositi-
on 4.2.7(c) gilt fiir alle z,y € K"

La(x+y) =A(x+y) = Av + Ay = La(x) + La(y),
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und wegen Proposition 4.2.7(d) gilt fiir alle @ € K und alle x € K"
La(ax) = A(ax) = a(Ax) = aLs(z).

Also ist L 4 tatsachlich linear.
(b) Fiir jedes k € {1,...,n} definieren wir s := T'(ex) € K™. Nun sei A € K™*"
die Matrix mit den Spalten sq,...,s,, d.h.,

A= [81 sn].

Fiir jedes z € K" gilt « = Y, _, xxey, und somit

T(z) = T(;xkek) = ;$kT(€k) = ;:Eksk = Az.

Dies zeigt die Behauptung. O
Sehen wir uns nun Beispiel 4.2.3(a) im Lichte von Matrizen noch einmal an:

Beispiel 4.2.9. Sei wieder R : R? — R? durch

Ria) [:1:1 ;lzxz}

fiir alle z € R? gegeben.!! Aus der Definition der Matrixmultiplikation folgt dann

sofort, dass
o 1 -2 1|

——
=A

fiir alle € R? gilt. Somit ist R wegen Proposition 4.2.8(a) linear.!?

Invertierbare Matrizen

Definition 4.2.10. (a) Sei K ein Korper und sei m € N*. Dann bezeichnen wir
mit I, € K™*™ die Matrix

10 0
0 1

10
0 0 1]

Kme

Wir nenne I,,, die Einheitsmatrix in oder auch die m-dimensionale

Einheitsmatrix.

1 Beachten Sie, dass wir hier nun die neue Konvention benutzen und auch Vektoren aus R? (und
allgemeiner aus K") wie Matrizen in eckige Klammern schreiben.

2Das wussten wir zwar genau genommen schon aus Beispiel 4.2.3(a) — dort hatten wir das aber
mit einiger Miithe nachrechnen miissen, wihrend wir nun einfach Proposition 4.2.8(a) verwenden
kénnen um die Linearitét zu erhalten.
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(b) Eine Matrix A € K™*™ heift invertierbar, falls es eine Matrix B € K"™*™
mit der Eigenschaft AB = BA = I, gibt.

Die Einheitsmatrix ist deshalb besonders wichtig, weil sie sich bzgl. der Multipli-
kation neutral verhélt: Fiir jedes C' € K™*™ und jedes D € K*™ gilt!3

I,C=C und DI, = D.
Wir listen einige Eigenschaften invertierbarer Matrizen auf:

Proposition 4.2.11. Sei K ein Kérper und sei m € N*. Seien auflerdem A, A €
Kmxm.

a) Wenn A invertierbar ist, dann gibt es genau eine Matriz B € K™*™ mit der
(a) g g

FEigenschaft AB = BA = 1,,.

Wir nennen B dann die inverse Matriz von A, und bezeichnen sie mit A~1.

(b) Wenn A und A invertierbar sind, dann ist auch das Matrizprodukt AA inver-
tierbar, und es gilt (AA)™1 = A=1A-L

(¢) Die Matriz A ist genau dann invertierbar, wenn AT invertierbar ist, und in
diesem Fall gilt (AT)=! = (A~HT,

(d) Wenn A invertierbar ist, dann ist auch A~1 invertierbar, und es gilt (A=1)~1 =

A.

Beweis. (a) Seien B, B € K™*™ mit AB = BA = I,, und AB = BA = I,,,. Dann
folgt

B = BI,, = B(AB) = (BA)B =1,,B = B.
(b) Es gilt
(ATPAHY(AA) = A, A=1,
und
(AAY (A1 AN = AL, A" = I,

Dies zeigt, dass A~ A~! die inverse Matrix von AA ist.

(c) Wir miissen eine Aquivalenz zeigen.
»,= Sei A invertierbar. Dann gilt

ATA YT = (AT =1 =1,

B3Warum diese beiden Gleichungen gelten, miissen Sie sich unbedingt im Detail iiberlegen. Das
ist nicht schwer zu sehen, aber Sie kdnnen es nur verstehen, wenn Sie es sich bis ins letzte Detail
selbst iiberlegt haben.
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und
(AHTAT = (AA YT =1 = I,

Dies zeigt, dass AT invertierbar ist, und dass ihre inverse Matrix gleich (A~1)T ist.

,<" Sei nun A" invertierbar. Aufgrund der bereits gezeigten Implikation, an-
gewendet auf die Matrix AT anstelle von A, wissen wir, dass dann auch (AT)T
invertierbar ist; letztere Matrix ist aber gleich A.

Die behauptete Formel (AT)~! = (A™1)T wurde bereits am Ende des Beweises
der Implikation , = gezeigt.

(d) Wegen der Invertierbarkeit von A gilt AA™! = A='A = I,,,. Daraus folgt
laut Definition der Invertierbarkeit von Matrizen, dass A~! invertierbar ist, und laut
Teil (a) dieser Proposition folgt hieraus zudem, dass die inverse Matrix von A~!
gleich A ist. O

4.3 Zeilenstufenform von Matrizen und das Gaulische
Eliminationsverfahren

Sie haben im vorangehenden Abschnitt unter anderem gelernt, was eine invertierbare
Matrix ist. Um in der Praxis mit konkreten Matrizen arbeiten zu kénnen, benotigt
man Rechenverfahren, mit denen man iiberpriifen kann, ob eine gegebene Matrix
invertierbar ist und mit denen man, falls ja, die inverse Matrix berechnen kann. Ein
solches Rechenverfahren — den sogenannten Gaufischen Eliminationsalgorith-
mus — werden Sie in diesem Abschnitt kennenlernen. Wir bendétigen zunéchst einige
Begriffe zur Vorbereitung.

Matrizen in Zeilenstufenform

Ziel des Gaufs-Algorithmus ist es ganz allgemein gesprochen, eine Matrix in eine an-
dere Matrix umzuformen, die eine bestimmte Gestalt hat.'® Diese bestimme Gestalt
von Matrizen wird im letzten Teil der nachfolgende Definition beschrieben:

Definition 4.3.1 ((Reduzierte) Zeilenstufenform). Sei K ein Korper und seien m,n €
N*. Sei A € K"™*".

(a) Sei k € {1,...,n}. Wir definieren die Treppentiefe von A in der Spalte k
als die kleinste Zahl j € {0,...,m} mit der Eigenschaft, dass in den ersten k
Spalten von A in den Zeilen j + 1,...,m nur Nullen stehen.

(b) Sei k € {1,...,n}. Wir definieren die Stufentiefe von A in der k-ten Spalte
folgendermafsen:

14Vorsicht! Wieso genau geniigt es, wenn wir die behauptete Formel in einer der beiden Impli-
kationen zeigen? Miissten wir Sie nicht in der anderen Implikation auch noch zeigen?

15Und Sie werden nachher noch sehen, dass das Invertieren einer Matrix ein Spezialfall hiervon
ist.
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e k& = 1: Wir definieren die Stufentiefe in der ersten Spalte von A als die
Treppentiefe von A in der ersten Spalte.

e k > 2: Wir setzen die Stufentiefe in der k-ten Spalte von A gleich der

Treppentiefe von A in der k-ten Spalte minus der Treppentiefe von A in
der (k — 1)-ten Spalte.

(c) Die Matrix A heift in Zeilenstufenform, wenn sie in jeder Spalte die Stuf-
entiefe 0 oder 1 besitzt.

(d) Die Matrix A heift in reduzierter Zeilenstufenform, wenn sie in Zeilenstu-
fenform ist, und wenn zusétzlich folgendes gilt:

In jeder Spalte, in der A Stufentiefe 1 hat gilt: Wenn ¢ die Treppentiefe dieser
Spalte bezeichnet, steht im ¢-ten Eintrag der Spalte eine 1, und ansonsten
stehen in der Spalte nur Nullen.!

Wir méchten nun eine gegebene Matrix A durch bestimmte Umformungen zu
einer anderen Matrix ,,umbauen®, welche sich in der reduzierter Zeilenstufenform
befindet. Alle Umformungen, die wir dabei verwenden werden, sind bestimmte Ma-
nipulationen der Zeilen der Matrix — und zwar folgende:

Definition 4.3.2 (Elementare Zeilenumformungen). Sei K ein Kérper und seien
m,n € N*. Sei A € K™*". Unter einer elementaren Zeilenumformung von A
versteht man einer der folgenden Verédnderungen von A:

e Das Vertauschen von zwei Zeilen von A.
e Das Multiplizieren einer Zeile von A mit einem Skalar o € K*.

e Das Addieren des [-fachen einer Zeile von A (fiir ein 5 € K) zu einer anderen
Zeile von A.

Elementare Zeilenumformungen kann man auch mit Hilfe der Multiplikation ge-
eigneter Matrizen von links beschreiben. Dies wird in der folgenden Diskussion ndher
erldutert:

Diskussion 4.3.3. Sei K ein Koérper und seien m,n € N*. Sei A € K™*",

(a) Zum Beispiel das Vertauschen der ersten und zweiten Zeile von A kann erreicht
werden, indem man A von links mit der Matrix

[0 1
10
E = 1 c Kmxm

1

multipliziert (und analog fiir andere Zeilen- und Spaltennummern).

16 Anders ausgedriickt: Die Spalte ist gleich dem kanonischen Einheitsvektor e;.
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(b) Zum Beispiel das Multiplizieren der zweiten Zeile von A mit einem Skalar
a € K* kann erreicht werden, indem man A von links mit der Matrix

1
E = 1 c Kmxm

1

multipliziert (und analog fiir andere Zeilen).

(¢) Zum Beispiel die Addition des f-fachen der dritten Zeile von A zur ersten Zeile
(fiir ein B € K) kann erreicht werden, indem man A von links mit der Matrix

1 g
E = 1 e Kmxm

1

multipliziert (und analog fiir andere Zeilen).

Es ist wichtig zu erkennen, dass die Matrix FE in jedem der drei Falle invertierbar
ist. 17

Nun kénnen wir besprechen, wie man eine Matrix durch elementare Zeilenumfor-
mungen in eine andere Matrix umformen kann, die sich in Zeilenstufenform befindet.

Theorem 4.3.4. Sei K ein Korper und seien m,n,p € N*. Sei A € K™*",

(a) FEs gibt es genau eine Matriz Z in reduzierter Zeilenstufenform mit der Ei-
genschaft, dass man A durch elementare Zeilenumformungen zu Z umformen
kann.'®

Die so erhaltene Matrix Z heiftt die reduzierte Zeilenstufenform von A.

(b) Sei A € K™*P. Bezeichne [Z, 7] € Kmx(7j+p> (mit Z € K™ und Z € K™*P)
die reduzierte Zeilenstufenform von [A, A] € K™*+P) " Dann ist Z die redu-
zierte Zeilenstufenform von A.

(¢) Bezeichne [Z,T) € K™*+m) (mit 7 € K™ ynd T € K™*™) die reduzierte
Zeilenstufenform von [A, I,] € K™+ - Dann ist Z die reduzierte Zeilen-
stufenform von A, es gilt TA = Z, und T ist invertierbar.

1"Um sicherzustellen, ob Sie das verstanden haben, sollten Sie sich fragen, ob Sie in jedem der
Félle angeben kénnen, wie die inverse Matrix von E aussieht.

18Beachten Sie aber, dass die elementaren Zeilenumformungen, mit denen das mdglich ist, im
Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt sind.
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Beweis. (a) Ezistenz: Die Existenz kann man konstruktiv sehen, indem man sich ein
Verfahren {iberlegt, welche A durch elementare Zeilenumformungen in eine Matrix
in reduzierter Zeilenstufenform umformt. Dieses Verfahren wird in Algorithmus 4.3.5
weiter unten im Manuskript beschrieben.

Findeutigkeit: Weil die Eindeutigkeit fiir die nachfolgenden Argumente in der
Vorlesung nur eine untergeordnete Rolle spielt, verzichten wir an dieser Stelle auf
ihren Beweis und verweisen stattdessen auf die Literatur — zum Beispiel auf [Mey00,
Seiten 134-135|.

(b) Wenn [Z, Z] sich in reduzierter Zeilenstufenform befindet, dann gilt dies auch
fiir Z. Zudem gilt: Diejenigen elementaren Zeilemumformungen, die [A, A] in [Z, Z]
umformen, formen natiirlich auch A in Z um.

(c) Wie in Diskussion 4.3.3 besprochen, gibt es eine Zahl s € N* und invertierbare
Matrizen Fn, ..., Es derart, dass

Es---F\[A L, = [Z,T)
gilt. Die Matrix auf der linken Seite ist gleich
[Es---E1A, E,--- Ey],

woraus 1" = E,;---FE; und Z = E;---E1A = TA folgt. Insbesondere ist T als
Produkt invertierbarer Matrizen invertierbar (siehe Proposition 4.2.11(b)). O

Beachten Sie: Das Theorem zeigt insbesondere, dass man jede Matrix durch ele-
mentare Zeilenumformungen in eine Zeilenstufenform bringen kann; letztere muss
aber nicht eindeutig sein, sofern man nicht zuséatzlich verlangt, dass die Zeilenstu-
fenform reduziert ist.

Das Gauflische Eliminationsverfahren

Im Beweis von Theorem 4.3.4(a) wurde versprochen, dass man die Existenz der
reduzierten Zeilenstufenform konstruktiv sehen kann, indem man ein Verfahren an-
gibt, mit dem sich jede beliebige Matrix durch elementare Zeilenumformungen auf
Zeilenstufenform bringen lasst.

Bei diesem Verfahren handelt es sich um den sogenannten Gaufischen Elimi-
nationsalgorithmus, den wir im folgenden Pseudocode-Listing exakt beschreiben:

Algorithmus 4.3.5 (Gaufssches Eliminationsverfahren). Sei K ein Koérper und sei-
en m,n € N*. Sei A € K™*". Das folgende Verfahren bringt A durch elementare
Zeilenumformungen auf reduzierte Zeilenstufenform:
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Eingabe: Matrix A
Ausgabe: Reduzierte Zeilenstufenform Z von A
1 Setze Z := A;
2 Setze t :=0; % Treppentiefe der ,,nullten‘‘ Spalte.
3 fiir jedes k € {1,...,n} tue
4 Setze jo = t;
5 fiir jedes j € {t+1,...,m} tue
6 wenn Z(j, k) # 0 dann
7 Setze jo = 7;
8 Breche die Schleife dann ab;
9 Ende
10 Ende
% Falls jo nun gleich ¢t ist, ist die Stufentiefe in der
aktuellen Spalte gleich (. Gehe dann zur naechsten Spalte.
% Falls aber jo>t-+1 ist, ist die Stufentiefe in der
aktuellen Spalte mindestens 1. In diesem Fall aendern wir
die Matrix nun so ab, dass die Stufentiefe zu 1 wird:
11 wenn jyo >t + 1 dann
12 Setze t .=t 4+ 1; % Zukuenftigen Wert der Treppentiefe schon
mal speichern.
13 Vertausche die Zeilen t und jy von Z; % Somit ist nun Zy # 0.
14 Teile die t-te Zeile von Z durch Zy; % Somit ist nun Zy = 1.
15 fiir jedes j € {1,...,m} \ {t} tue
16 Addiere ein Vielfaches der t-ten Zeile von Z zur j-ten Zeile von Z
um den Wert Zj;, zu 0 zu éndern;
17 Ende
18 Ende
19 Ende

Der Zusammenhang zwischen Zeilenstufenform und Invertierung

Lassen Sie uns nun besprechen, wie die reduzierte Zeilenstufenform einer Matrix
verwendet werden kann, um eine Matrix zu invertieren.

Definition 4.3.6. Sei K ein Korper und m € N*. Sei A € K™*™,

(a) Eine Matrix A € K™*™ heifst rechtsinvertierbar, falls es ein B € K™*™ mit
der Eigenschaft AB = I, gibt.

(b) Eine Matrix A € K™*™ heifst linksinvertierbar, falls es ein B € K™*™ mit
der Eigenschaft BA = I,,, gibt.

Es stellt sich heraus, dass eine Matrix, die linksinvertierbar (oder rechtsinver-
tierbar) ist, automatisch bereits invertierbar ist. Zudem kann man Invertierbarkeit
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einer Matrix mit Hilfe ihrer reduzierten Zeilenstufenform charakterisieren. All diese
Informationen sind Teil des nachsten Theorems:

Theorem 4.3.7. Sei K ein Korper und m € N*. Auflerdem sei A € K™*™. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Die Matriz A ist invertierbar.

Die Matrixz A ist rechtsinvertierbar.

)
(ii) Die reduzierte Zeilenstufenform von A ist gleich der Einheitsmatrixz I,.
(i)

)

(iv) Die Matriz A ist linksinvertierbar.

Falls eine (gleichbedeutend damit: jede) dieser Aussagen erfillt ist, dann gilt zu-
dem: Wenn [Z T| die reduzierte Zeilenstufenform von [A I,,] bezeichnet, dann ist T
die inverse Matriz von A.

Beweis. (i) = (iii)* Klar nach Definition.

(i) = (i) Sei Z € K™*™ die reduzierte Zeilenstufenform von A. Gelte —(ii),
d.h. Z # I,,. Dann besitzt Z eine Spalte mit Stufentiefe 0. Somit ist die letzte Zeile
von Z gleich 0. Es gibt eine invertierbare Matrix 7' € K™ mit T A = Z (Diskussion
4.3.3). Wegen (iii) gibt es ein B € K™*™ mit AB = I,,. Somit folgt

T=TAB = 7B .
<~
letzte Zeile ist 0

Also ist die letzte Zeile von T gleich 0. Aber T ist ein Produkt von Matrizen aus
Diskussion 4.3.3, und damit kann die letzte Zeile von T nicht 0 sein. Widerspruch!
,»(il) = (1)“ Die reduzierte Zeilenstufenform von [A I,,,] ist von der Form [I,,, T
(Theorem 4.3.4 (c)) und T'A = I,,, mit invertierbarem 7.
Also gilt A = T~! und damit ist A invertierbar.
,(i) & (iv)“ Diese Aquivalenz zeigt man durch Verwendung transponierter Ma-
trizen. 0

Lineare Gleichungssysteme

Zum Schluss dieses Abschnitts diskutieren wir noch, wie die reduzierte Zeilenstufen-
form mit der Losung linearer Gleichungssysteme zusammenhéngt.

Diskussion 4.3.8. Sei K ein Korper, sei m € N*. Sei A € K™*™ und b € K™.
Das Gleichungssystem

Anxzi+ ... +Anrm = b
A1+ ... +A1imxm = b
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wobei x € K™ gesucht ist, ist dquivalent zur Gleichung
Az =b.
Dies folgt direkt aus der Definition des Matrixprodukts.

Die eindeutige Losbarkeit von linearen Gleichungssystemen fiir alle rechten Seiten
lasst sich dadurch charakterisieren, dass die Matrix, welche die Koeffizienten des
Gleichungssystems enthélt, invertierbar ist:

Theorem 4.3.9. Sei K ein Kirper, seien m € N* und sei A € K™*™. Das sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) Fir jedes b € K™ gibt es genau ein x € K™, welches die Gleichung Ax = b
lost.

(ii) Die Matriz A ist invertierbar.
Beweis. (1) = (i) Gelte (i). Fiir jedes k € {1,...,m} gibt es ein ¢; € K" mit
Acy, = eg.
Setze C :=[c1 ¢a ... ¢y € K™, Dann gilt
AC =[Acy Acy ... Acy| =le1 e2 ... e = In.

Also ist A rechtsinvertierbar und somit invertierbar.

»(il) = (1) Sei A invertierbar. Sei b € K™ beliebig aber fest.
Ezistenz: Setze © = A~1b € K™. Dann ist

Az =AA b =1T,b=0
FEindeutigkeit: Seien z,z € K™ mit Az = b und AZ = b. Dann ist
Az = A%, also A~ Az = A1 Az
und somit z = Z. O

Wenn A invertierbar ist, kann man die Losung der linearen Gleichung Ax = b
durch die Formel z = A~'b berechnen — und Sie wissen bereits, wie man A~! mit
Hilfe des Gaufschen Eliminiationsverfahrens bestimmen kann.

Man kann allerdings die Losung x von Az = b auch direkt mit Hilfe des Gaufs-
schen Eliminationsverfahrens berechnen. Dies ist der Inhalt des folgenden Korollars:

Korollar 4.3.10. Sei K ein Korper, seien m € N*, sei A € K"™*™ invertierbar und
set b e K™.
Wenn [I,,, x] € K™D (fiir ein 2 € K™) die reduzierte Zeilenstufenform von

[A b] € K™+ st dann gilt Ax = b (d.h. x = A™'D).
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Beweis. Die reduzierte Zeilenstufenform von [A b I,,] € K™*(m+1) hat die Form

[Im x T] e KmX(Qm—l—l)

mit 7' € K"™*™ (Theorem 4.3.4(c)), und es gilt

T[A 0] = [In 2.

Alsoist TA=1I,, und Th =z, also b =T "'z = Ax. O

Literaturhinweise
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e Ein Einfithrung in Vektorrdume und Untervektorrdume finden Sie in den meis-

ten Biichern {iber Lineare Algebra, die im Literaturverzeichnis aufgelistet sind.
Manche Lehrbiicher verzichten in einer Einfiilhrung in die Lineare Algebra auch
darauf, iiber abstrakte Vektorrdume zu sprechen und behandeln stattdessen
zum Beispiel nur Untervektorrdume von R? und C¢.

Solche sehr konkreten Einfithrungen mit wenig abstrakter Theorie sind im
deutschsprachigen Raum aber eher uniiblich.

Die Theorie von Matrizen spielt in konkreten Anwendungen eine grofse Rolle,
weil man mit Thnen explizit rechnen kann — insbesondere und gerade auch auf
Computern. Zusétzlich zur Einflihrungsliteratur in Lineare Algebra gibt es des-
halb insbesondere auch Biicher, die sich aus algorithmischer und numerischer
Sicht mit Matrizen auseinandersetzen.

Eines der bekanntesten dieser Biicher ist [GVL13|. Es beschreibt zahlreiche
wichtige numerische Verfahren im Umgang mit Matrizen und ist eine der wich-
tigsten Standardreferenzen in der numerischen Linearen Algebra.



Kapitel 5

Darstellung von Vektoren und
linearen Abbildungen

Einstiegsfragen. (a) Wie schafft es ein Computer mit Vektoren aus R? zu rech-

(d)
(e)

nen?

Betrachten Sie nun einen beliebigen anderen Vektorraum V' iiber R. Kénnen
Sie einem Computer auch beibringen mit Elementen aus V' zu rechnen?
Welche Moglichkeiten fallen Ihnen ein um eine Ursprungsebene im R3 zu spe-
zifizieren?

Welche Méglichkeiten fallen Ihnen ein um einen Untervektorraum des R? zu

spezifizieren?

Sei E eine Ursprungsebene im R3, die auferdem durch die folgenden beiden
Punkte verlduft:

2 1
o], |1
1 0

Koénnen Sie alle Elemente von E explizit beschreiben, z.B. mit Hilfe einer For-
mel?

Was verstehen Sie unter dem Begriff ,Dimension“?
Ist es sinnvoll von einem 8-dimensionalen Raum zu sprechen? Und von einem

274-dimensionalen Raum?

Falls nein: Warum ergibt es keinen Sinn, iiber solche Rdume zu sprechen? Falls
ja: Warum sollte man sich fiir R&ume von so hoher Dimension interessieren?

Und was ist in den vier vorangehenden Fragen iiberhaupt mit dem Wort
,2Raum‘ gemeint?
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5.1 Darstellung von Vektoren mittels Basen

Existenz von Darstellungen: Erzeugendensysteme und Aufspann

In diesem Abschnitt und im nachfolgenden Abschnitt wollen wir besprechen, wie man
alle Vektoren in einem Vektorraum mit Hilfe von nur wenigen Vektoren darstellen
kann. Um dies prézise zu machen, benotigen wir zunéchst einiges an Terminologie.

Definition 5.1.1 (Linearkombinationen, Aufspann und Erzeugendensysteme). Sei
V ein Vektorraum iiber einem Korper K und sei M C V. Auferdem sei n € N und
es seien v1,...,v, € V.

(a) Eine Linearkombination des Tupels (v1,...,v,) ist ein Vektor der Form

n
E QRUE,
k=1

wobei aq, ..., a, € K sind.

(b) Der Aufspann' des Tupels (v1,...,v,) ist definiert als die Menge

n
span(vy, ..., v,) == {Zakvk | ar,...,an € K},
k=1

und der Aufspann der Menge M ist definiert als die Menge

m
span M = {Zakwk] meN, ar,...,an €K, wl,...,wmeM}.
k=1

(c) Das Tupel (v1,...,v,) heifst ein Erzeugendensystem von V', falls
span(vy,...,v,) =V
gilt.

Aus der Definition des Spanns erhélt man leicht, dass fiir Vektoren vq,...,v, € V
stets

span(vi, . ..,v,) = span{vi, ..., v, }

gilt. In der folgenden Proposition zeigen wir, dass der Aufspann immer ein Unter-
vektorraum ist; zudem geben wir eine bestimmte Darstellung des Spann einer Menge
an.

1Oft sagt man anstelle von Aufspann auch Spann oder Lineare Hiille.
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Proposition 5.1.2. Sei V' ein Vektorraum dber einem Kérper K und sei M C V.
Dann ist span M ein Untervektorraum von V, und es gilt

M C spanM = ﬂ U.
U ist UVR von V,
MCU

Beweis. Man kann direkt nachpriifen, dass span M die Untervektorraum-Axiome er-
fiillt. Somit bleibt noch die behauptete Inklusion und die behauptete Mengengleich-
heit zu zeigen. Zunéchst zeigen wir die Inklusion M C span M:

Sei v € M. Dann ist v = Z;lgﬂ oqv; mit ap (=1 € Kund v; = v € M, also
v € span M.

Nun zeigen wir die behauptete Mengengleichheit:

,C“ Sei v € span M. Dann gibt es ein m € N sowie Skalare aq, ..., a, € K und
Vektoren v1, ..., Uy, € M mit v =>" | ogvg.

Jeder Untervektorraum U von V', der M als Teilmenge hat, enthalt die Vektoren
V1, ..., Uy, und somit, aufgrund der Untervektorraum-Axiome auch v. Also ist

v E m U.

U ist UVR von V,
MCU
»,2° Sel nun v im angegebenen Durchschnitt. Wie oben bereits bemerkt ist
span M selbst ein Untervektorraum, und wie ebenfalls bereits bewiesen, enthélt er
M. Also ist span M selbst einer der Untervektorrdume, iiber die geschnitten wird.
Weil v in jedem dieser Untervektorrdaume liegt, gilt insbesondere v € span M. O

Wenn ein Tupel (v1, .. . v,) ein Erzeugendensystem eines Vektorraums V' ist, dann
bedeutet dies laut Definition des Begriffs Erzeugendensystem, dass man jeden Vektor
aus V als Linearkombination des Tupels (v1,...,v,) darstellen kann. Im néchsten
Unterabschnitt werden wir eine dazu komplementére Eigenschaft betrachten: ndm-
lich die Frage, ob jeder Vektor aus V' hochstens eine Darstellung als Linearkombina-
tion des Tupels (v1,...,v,) besitzt.

Eindeutigkeit von Darstellungen: Lineare Unabhéngigkeit

Definition 5.1.3 (Lineare Unabhéngigkeit und Abhéngigkeit). Sei V' ein Vektor-
raum iiber einen Korper K, sei n € N und seien vq,...,v, € V.

(a) Das Tupel (v1,...,v,) heift linear unabhingig, falls es fiir jeden Vektor
v € V hochstens ein Tupel o € K™ mit der Eigenschaft

n
v = Z (07X
k=1
gibt.

(b) Das Tupel (v1,...,v,) heilt linear abhéngig, falls es nicht linear unabhéngig
ist.
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Wir zeigen in der folgenden Proposition, dass sich lineare Unabhéngigkeit auf
verschiedene Weise charakterisieren lasst:

Proposition 5.1.4. Sei V' ein Vektorraum dber einem Korper K, sei n € N und
seien v, ...,v, € V. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Das Tupel (v1,...,vy,) ist linear unabhdingig.

(ii) Fir jeden Vektor v € span(vy,...,v,) gibt es genau ein o € K™ mit der Eigen-
schaft

n
v = Z QL.
k=1

(iii) Fir alle o € K™ gilt die folgende Implikation:

n
Z apvp =0 = a=0.
k=1

Beweis. ,,(i) < (ii)* Diese Aquivalenz folgt unmittelbar aus der Definition der linea-
ren Unabhéngigkeit und des Aufspanns.

»(1) = (ii))* Es gelte (i). Sei a € K" beliebig, aber fest. Wir miissen die in (iii)
behauptete Implikation zeigen, also sei

n
Z apv = 0.
k=1

Dann gilt
n n
Zakvk = ZO-vk.
k=1 k=1
Wegen der Definition der linearen Unabhéngigkeit folgt daraus a; =0, ..., a,, = 0,
also ist o = 0.
»(iil) = (1) Gelte (iii). Wir miissen die lineare Unabhéngigkeit von (vi,...,vy)

zeigen, also seien a, @ € K" mit

n n
E ARV = E dkvk.
k=1 k=1

Dann folgt
n
Z(ak - dk)’l)k = 0.
k=1
Wegen (iii) folgt hieraus oy — @1 =0, ..., — &y, = 0 und somit a = a. O
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Wenn man lineare Unabhéngigkeit fiir ein konkret gegebenes Tupel von Vektoren
tiberpriifen will, ist es oft im einfachsten, die Aussage (iii) aus Proposition 5.1.4(iii)
zu iberpriifen. Mit Hilfe dieser Aussage kénnen wir aufierdem auch ein Verfahren
angeben um zu iiberpriifen, ob ein Tupel von Vektoren aus K" linear unabhéngig
ist:

Korollar 5.1.5. Sei K ein Korper und seien m,n € N*. Zudem seien v1,...,v, €
K™,

Das Tupel (v1,...,vy,) ist genau dann linear unabhdingig, wenn jede Spalte in der
reduzierten Zeilenstufenform der Matriz [vy ... v,] € K"™*" die Stufentiefe 1 besitzt.

Beweis. Sei Z € K™*" die reduzierte Zeilenstufenform von [v; ... v,]. Dann gibt
es eine invertierbare Matrix 7' € K™*™ mit der Eigenschaft, dass T'[v; ... v,] = Z.
(Theorem 4.3.4 (c))
»,= Sei (v1,...,v,) linear unabhéngig.

Angenommen, in der k-ten Spalte von Z fir ein k € {1,...,n} wére die Stufentiefe
gleich 0. Dann gibt es ein @ € K” mit @ # 0 und Za = 0.Um dies zu sehen,
bezeichnen wir die Spalten von Z mit Z1, ..., Z,. Dann gibt es Skalare a1, ..., ap_1
mit Zx = a1 21+ Hag_12x—1. Wennwir ap = —lund agy1 = Qg0 = =, =0
setzen, dann gilt

n
Zo = Zaka =0.
k=1

Hieraus folgt
n
Zakvk =[v1 ... vpJa=T"1Za=0.
k=1

Also ist (v1,...,vy) linear abhéngig nach Proposition 5.1.4 (iii)
<= Zu zeigen ist die lineare Unabhéngigkeit von (v ... v,). Es geniigt (iii) aus
Proposition 5.1.4 zu zeigen. Sei o € K" beliebig aber fest und gelte

n
E ARV = 0.
k=1

Es ist somit
n
0= Zakvk = [?)1 “. vn]a.
k=1

Hieraus folgt

a

0=T0=Tvy ... p]a=Za= {O

} e K™.
Insbesondere folgt o = 0. O
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Ahnlich wie in Proposition 5.1.4 kénnen wir auch eine Charakterisierung linearer
Abhéangigkeit angeben:

Proposition 5.1.6. Sei V' ein Vektorraum dber einem Korper K, sei n € N und
seien v, ...,v, € V. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Das Tupel (v1,...,vy,) ist linear abhdingig.
(ii) Es gibt es k € {1,...,n} derart, dass
span(vi, ..., Vg—1, Vkt+1,---,Un) = span(vy,...,vy)
gilt.?
(i) Es gibt es k € {1,...,n} derart, dass
Vg € span(vy, ..., Vg1, Uktly---,Un)
gilt.

Beweis. (i) = (iii)* Seien (v1,...,v,) linear abhéngig. Nach Proposition 5.1.4 (iii)
Ja € K™ mit o # 0 und

n
Z ARV = 0.
k=1

Wegen a # 0, gibt es ein ein kg € {1,...,n} mit ag, # 0. Damit gilt

n
ko Vky = § gV,
k=1

k+ko
d.h.
n
Qg
Vky = E ——v) € span(vi, ..., Vky—1, Vkg+1s - - - » Un)
=1 ko
ketko

Also gilt (iii).
,(iil) = (ii)* Gelte (iii). Sei k wie in (iii). Dann ist

U € span(vy, ..., Vk—1, Ukt1,---Un)
also gibt es a1, ..., ap_1, k41, .., 0pn mit
n
Vi = E ;U5
Jj=1
itk
2D.h. also, dass der Aufspann von (v1, ..., vn) sich nicht verdndert, wenn man vy aus dem Tupel

entfernt.

108



5.1. Darstellung von Vektoren mittels Basen

Wir zeigen eine Mengengleichheit.
,C¢ Klar.
2 Sei

v € span(vy, ..., U,)

Dann gibt es 34, ..., 3, mit

n
v = Zﬁjvj.
=1

Somit folgt

v = Z Bjvj + Brvk = Z Bjv; + Z Brov;

Jj=1 Jj=1 Jj=1
Jj#k Jj#k Jj#k

= Z(Bj — Broy)vj € span(vi, ..., Vk—1,Vk41,---,Vn)-
=1
ik
Also gilt (ii).
(i) = (1) Gelte (ii). Dann gilt fiir das k aus (ii).

(i)
Vg € span(vy, ..., vn) = Span(vi, ..., Vg—1, Vk+1s---,Un),
also gibt es aq, ..., ap_1, Qg+t1, ..., @y mit der Eigenschaft
n
Ve — Z QU .

7j=1
itk

Mit ay = —1 folgt

n
0= E a;vVj,
j=1

aber a # 0 wegen ap = —1 # 0. Also ist (vy,...,v,) wegen Proposition 5.1.4 (iii)
linear abhangig. O

Basen

Nun kommen wir zum entscheidenden Begriff, auf den die zuvor eingefiihrten Begriffe
hingefiihrt haben:
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5. DARSTELLUNG VON VEKTOREN UND LINEAREN ABBILDUNGEN

Definition 5.1.7 (Basis). Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K, sei n € N
und seien vy, ..., v, € V. Das Tupel (v1,...,v,) heilt Basis von V, falls es fiir jedes
v € V genau ein o € K" mit der Eigenschaft

n
v = E QUL
k=1

gibt.

Ob ein gegebenes Tupel eine Basis ist, ldsst sich mit Hilfe verschiedener Eigen-
schaften charakterisieren:

Proposition 5.1.8. Sei V' ein Vektorraum dber einem Korper K, sei n € N und

seien vy, ...,v, € V. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) Das Tupel (v1,...,vy,) ist eine Basis von V.
(ii) Das Tupel (vi,...,vy) ist linear unabhangig und ein Erzeugendensystem von
V.
(iii) Das Tupel (v1,...,v,) ist ein maximales linear unabhdngiges Tupel in V in

dem Sinne, dass das Hinzufiigen eines beliebigen Vektors aus V' zum Tupel die
lineare Unabhdngigkeit zerstort.

(iv) Das Tupel (vi,...,v,) ist ein minimales Erzeugendensystem von V in dem
Sinne, dass das Wegnehmen irgendeines Vektors aus dem Tupel dafiir sorgt,
dass das verbleibende Tupel kein Erzeugendensystem mehr ist.

Beweis. (1) < (ii)* Diese Aquivalenz folgt sofort aus der Definition der Begriffe
linear unabhéngig, Erzeugendensystem und Basis.

(i) = (iil)“ Gelte (ii). Dann ist (v1,...,v,) linear unabhéngig. Sei v,41 € V
beliebig aber fest. Weil (v, ...,v,) auch ein Erzeugendensystem von V ist, gibt es
at,...,0, € K mit

n
Upt1 = E QU Uk -
k=1

Dann folgt mit a1 = —1
n+1
0= Z QLU
k=1
und
aq
#0.
On+1
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Also ist (v1,...,vn+1) nicht linear unabhéngig nach Proposition 5.1.4 (iii).

,»(ill) = (ii)* Gelte (iii). Dann ist (v1,...,v,) linear unabhéngig. Zu zeigen ist,
dass (v1,...,vy,) auch ein Erzeugendensystem von V ist. Sei v € V. Dann ist wegen
(iii) (v1,...,vn, v) linear abhiingig. Wegen Proposition 5.1.4 (iii) gibt es ein a € K**!
mit

n+1
Z arvy =0und a #0 (wobei v,41 = v).
k=1

Es muss a,+1 # 0 gelten, denn wére oy, 11 = 0, dann wére

aq

£ 0.

Qn

und zudem

n
E AUV = 0
k=1

Dies widerspricht der linearen Unabhéngigkeit von (vi,...,v,). Nun folgt
n
Op+1Up41 = — Z agvr =0
k=1
also

n
(095
V= Upq1 = § - U,
k=1

Q41

€K
Wir haben also v € span(vy,...,v,) gezeigt, d.h. (v1,...,v,) ist ein Erzeugenden-
system von V. Also gilt (ii).

,»(il) = (iv)* Gelte (ii). Dann ist (v1,...,v,) ein Erzeugendensystem von V. Sei
ke{l,...,n}. Ware (v1,...,0¢_1,Vk+1,-- -, Un) ein Erzeugendensystem von V', dann
ware

span(vy,...,v,) =V =span(vi, ..., Vg—1, Vk41s- -, Un)-
Also wire (vy, ..., v,) laut Proposition 5.1.6 linear abhéngig, im Widerspruch zu (ii).
Also ist (v1,...,Vk—1,Vkt1,-- -, Un) kein Erzeugendensystem von V.

»(iv) = (ii)“ Gelte (iv). Dann ist (v1,...,vy) ein Erzeugendensystem von V.

Wegen (iv) gilt fiir jedes k € {1,...,n}, dass
span(vy, ..., vy) 7 Span(vi, . .., Vg—1, Vk41,---,Un)-
Dann ist nach Proposition 5.1.6 das Tupel (vy,...,v,) linear unabhéngig. O

111



5. DARSTELLUNG VON VEKTOREN UND LINEAREN ABBILDUNGEN

Es ist eine sehr naheliegende Frage, wann ein Vektorraum eine Basis hat. Fiir
Vektorrdume, die ein endliches Erzeugendensystem besitzen, wird diese Frage durch
den folgenden Satz beantwortet:

Theorem 5.1.9 (Basisauswahlsatz). Sei V' ein Vektorraum dber einem Kirper K,
sein € N und seien vy,...,v, € V. Wenn (vi,...,v,) ein Erzeugendensystem von
V ist, dann kann man das Tupel durch Weglassen einiger Vektoren? zu einer Basis
von V' machen.

Beweis. Die Aussage folgt aus Proposition 5.1.8(iv): Wir koénnen einfach immer wei-
ter geeignete Vektoren aus dem Tupel entfernen ohne den Aufspann zu &ndern bis
wir bei einem minimalen Erzeugendensystem angelangt sind; dieses ist dann eine
Basis. O

Wir schliefsen diesen Abschnitt mit drei Beispielen dazu, wie man lineare Unab-
héngigkeit beziehungsweise lineare Abhéngigkeit beweisen kann:

Beispiele 5.1.10. (a) Lassen Sie uns in F3 die beiden Vektoren

[0] [0]
V1 = 2] s V2 = [1]
1] 2]

betrachten. Wir méchten wissen, ob (v1,v2) linear unabhéngig ist. Dazu ver-
wenden wir das Kriterium aus Korollar 5.1.5: Mit Hilfe des Gauf-Algorithmus
kann man die Matrix

0] [0]
[v1 v] = (2] 1
A 2

auf reduzierte Zeilenstufenform bringen. Nach kurzer Rechnung erhdlt man,
dass diese gleich

[ 2]
0] [0]
[0] (0]

ist. Weil die Stufentiefe in der zweiten Spalte gleich 0 ist, folgt aus Korol-
lar 5.1.5, dass das Tupel (v1,v9) linear abhéngig ist.

Durch ,,scharfes Hinsehen kann man das in diesem konkreten Beispiel {ibrigens
auch anders sehen: Es gilt namlich

[2]2}1 = V2,

3Dies beinhaltet den Fall, dass man eventuell gar keinen Vektor weglisst.
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und somit
[2]v; — [1]va = 0.
Also ist (v, v2) wegen Proposition 5.1.4(iii) linear abhéngig.

Betrachten wir nun in IF? die beiden Vektoren

0] (0]
v = 2] s Vo = [1]
1 2]

[0] [0]
[o1 w] = [[2] [1]
(1] [2]

[1] (0]
o] [1
0] [0]

Diese Matrix hat in beiden Spalten die Stufentiefe 1, also ist (vi,v2) wegen
Korollar 5.1.5 linear unabhéngig.

Nun betrachten wir noch eine etwas andere Situation: Wir betrachten den
Vektorraum Abb([0,00); R) {iber R, und hierin diejenigen Vektoren fi, fa, fs :
[0,00) — R, die durch die Formeln

filz) =sin(z),  folw) =cos(z),  falw) =a(z - )

fiir alle x € [0, 00) gegeben sind.’

Lassen Sie uns zeigen, dass (f1, f2, f3) linear unabhéngig ist. Dieses mal konnen
wir aber Korollar 5.1.5 nicht verwenden, denn das Korollar macht nur eine
Aussage iiber lineare Unabhéngigkeit in Vektorrdumen der Form K" — nicht
aber in anderen Vektorrdume wie zum Beispiel Abb([0,00);R).

Stattdessen verwenden wir die Charakterisierung linearer Unabhénigkeit aus
Proposition 5.1.4(iii). Sei also o € R? und sei

a1 fi +asfo+azf3 =0.

1Es ist nicht allzu iiberraschend, dass wir dieses mal eine andere Matrix als reduzierte Zeilen-
stufenform erhalten — schlieflich wird in F7 ja anders gerechnet als in Fs.

®Das ist natiirlich ein recht willkiirlich gew#hltes Beispiel; es ist vor allem so gewahlt, dass die
Zahlen nachher gut aufgehen.
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Weil die Funktion gleich der Nullfunktion ist, ist sie an jedem Punkt x € [0, c0)
gleich 0 — beispielsweise an den Punkten 0, 5 and 7. Somit gilt also

0= (a1fi +asfa + azfs)(0) = a1 f1(0
0= (cnf1+asfo+asfs)(5) = aifi(

~—

+ a2 f2(0) + a3 f3(0) = ag,
)+ a2f2(g) + 043f3(g) = ai,

0o 3
o

2

+ag fo(m) + a3 f3(m) = —az + Oé3£~

0= (a1f1+a2f2+013f3)(7) :alfl(ﬂ- 2

~—

Die ersten beiden dieser drei Gleichungen zeigen uns, dass a3 =0 und as =0
gilt, und wenn wir dies mit der dritten Gleichung kombinieren, erhalten wir
auch az = 0. Somit ist o = 0.

Laut Proposition 5.1.4(iii) zeigt dies, dass (f1, f2, f3) linear unabhéngig ist.

5.2 Der Dimensions-Begriff

Endlich-dimensionale Vektorraumen und die Koordinatenabbildung

Basierend auf dem Begriff der Basis eines Vektorraums kénnen wir nun iiber den
Dimensionsbegriff sprechen. Wir beginnen zunéchst mit dem folgenden, noch recht
unspezifischen Konzept:

Definition 5.2.1 (Endlich-dimensionaler Vektorraum). Ein Vektorraum V iiber ei-
nem Korper K heifft endlich-dimensional, wenn es eine Zahl n € N und Vektoren
v1,...,0, € V gibt derart, dass (vi,...,v,) eine Basis von V ist.

Aus dem Basisauswahlsatz folgt sofort die folgende Proposition:

Proposition 5.2.2. Ein Vektorraum V tiber einem Kérper K ist genau dann endlich-
dimensional, wenn es eine Zahl n € N und Vektoren vy, ...,v, € V gibt derart, dass
(v1,...,vy) ein Erzeugendensystem von V ist.

Endlich-dimensionale Vektorrdume sind immer isomorph — im folgenden Sinne —
zu K" fiir ein geeignetes n:

Proposition 5.2.3. Sei V # {0} ein endlich-dimensionaler Vektorraum tber einem
Korper K, sein € N und sei B == (vi,...,v,) eine Basis von V. Dann gilt n # 0
und die Abbildung

l5 - K" — V,
n
o = Z AL VE
k=1
st ein Vektorraumisomorphismus.

114



5.2. Der Dimensions-Begriff

Beweis. Dass die Abbildung /g injektiv ist, folgt sofort daraus, dass (vi,...,v,)
linear unabhéngig ist. Und dass die Abildung ¢z surjektiv ist, folgt sofort daraus,
dass (v1,...,v,) ein Erzeugendensystem ist. Die Linearitat von ¢z wiederum folgt
sofort aus der Definition von 5 und den Koérperaxiomen. O

Definition 5.2.4 (Koordinatenabbildung). Sei V' # {0} ein endlich-dimensionaler
Vektorraum iiber einem Korper K, sei n € N* und sei B := (vy,...,v,) eine Basis
von V. Sei I : K" — V der Vektorraumisomorphismus aus Proposition 5.2.3.

Dann heifft der Vektorraumisomorphismus <z := Egl : V — K" die Koordina-
tenabbildung von V beziiglich der Basis B.

Beachten Sie, dass die Koordinatenabbildung tatséchlich ein Vektorraumisomor-
phismus ist, da die Umkehrabbildung eines Vektoraumisomorphismus laut Aufgabe 4
auf Hausaufgabenblatt 6 wieder ein Vektorraumisomorphismus ist.

Wir wollen nun als néchstes zeigen, dass in einem endlich-dimensionalen Vektor-
raum alle Basen gleich viele Elemente haben. Dies konnen wir aus dem folgenden
Resultat folgern:

Lemma 5.2.5. Sei K ein Korper und seien m,n € N*. Wenn es einen Vektorrau-
misomorphismus S : K" — K™ gibt, dann ist m = n.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass n < m gilt.
Das Tupel (eq,...,e,) ist eine Basis von K™ und somit linear unabhéngig. Mit
Hilfe der Injektivitdt von S kann man hieraus folgern, dass das Tupel

(S(er),...,S(en))

von Vektoren in K™ ebenfalls linear unabhingig ist; dazu verwenden wir die Cha-
rakterisierung von linearer Unabhéngigkeit aus Proposition (iii): Sein o € K" derart,
dass

> aS(er) =0
k=1

ist. Dann folgt wegen der Linearitdt von S

S0)=0= S(Zn:akek>.
k=1

WEeil S injektiv ist, erhalten wir hieraus, dass

n
0= Z agep
k=1

gilt. Da das Tupel (eq,...,e,) eine Basis von K" und somit linear unabhéngig ist,
folgt aus dieser Gleichung wiederum, dass a = 0 ist. Also ist (S(e1),...,S(en)) wie
behauptet linear unabhéngig.
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Somit hat wegen Korollar 5.1.5 in der reduzierten Zeilenstufenform der Matrix
[S(e1) ... S(en)] € K™

jede Spalte die Stufentiefe 1. Damit muss n < m sein.
Weil §71 : K™ — K" ebenfalls ein Vektorraumisomorphismus ist, kann man
dasselbe Argument auch auch S~! anwenden und erhilt somit auch m < n.% O

Aus dem vorangehenden Lemma kdnnen wir nun den folgenden Satz folgern:

Theorem 5.2.6. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum tber einem Kdrper
K. Dann haben alle Basen von V' gleich viele Elemente.

Bewets. Falls V nur den Nullvektor enthélt, ist das leere Tupel die einzige Basis von
V', also kénnen wir von nun an annehmen, dass V' nicht nur den Nullvektor enthalt
und dass jede Basis von V somit mindestes ein Element besitzt.

Seien nun m,n € N* und seien B := (vy,...,v,) und C := (vy,...,v,) Basen von
V. Wir miissen m = n zeigen. Dazu verwenden wir die Koordinatenabbildungen kg :
V = K" und k¢ : V — K™. Diese beiden Abbildungen sind, wie Sie bereits wissen,
Vektorraumisomorphismen, und somit ist auch /{El ein Vektorraumisomorphismus
(laut Aufgabe 4 auf Hausaufgabenblatt 6). Die Hintereinanderausfithrung

-1
K* 5 vV 5 K™

ist somit laut Proposition 1.5.14(c) ebenfalls bijektiv, und es ist nicht schwer zu
sehen, dass Sie auch linear ist.” Somit ist k¢ o ﬁgl ein Vektorraumisomorphismus
von K” nach K™. Also gilt laut Lemma 5.2.5 m = n. O

Aufgrund des vorangehenden Theorems ergibt die folgende Definition Sinn:

Definition 5.2.7 (Dimension eines Vektorraums). Sei V' ein endlich-dimensionaler
Vektorraum iiber einem Korper K. Die Dimension von V', welche wir mit dim V'
notieren, ist die Anzahl der Elemente einer (und somit jeder) Basis von V.

Fiir jeden endlich-dimensionalen Vektorraum V ist somit dim V' € N. Beachten
Sie, dass die Dimension auch 0 sein kann.

Beispiele 5.2.8. (a) Ein Vektorraum, der nur aus dem Nullvektor 0 besteht, hat
Dimension 0 (denn die einzige Basis dieses Vektorraums ist das leere Tupel.®

(b) Fiir einen Korper K und n € N* gilt dimK"” = n, denn man kann leicht
iiberpriifen, dass (eg,...,e,) eine Basis ist (wobei eq, ..., e, die kanonischen
Einheitsvektoren bezeichnen).

5Frage: Wo im Beweis haben wir verwendet, dass S surjektiv ist?

" Allgemeiner gilt: Die Hintereinanderausfithrung zweier linearer Abbildungen ist immer linear.
Versuchen Sie zu Ihrer Ubung, dies zu beweisen! Sie benétigen dazu lediglich die Definition der
Hintereinanderausfithrung und von linearen Abbildungen.

8Frage: Warum ist (0) keine Basis dieses Vektorraums?
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(c) Fiir einen Korper K hat der Vektorraum K2*3 die Dimension 2 - 3 = 6. Wenn
Sie nédmlich die Matrizen

100 010 005
m’LOJ’&*&OJ’% koJ’
000 000 000
M’LOJ’M’%1J’%_kOJ

betrachten, dann koénnen Sie leicht iiberpriifen, dass das Tupel (A1,..., Ag)
eine Basis von K?*3 ist.

Als Konsequenz aus Theorem 5.2.6 erhalten wird folgende Beobachtung;:

Korollar 5.2.9. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum tber K mit Dimension
dimV =d e N.

(a) Jedes Erzeugendensystem von V' hat mindestens d Elemente.

(b) Wenn ein Erzeugendensystem von V' genau d Elemente hat, dann ist es bereits
eine Basis von V.

(c) Jedes linear unabhdngige Tupel von Vektoren von V' hat hochstens d Elemente.

(d) Wenn ein linear unabhingiges Tupel von Vektoren von V genau d Elemente
hat, dann ist es bereits eine Basis von V.

Beweis. Sei n € N und seien vq,...,v, € V
(a) und (b): Sei (vy,...,v,) ein Erzeugendensystem von V. Wegen des Basisaus-
wahlsatzes gilt: Wir konnen durch Weglassen von p € {0, ...,n} Vektoren eine Basis

von V erhalten. Somit ist n — p = d. Also folgt:
e n>n —p=d. Dies zeigt (a).

e Wenn n = d ist, dann gilt p = 0. D.h. (vy1,...,v,) ist selbst schon eine Basis.
Dies zeigt (b)

(c) und (d): Sei (v1,...,v,) linear unabhéngig. Aussage (c) beweisen wir &hnlich
wie in Theorem 5.2.6 und Lemma 5.2.5. Sei (w1, ...,wy) = C eine Basis von V. Sei

S:K'"—=V
n
o Z AL VE
k=1
Dann ist S linear und injektiv (da (vy, ..., vy) linear unabhéngig ist). Die Hinterein-

anderausfiihrung
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ist linear und injektiv. Wie im Beweis von Lemma 5.2.5 folgt aus der Existenz einer
injektiven Abbildung S : K" — K%, dass n < d ist. Dies zeigt (c).

Sei nun n = d. Wenn (vy,...,v,) keine Erzeugendensystem wére, dann gébe es
einen Vektor v,+1 € V, der nicht im Aufspann von (v1,...,v,) liegt. Aufgrund des
nachfolgenden Lemmas wére dann (vy,. .., v,41) ebenfalls linear unabhéngig. Wegen
n+1=d+ 1> d widerspricht dies (c). O

Lemma 5.2.10 (Ergidnzungslemma). Sei V' ein Vektorraum tber einem Korper K,
sein € N und seien vy,...,v, €V derart, dass (v1,...,vy,) linear unabhdingig ist.

Sei vpq1 € V' ein Vektor, der nicht im Aufspann von (vi,...,v,) liegt. Dann ist
auch (v1,...,Vn, Unt1) linear unabhdingig.

Beweis. Wir nehmen widerspruchshalber an, dass (v1, ..., v,+1) linear abhéngig ist.

Dann gibt es ein o € K" \ {0} derart, dass 3.3} agvp = 0 ist. Nun kann der

Skalar a1 nicht 0 sein: Ware er namlich gleich 0, so wiirde namlich einerseits

folgen, dass mindestens einer der Skalare a, . . ., oy, nicht 0 ist, und andererseits wére

> o = 0. Dies widerspricht der linearen Unabhéngigkeit von (vy,. .., vy).
Also ist tatséchlich a1 # 0. Daraus folgt aber

n
2 : Qg
Un+1 = - Uk,
k=1

Q41
was der Annahme v, 1 ¢ span(vy,...,v,) widerspricht. O

Aus dem vorangehenden Lemma kénnen wir zudem das folgende Theorem fol-
gern, welches in gewissem Sinne Komplementér zum Basisauswahlsatz ist:

Theorem 5.2.11 (Basisergdnzungssatz). Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektor-

raum uber einem Koérper K, sei n € N und seien vi,...,v, € V derart, dass
(v1,...,0,) linear unabhdingig ist. Dann gibt es eine Zahl p € N und Vektoren
Undl, -« Untp derart, dass (vi,...,vnyp) eine Basis von V ist.

Beweis. Sei d := dim V. Dann ist d > n. Wenn n = d ist, ist (v1,...,v,) bereits
eine Basis von V. Wenn hingegen n < d ist, ist das Tupel keine Basis von V' und
somit kein Erzeugendensystem. Somit ist der Aufspann dieses Tupels nicht gleich
V', also gibt es einen Vektor v,4+1 € V, der nicht im Aufspann von V liegt. Laut
Lemma 5.2.10 ist deshalb (v1,...,v,+1) linear unabhéngig. Wenn aber n+1 = d ist,
sind wir fertig, denn dann ist letztgenanntes Tupel sogar eine Basis von V. Wenn
hingegen n + 1 < d ist, iterieren wir den zuvor genannten Schritt solange, bis wir d
erreichen. O

Zum Abschluss besprechen wir noch ein Beispiel um die bisher besprochenenen
Konzepte zu veranschaulichen:

Beispiel 5.2.12. Betrachten wir im R? die Vektoren

A |
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Dann kann man leicht nachrechnen, dass (vi, v2) linear unabhiingig ist; wegen dim R? =
2 ist also B := (v1,v9) sogar eine Basis von R2.
Wenn wir « = kg(v) setzen, dann gilt v = ajv; + agvs, also

UM e [P 1] [

3] TN T T 1] e
Dieses lineare Gleichungssystem konnen wir mit Hilfe des Gaufalgorithmus l6sen,
wobel wir vy = 2 und a = 1 erhalten. Alsoist v =2-v1 + 1 - vo.

Dimension von Untervektorraumen

Da jeder Untervektorraum eines Vektorraums selbst wieder ein Vektorraum ist, kann
man auch von der Dimension eines Untervektorraums sprechen.

Proposition 5.2.13. Se: V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum tber einem Kor-
per K.

(a) Fiir jeden Untervektorraum U von 'V gilt: Es ist U ebenfalls endlich-dimensional,

und dimU < dim V.

(b) Seien Uy,Uy C V' Untervektorriume. Wenn U; C Uy und dim Uy = dim Uy gilt,
dann ist Uy = Us.

Beweis. (a) Sei d = dimV € N. Dann hat jedes linear unabhéngige Tupel von
Vektoren in V' hochstens d Elemente. Insbesondere gilt dies dann natiirlich auch fiir
linear unabhangige Tupel von Vektoren aus U.

Unter allen linearen unabhéngigen Tupeln von Vektoren in U kénnen wir also
eines — sagen wir (ui,...,u;) auswihlen, dass maximal viele Elemente hat; es gilt
dann natiirlich £ < d. Aus Proposition 5.1.8(iii) — angewendet auf den Vektorraum
U statt V' — folgt nun, dass (uq,...,uy) eine Basis von U ist. Also ist U endlich-
dimensional und es gilt dimU =k < d =dim V.

(b) Sei Uy C Uy und dim Uy = dim Us. Wir miissen zeigen, dass auch Uy 2 Us
gilt.

Sei (v1,...,vy,) fir ein n € N eine Basis von U;. Laut Basisergdnzungssatz kon-
nen wir diese zu einer Basis (v1,...,Un, Un41,- .., Unsp) von Uz (mit einem p € N)
erginzen. Damit ist n = dim U; = dim Uy = n+p, also p = 0. Das heift, (v1,...,v,)
ist selbst bereits eine Basis von Us.

Wenn also u € Us ist, dann ldsst sich u als Linearkombination von (v1,...,v,)
schreiben, und weil diese Vektoren in U; liegen und U; ein Untervektorraum ist, folgt
hieraus, dass auch u € U; ist. ]

Lassen Sie uns zunéchst einige sehr einfache Beispiele fiir die Dimension von
Untervektorrdumen besprechen:
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Beispiele 5.2.14. (a) Betrachten wir den Vektorraum R? (iiber dem Kérper R).
Er hat die Dimension 2, also folgt aus Proposition (a), dass jeder Untervektor-
raum von R? Dimension 0, 1, oder 2 besitzt. Lassen Sie uns diese Fille etwas
mehr im Detail besprechen:

e Es gibt nur einen 0-dimensionalen Untervektorraum von R?, némlich {0}.

e Es gibt zahlreiche 1-dimensionale Untervektorriume von R?. Sie konnen
sich anschaulich leicht iiberlegen, dass dies genau die Ursprungsgeraden
im R? sind.

e Weil R? die Dimension 2 besitzt, folgt aus Proposition 5.2.13(b), dass R?
selbst der einzige 2-dimensionale Untervektorraum von R? ist.

(b) Betrachten wir nun den Vektorraum R? (iiber dem Kérper R). Er besitzt die
Dimension 3, also hat jeder Untervektorraum von R? Dimension 0, 1, 2, oder
3 (wegen Proposition 5.2.13(a)). Lassen Sie uns wieder alle Félle durchgehen:

e Der einzige O-dimensionale Untervektorraum von R? ist die Menge {0}.1°

e Es gibt zahlreiche 1-dimensionale Untervektorrdaumen von R3. Dies sind
anschaulich gesprochen gerade die Ursprungsgeraden in R3.

e Ebenso gibt es zahlreiche 2-dimensionale Untervektorrdume von R3. An-
schaulich sind dies gerade die Ursprungsebenen in R3.

e Es gibt genau einen 3-dimensionalen Untervektorraum von R3, ndmlich R3
selbst. Dies folgt wie im vorangehenden Beispiel auf Proposition 5.2.13(b).

(c) Zuletzt betrachten wir noch den Vektorraum R! = R (iiber dem Korper R). Er
hat die Dimension 1. Also besitzt er wegen Proposition 5.2.13 genau zwei Unter-
vektorriume, nimlich den 0-dimensionalen Raum {0},! und den 1-dimensionalen
Untervektorraum R (also sich selbst).

Fiir den Durchschnitt von zwei Untervektorrdumen hat man die folgende Formel
fiir die Dimension:

Theorem 5.2.15 (Dimensionsformel fiir den Durschnitt von Untervektorraumen).
Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum tiber einem Korper K und seien Uy, Uy C
V' Untervektorraume. Dann ist die Menge

Ui +Uy = {u1+uQ ‘ up € Uy, ug € U2}
ebenfalls ein Untervektorraum von V', und es gilt die Formel
dim(U; 4+ Us) + dim(Uy N Uz) = dim Uy + dim Us.

Den Beweis lagern wir in die Ergénzungen in Abschnitt 5.8 am Ende dieses
Kapitels aus; wenn Sie Lust haben, kénnen Sie ihn gerne dort durchlesen.

9Warum nochmal?

OWobei 0 nun natiirlich den Nullvektor im R® bezeichnet, wihrend dieses Symbol im Beispiel
zuvor den Nullvektor im R? bezeichnet hatte.

1Was bezeichnet das Symbol 0 dieses Mal?
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5.3 Explizite Darstellung von Untervektorraumen

Spezifikation eines Untervektorraumes durch Angabe einer Basis

Aus den Beispielen 5.2.14 konnen Sie bereits erkennen, dass Untervektorrdume von
Vektorraumen héufig eine geometrische Interpretation haben. Entsprechend ist es
wichtig, Moglichkeiten zu finden um einen Untervektorraum konkret zu beschreiben.

Weil wir bereits wissen, dass der Aufspann einer Teilmenge — oder eines Tupels —
eines Vektorraumes immer ein Untervektorraum ist (Proposition 5.1.2), kénnen wir
einen Untervektorraum angeben, indem wir ein Tupel (oder eine Menge) aufschrei-
ben, das (bzw. die) den Untervektorraum aufspannt.

Um dabei mit moglichst wenigen Daten auszukommen, ist es sinnvoll, ein solches
Tupel minimal zu wéhlen. Wir wollen also zum Beispiel in einem Vektorraum V' aus
einem Tupel von Vektoren (v1,...,v,), welches einen Untervektorraum

U = span(vy,...,U,)

von V aufspannt, ein minimales Tupel mit derselben Eigenschaft auswihlen. Laut
Proposition 5.1.8(iv) bedeutet dies gerade, dass wir aus dem Tupel eine Basis von U
auswahlen.

Falls der Vektorraum V gleich K™ ist geht dies — wieder einmal — mit dem Gaufs-
Algorithmus:

Theorem 5.3.1. Sei K ein Kérper, seien m,n € N* und seien v1,...,v, € K™. Es
bezeichne Z € K™*™ die reduzierte Zeilenstufenform — oder allgemeiner irgendeine
Zeilenstufenform — der Matrix

[Ul Un]GKmX".

Wenn 1 < ki <--- <k <n (fir ein £ € N) diejenigen Spalten von Z bezeichnen, in
denen Z Stufentiefe 1 hat, dann ist (vk,,...,vk,) eine Basis des Untervektorraums
span(vy, . ..,v,). 1213

Beweis. Die Stufentiefen der einzelnen Spalten sind in jeder Zeilenstufenform gleich
wie in der reduzierten Zeilenstufenform — somit geniigt es das Theorem zu beweisen,
wenn Z die reduzierte Zeilenstufenform von [vl vn] ist; sei dies also nun der
Fall.

Laut Theorem 4.3.4(c) gibt es eine invertierbare Matrix T € K"™*"™ mit der
Eigenschaft

T[Ul vn} =Z.
12Wichtig: Es ist nicht etwa so, dass die Spalten von Z mit den Nummern ki, ...,k eine Basis
von span(vi, . .., vn) bilden — sondern man nimmt tatséchlich die urspriinglichen Vektoren v1, ..., v,
und wahlt aus ihnen diejenigen mit den Indizes k1, ..., k¢ aus.
13{brigens ist dies im Allgemeinen nicht die einzige Moglichkeit, aus den Vektoren v1,...,vn

eine Basis ihres Aufspanns ausuzuwéahlen — aber es ist eine, die immer funktioniert.
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Wir bezeichnen nun mit z1,...,z, € K™ die Spalten von Z. Dann bedeutet die
vorangehende Gleichheit, dass

Tn=z, ... Tv,=2z,

gilt. Es bezeichne nun V' C K™ den Aufspann von (vi,...,v,), und es bezeichne
W C K™ den Aufspann von (z1, ..., 2y,). Weil sich Z in reduzierter Zeilenstufenform
befindet, kann man leicht sehen, dass (2, , ..., 2k,) linear unabhéngig ist und zudem
denselben Aufspann hat wie (z1,...,2,). Das bedeutet also, (zg,,...,z,) ist eine
Basis von W.

Nun kénnen wir zeigen, dass (v, , ..., vs,) wie behauptet eine Basis von V ist:

o Erzeugendensystem: Wir miissen span(vg,,...,v,) = V zeigen.
,C“ Diese Inklusion ist klar.

»=2“ Sei v € V. Dann gilt Tv € W, also gibt es Skalare ay,,..., o, € K mit
der Eigenschaft

l
Tv = E akakj,
j=1

und somit ist

¢ ¢
-1
v:Zaij 2k :Zakjvkj € span(vk, , - . ., Vk,)-
J=1 Jj=1
o Lineare Unabhdngigkeit: Seien ay,, ..., o, € K derart, dass

¢
Z g vg; =0
=1

gilt. Dann folgt
L 14
0=T0= Zaijvkj = Zakakj.
j=1 j=1

Wegen der linearen Unabhéngigkeit von (zy,, ..., z,) impliziert dies, dass oy, =
0,...,04, =0 gilt. O

Es gibt auch noch eine weitere Moglichkeit, eine Basis des Aufspanns eines Tupels
zu berechnen. Der Vollstindigkeit halber geben wir diese hier ohne Beweis an:'

MDer Beweis ist nicht etwas besonders schwer — aber wir wollen uns nicht zulange damit aufhalten
verschiedene Verfahren zu beweisen um aus einem Tupel eine Basis seines Aufspanns zu berechnen.
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Theorem 5.3.2. Sei K ein Kérper, seien m,n € N* und seien vy,...,v, € K™. Es
bezeichne Y € K™"*™ die reduzierte Zeilenstufenform — oder allgemeiner irgendeine
Zeilenstufenform — der Matrix

vl
’UT

2 nxm
cK .

Sty

v

Wenn man diejenigen Zeilen von'Y , die nicht 0 sind, wieder transponiert, dann bilden
die so erhaltenen Spaltenvektoren eine Basis von span(vi, ..., Up).

Einige Beispiele
Beispiele 5.3.3. (a) Betrachten Sie die drei Vektoren

1 1 2
v = 2], vy = [—1], vy = |1
1 2 3

in R3. Wir wollen eine Basis des Untervektorraums U := span(vy, v2,v3) von
R3 bestimmen. Dazu geben wir drei Méglichkeiten an:

(i) Wir verwenden Theorem 5.3.1. Dazu betrachten wir die Matrix

1 1
[’Ul () U3]: 2 -1 1
1 2

im R3. Mit Hilfe des Gaufkalgorithmus konnen wir die Matrix auf die

Zeilenstufenform
1 1 2
0 -3 -3
0 0 0

bringen. (Diese ist noch nicht reduziert, aber das ist laut Theorem 5.3.1
auch nicht notig.) In den Spalten 1 und 2 hat diese Matrix die Stufentiefe
1. Also ist laut Theorem 5.3.1 das Tupel (v1, v2) eine Basis von U.

(ii) Als Alternative wir nun Theorem 5.3.2 um diesselbe Aufgabe zu 19sen:

Die Matrix
vy 1 2 1
vy | =1 -1 2
v 2 1 3
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5. DARSTELLUNG VON VEKTOREN UND LINEAREN ABBILDUNGEN

(i)

kann man mit Hilfe des Gaufsverfahrens auf eine Zeilenstufenform bringen,
zum Beispiel auf die Form

1 2 1
0 -3 1
0 O

17 o
2|, -3
1 |1

eine Basis von U.1%

Zuletzt zeigen wir noch eine etwas veranderte Version des soeben vor-
gestellten Vorgehens: Laut Theorem 5.3.2 konnen wir irgendeine Zeilen-
stufenform verwenden — zum Beispiel auch die reduzierte. Wenn wir die
Matrix

vt 1 2 1
va| =1 -1 2
v 2 1 3

deshalb — anders als soeben — auf reduzierte Zeilenstufenform bringen,
erhalten wir die Matrix

5
10 gl
01 —3
00 O
Also ist auch
1 0
0,1
5 _1
3 3

eine Basis von U. Wir haben somit mit drei verschiedenen Vorgehensweise
drei verschiedene Basen von U gefunden.'® Man kann {ibrigens noch viele
weitere Basen von U angeben. Aber wir belassen es an dieser Stelle dabei,
denn wir wollten ja urspriinglich einfach eine Basis von U finden, was uns
schon lange gelungen ist.

'5Beachten Sie aber, dass dieses Tupel kein Auswahl der Vektoren vi,wv,vs enthilt — Theo-
rem 5.3.2 garantiert lediglich, dass man irgendeine Basis von U = span(vi,vs,v3) findet. Wenn
man explizit aus dem Tupel (v1,v2,v3) eine Basis auswihlen will (sozusagen um die Situation im
Basisauswahlsatz nachzustellen), ist deshalb Theorem 5.3.1 das Mittel der Wahl.

6Dies zeigt sehr schon auf, dass eine Vektorraum im Allgemeinen viele verschiedene Basen hat.
Das sollte man immer im Hinterkopf behalten.
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(b) Betrachten Sie das folgende Tupel, welches aus zwei Vektoren in F2 besteht:

Wenn wir die Matrix

117

Diese Matrix hat in jeder Spalte die Stufentiefe 1, also ist das urspriinglich
gegeben Tupel bereits eine Basis seines Aufspanns.

Ubrigens: Das wiederum bedeutet, dass der Aufspann die Dimension 2 hat,
und somit ist er wegen Proposition 5.2.13(b) gleich F2. D.h. wir haben somit
erkannt, dass

eine Basis von IF% ist.

5.4 Direkte Summen

Zuletzt behandeln wir hier noch kurz den Begriff der direkten Summe von Un-
tervektorrdumen. Er lehnt sich an den Begriff der Basis an, verwendet allerdings
zur Darstellung von Vektoren nicht ein Tupel aus endlich vielen Vektoren, sondern
stattdessen endlich viele Untervektorraume:

Definition 5.4.1 (Direkte Summe). Sei V' ein Vektorraum tiber einem Korper K,
sei n € N und seien Uy,...,U, C V Untervektorrdume. Man sagt, dass V' die di-
rekte Summe von Uy, ..., U, ist, falls es fiir jeden Vektor v € V genau ein Tupel
(ur,...,up) € Uy X -+ x Uy, mit der Eigenschaft

n
0=
k=1
gibt.

Man schreibt V = U; & --- & U, um auszudriicken, dass V die direkte von
U17~--;Un ist.

1"Weshalb nochmal stehen hier die beiden Worte ,,Zum Beispiel“?
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Sei V ein Vektorraum iber einem Korper K, sei n € N und seien vq,...,v,
Vektoren. Man kann sich iiberlegen, dass (vi,...,v,) genau dann eine Basis von
V ist, wenn alle Vektoren v1,...,v, ungleich 0 sind und V die direkte Summe der
ein-dimensionalen Untervektorrdume span(vi), ...,span(v,) ist.

Wir betrachten nun ein etwas konkreteres Beispiel:

Beispiel 5.4.2. Betrachten wir nun den Vektorraum R? iiber R. Wir setzen

I
U, == span(e;) = O] z1€R
0

und

0
Us = span(eg, e3) := x| | wo,z3 €R
3

Anschaulich ist U; also die z1-Achse in R3, und Us ist die zo-23-Ebene.
Dann gilt R? = U; @ Uy, d.h. R3 ist die direkte Summe von U; und Us. Fiir jedes
y € R3 gilt némlich:

e Wir konnen y in der Form

Y1 0
y= 0]+ |y
0 Y3

als Summe von Vektoren aus U7 und Us schreiben.

e Wir miissen nun noch die Eindeutigkeit zeigen: Seien (u1,u2) € Uy x Uz und
(1, uz) € Uy x Uy derart, dass uj + ug = y und a1 + g = y gilt.

Wegen uq, a1 € Uy und ug, e € Us gibt es reelle Zahlen 1, 1 sowie x9, x3, T2, T3

mit
T 0 i’l 0
ur =10 und ug = |(xo| ,u1 = |0 und Uy = | To
0 T3 0 i‘g

Daraus folgt wegen w1 + uo = 1 + g, dass

T T1
o | = {/NCQ
T3 T3

ist, d.h. es gilt 1 = Z; und somit u; = 4, sowie xo = Ty und z3 = 23, und
somit ug = uy. Also haben wir insgesamt, wie gewiinscht, (u1,us) = (U1, U2)
gezeigt.
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Wenn man nur zwei Untervektorrdume hat, kann man auf folgende Weise cha-
rakterisieren, ob der komplette Raum die direkte Summe der beiden gegebenen Un-
tervektorrdume ist:'®

Proposition 5.4.3. Sei V' ein Vektorraum dber einem Koérper K und seien Uy, Us C
V' Untervektorraume von V. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Esist V =U; & Us.
(ii) Es gilt V = Uy 4+ Uz und Uy NUs = {0}.

Den Beweis dieses Resultats lagern wir in die Ubungen aus.

5.5 Intermezzo: Relationen

Bevor wir im néchsten Abschnitt iiber sogenannte dhnliche Matrizen sprechen
werden, bendtigen wir einen kurzen Einschub tiber sogenannte Relationen.

Was ist eine Relation?

Definition 5.5.1 (Relation). Seien X,Y Mengen.

(a) Eine Relation R zwischen X und Y ist eine Teilmenge R C X x Y.

Wenn X =Y ist, dann ist hierfiir die Formulierung ,,R ist eine Relation auf
X gebrauchlich.

(b) Sei R eine Relation zwischen X und Y, und seiz € X und y € Y.

Wir sagen, dass z in der Relation R zu y steht, wenn (z,y) € R gilt. Haufig
verwenden wir die Schreibweise z R y synonym mit (z,y) € R.

Man kann {iibrigens auch Teilmengen von kartesischen Produkten von nm Men-
gen (fiir ein n € N*) als Relationen — genauer sogenannte n-stellige Relationen —
auffassen. Diese tauchen zum Beispiel in der Theorie von sogenannten relationen
Datenbanken in der Informatik auf.

Wir werden in dieser Vorlesung aber nur zweistellige Relationen betrachten (so
wie wir sie in vorangehender Definition eingefiihrt haben). Im folgenden diskutieren
wir mehrere wichtige Klassen von Relationen: Partielle und lineare Ordnungen
und Aquivalenzrelationen.

18 Aber Vorsicht: Fiir mehr als zwei Untervektorriume funktioniert dieselbe Charakterisierung
nicht mehr!
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Lineare Ordnungen

Definition 5.5.2 (Partielle und lineare Ordnungen). Seien X eine Menge und R C
X x X eine Relation auf X. Man bezeichnet X als eine partielle Ordnung, wenn
Sie die folgenden Axiome erfiillt:

(O1) Reflexivitit: Fiir alle x € X gilt R .

(02) Antisymmetrie: Fiir alle z,y € X gilt die folgende Implikation:

(xRy AN yRu) = x=y.

(0O3) Transitivitat: Fir alle x,y, z € X gilt die folgende Implikation:
xRy AN yRz) = xR z.
Die Relation R heifit totale Ordnung oder lineare Ordnung'®, wenn sie eine partielle
Ordnung ist und zudem das folgende Axiom erfiillt:
(O4) Totalitdt: Fir alle x,y € Y gilt z Ry oder y R x.
Hier sind einige Beispiele fiir partielle und totale Ordnungen:
Beispiele 5.5.3. (a) Die iibliche Ordnung < auf R ist eine totale Ordnung.?°

(b) Betrachten Sie die folgende Relation R auf R? (d.h. R ist eine Teilmenge von
R? x R?): Fiir ,y € R? gelte z R y genau dann, wenn 1 < x5 und y1 < ¥2
ist. Anders ausgedriickt heifst dies, dass wir

R={(z,y) eR*xR?| 21 <1 und y1 < yo}

definieren. Dann ist R eine partielle Ordnung, aber keine totale Ordnung.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass R reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist,
dass R aber nicht total ist.

Reflezivititit: Sei x € R%. Dann gilt 21 < 21 und 5 < z», und somit z < z.
Antisymmetrie: Seien x,y € R?, und sei # R y und y R x. Dann gelten die

Ungleichungen

1 <y, 122 und y1 <1, Y2 < a0,

9Hier ist es wichtig, diesen Begriff nicht mit dem Begriff der linearen Abbildung zu verwechseln.
Die beiden Begriffe haben nichts Unmittelbares miteinander zu tun, und das Wort ,linear* kommt
lediglich deshalb in beiden Begriffen vor, weil sich dies historisch so entwickelt hat.

20Beachten Sie, dass < somit — formale betrachtet — eine Teilmenge von R x R = R? ist. Fiir
reellen Zahlen z,y ist ¢ < y ein andere Schreibweise fiir (z,y) €<, und diese bedeutet, dass die
Zahl z kleiner oder gleich als die Zahl y ist.
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WEeil die Relation < auf R antisymmetrisch ist, folgt daraus, dass z; = y; und
o = yo ist. Somit gilt x = y.

Transitivitit: Seien z,y,z € R? und sei # R y und y R z. Dann gelten die
Ungleichungen

r1 <y, @2<yz und Y1 <z, y2< 2.
Weil die Relation < auf R transitiv ist, folgt daraus, dass x1 < 21 und a2 < 29
ist. Somit gilt z R z.

Totalitdt ist nicht erfillt: Betrachten wir zum Beispiel die beiden Vektoren

f] el

Dann gilt wegen 1 £ 1 nicht z R y, und wegen ys £ x5 gilt nicht y R x. Also
ist die Ordnung R nicht total. O

(c) Nun fiihren wir noch eine andere Relation L C R? xR? auf R? ein: Fiir z, y € R?
definieren wir

x Ly & (m1<y1 \ (x1=y1/\x2Sy2))-

In den Ubungen werden Sie zeigen, dass L eine totale Ordnung auf R? ist. Man
nennt sie die lexikographische Ordnung?! auf R?.

Folgende Notation ist recht iiblich, wenn man mit partiellen oder totalen Ord-
nungen arbeitet:

Notation 5.5.4. Fiir eine partielle (oder sogar totale) Ordnung auf einer Menge
X verwendet man haufig das Symbol < (das Sie bereits von den reellen Zahlen
kennen) anstatt eines Buchstabens wie zum Beispiel R. Auferdem verwendet man
fiir ,y € X dann die Notation y > x synonym mit = < y.

Auferdem ist die folgende Notation, die Sie ebenfalls bereits fiir reelle Zahlen
kennen, insbesondere dann iiblich, wenn < eine totale Ordnung ist auf X. Fiir z,y €
X schreibt man héufig * < y als Abkiirzung fiir die Aussage ,,x < y and x # y*“.
Auferdem verwendet man die Notation y > x synonym mit z < y.

Aquivalenrelationen

Nun fiihren wir noch eine weitere wichtige Klasse von Relationen ein:

Definition 5.5.5 (Aquivalenzrelationen). Eine Relation R C X x X auf einer Menge
X heiRt Aquivalenzrelation, falls sie die folgenden Axiome erfiillt:

(A1) Reflexivitit: Fiir alle z € X gilt z R .

21Uberlegen Sie sich, weshalb diese Bezeichnung angemessen ist.
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(A2) Symmetrie: Fiir alle 2,y € X gilt die folgende Implikation:
xRy = y R x.

(A3) Transitivitit: Fiir alle z,y, 2 € X gilt die folgende Implikation:
(xRy AN yRz2) = z R z.

Fiir Aquivalenzrelationen benutzt man hiufiger das Symbol ~ (oder leichte Mo-
difiktionen hiervon) als Buchstaben wie zum Beispiel R. Beachten Sie, dass aus der
Symmetrie folgt, dass sogar die folgende Eigenschaft folgt: Fiir alle x,y € X gilt die
Aquivalenz

TRy & y Rz

Beispiele fiir Aquivalenzrelationen besprechen wir in den Ubungen und in Ab-
schnitt 5.6.

Zusammenhang zwischen Funktionensgraphen und Relationen

Zum Abschluss dieses Abschnitts besprechen wir noch kurz den Zusammenhang zwi-
schen Relationen und Funktionen bzw. deren Graphen:

Diskussion 5.5.6 (Funktionsgraphen und Relationen). Seien X,Y Mengen und sei
f : X — Y eine Funktion. Wie in Aufgabe 3 auf Tutoriumsblatt 3 nennen wir die
Menge

Gp=A{(z, f(x)) | z € X}

den Graphen — oder genauer den Funktionsgraphen von f.?2 Es gilt G € X XY,
d.h. der Graph von f ist eine Relation zwischen X und Y. Somit kann man sagen:
Funkionsgraphen sind Spezialfille von Relationen.?3 Umgekehrt ist aber nicht jede
Relation auch der Graph einer Funktion.

5.6 Ahnlichkeit und Diagonalisierbarkeit von Matrizen

Vermittelung zwischen linearen Abbildung und Ahnlichkeit

Manchmal kommt es vor, dass zwei lineare Abbildungen enger zusammenhéngen, als
es auf den ersten Blick scheint; dasselbe gilt auch fiir Matrizen. Dieses Phénomen
wird durch die folgenden Begriffe formalisiert:

22Dje Notation fiir Funktionsgraphen ist nicht besonders einheitlich. Andere naheliegende Nota-
tionen sind zum Beispiel G(f) oder Gr(f) oder Graph(f).

23Man kann sogar noch etwas weitergehen und gar nicht zwischen Funktion und Funktionsgraph
unterscheiden, sondern sagen, dass eine Funktion schlichtweg ihr Funktionsgraph ist. Das ist eine
niitzliche Sichtweise, wenn man versucht, die Mathematik von Beginn an komplett formal aufzubau-
en, denn dabei méchte man mdglichst nur mit Mengen auskommen. Man definiert dann zunéchst
Relationen mit Hilfe von Mengen, und legt dann fest, dass eine Funktion eine Relation ist, die
bestimmte zusétzliche Eigenschaften erfiillt.
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Definition 5.6.1 (Ahnlichkeit). Sei K ein Kérper.

(a) Seien V, W Vektorrdume iiber K und seien R: V — V und S : W — W lineare
Abbildungen. Die beiden Abbildungen R und S heiften &hnlich, falls es einen
Vektorraumisomorphismus J : W — V gibt derart, dass

RoJ=JoS

gilt. Etwas graphischer ausgedriickt bedeutet dies, dass das folgende Diagramm
kommutiert:?*

w2, w
J J

7L v

In diesem Fall sagt man auch, dass der Vektorraumisomorphismus J zwischen
R und S vermittelt.

(b) Seien n € N* und seien A, B € K™*". Wir sagen, dass A dhnlich zu B ist,
wenn es eine invertierbare Matrix T' € K™*™ gibt derart, dass

AT =TB
gilt.
Wir schreiben A ~ B um auszudriicken, dass A dhnlich zu B ist.

Dass wir Ahnlichkeit von Matrizen untersuchen wollen, ist einer der Griinde, wes-
halb wir im vorangehenden Abschnitt den Begriff der Aquivalenzrelation eingefiihrt
haben.

Proposition 5.6.2. Sei K ein Kérper und sei n € N*.
Dann ist die Relation ~ auf K"*™ eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Wir miissen die Eigenschaften einer Aquivalenzrelation nachpriifen:
o Reflexivitit: Sei A € K"*™. Die Einheitsmatrix I, ist invertierbar, und es gilt
Al, = I,A.
Also ist A ~ A.

o Symmetrie: Seien A, B € K™*" und sei A ~ B. Dann gibt es eine invertierbare
Matrix 7' € K™*" mit der Eigenschaft AT = T B. Daraus folgt BT ' = T~ ! A.
Weil T~! laut Proposition 4.2.11(d) ebenfalls invertierbar ist, folgt daraus, dass
B ~ A gilt.

24Man sagt, dass ein Diagramm aus Abbildungen kommutiert, wenn verschiedene Pfade im
Diagramm, die denselben Startpunkt und denselben Endpunkt haben, stets diesselbe Abbildung
beschreiben.
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e Transitivitat: Seien A, B,C € K"*", und sei A ~ B und B ~ C. Dann gibt es

invertierbare Matrizen T7,To € K"*" derart, dass
AT1 = TlB und BT2 == TQC

gilt. Wie definieren nun T := T1T5. Dies ist ebenfalls eine Matrix in K™*" und
laut Proposition (c) ist sie ebenfalls invertierbar. Auferdem gilt

AT = (AT))T» = (T1'B)T» = T1(BTz) = T1(T»C) = TC.
Also gilt A ~ C.

Lassen Sie uns kurz zwei einfache Beispiel besprechen.

Beispiele 5.6.3. (a) Die Matrizen
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0 3 00
A= [0 0] and B = [3 0]

in R2*2 gind ahnlich. Sei namlich

0 1
o]
Die Matrix T ist invertierbar, weil T'- T" = I gilt, und man kann direkt nach-
rechen, dass

3 0

AT = [0 0

| -1z

gilt.

Am vorangehenden Beispiel kann man gut erkennen, was Ahnlichkeit von Ma-
trizen mit der Vermittelung zwischen linearen Abbildungen zu tun hat:

Sei K=Rund V =W = R2. Zudem seien A, B und T diesselbe Matrizen wie
in Beispiel (a). Fiir jede Matrix M € R?*2? bezeichnen wir, wie in Propositi-
on 4.2.8(a), mit Ly : R? — R? die lineare Abbildung, die durch Ly/(x) = Mz
fiir alle € R? gegeben ist.

Dann folgt aus der Invertierbarkeit von T', dass Lt ein Vektorraumisomorphis-
mus zwischen R? und R? ist. Auferdem sind die beiden linearen Abbildungen
L4 und Lp #hnlich, denn Ly vermittelt zwischen ihnen; fiir alle € R? gilt
namlich

(La o Ly)(z) = La(Lr(x)) = ATz = TBz = Ly(Lp(z)) = (Lt o Lg)(z),

d.h. esist Ly o Ly = Ly o L. Anders ausgedriickt bedeutet das, dass das
Diagramm
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R2 r— Bz RQ

xHTxl la:»—)Tx

RZ T Az RQ
kommutiert.

Diagonalmatrizen

Es ist im Umgang mit Matrizen sehr hilfreich, wenn eine gegebene quadratische
Matrix A &hnlich zu einer anderen Matrix ist, welche besonders einfache Gestalt
hat. Deshalb wollen wir als néchstes eine Klasse von Matrizen mit solch einfacher
Gestalt im Detail besprechen.

Definition 5.6.4 (Diagonalmatrix). Sei K ein Korper und n € N*. Eine Matrix D €
K™*™ heiftt Diagonalmatrix, falls all ihre Eintrdge, die auerhalb der Diagonalen
stehen, gleich 0 sind — d.h., falls

fir alle j,k € {1,...,n} mit j # k gilt.
Hier sind ein paar einfache Beispiele:

Beispiele 5.6.5. (a) Sei K ein Kérper und n € N*. Dann sind die Nullmatrix
0 € K™*™ und die Einheitsmatrix I,, € K™*™ Diagonalmatrizen.

(b) Die Matrix

0 0 0
0 -2 0 |ec®s
0 0 1+2

ist eine Diagonalmatrix.
(c) Die Matrizen A, B und T aus Beispiel 5.6.3 sind keine Diagonalmatrizen.

Der Grund, weshalb Diagonalmatrizen besonders einfach zu handhaben sind,
besteht darin, dass fiir sie besonders einfache Rechenregeln gelten.

Proposition 5.6.6 (AMultiplikation mit Diagonalmatrizen). Sei K ein Korper und
n € N*. Seien D, D, D € K"*" Diagonalmatrizen.

(a) Auch DD ist eine Diagonalmatriz, und shre Eintrage auf der Diagonalen sind
gleich den Produkten der entsprechenden Diagonaleintrdge von D und D, d.h.
es gilt

(DD)yx = Dyx Dy,

fir alle k € {1,...,n}.
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(b) Sei m € N* und A € K™*" eine Matriz mit den Spalten aq,...,an, € K™.
Dann gilt

AD = [al an] D = [Dllal Dnnan] .

(c) Seip € N* und B € K"™P eine Matriz mit den Zeilen by, . ..,b, € KI*P. Dann
gilt
by Dy1by
DB=D|:|=]| :

Den Beweis kann man einfach durch Nachrechnen fiihren; wir verzichten deshalb
darauf, ihn hier explizit anzugeben. Besser fiir Thr Verstdndnis ist es aber vermut-
lich ohnehin, wenn Sie die Aussagen der Proposition anhand einiger Beispiele oder
konkreter Falle nachvollziehen. Die erste Aussage kann man zum Beispiel fiir 2 x 2-
Matrizen gut iiberpriifen: Es gilt

PD - [Dn 0 ] [Dn 0 ] _ |:D11D11 0
0 Do | 0 Do 0 D22 Doo

Als néchstes besprechen wir anhand eines Beispiels, wie man Diagonalmatrizen
geometrisch interpretieren kann:

Beispiel 5.6.7. Lassen Sie uns den Vektorraum R? iiber R betrachten, und sei
K={zcR?| 23423 =1} CR?

Die Menge K ist der sogenannte Einheitskreis in R? (d.h. die Kreislinie mit Radius
1, deren Mittelpunkt der Ursprung ist).

Seien nun «, 3 > 0 zwei reelle Zahlen, und sei D € R?*? die Diagonalmatrix mit
den Diagonaleintragen « und g, d.h.

D:[g g].

Lassen Sie uns besprechen, was passiert, wenn wir D mit einem Vektor x € R?

multiplizieren: Es gﬂt
! I: 1] |: 1:| ’
T2 /3.%2

d.h. D streckt die erste Komponente von & mit dem Faktor o und die zweite Kom-
ponente von x mit dem Vektor .

Wenn wir nun jeden Vektor z € K mit der Matrix D multiplizieren, dann erhalten
wir also eine Ellipse; ihre eine Halbachse liegt auf der x1-Achse und hat die Lange «,
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und ihre andere Halbachse liegt auf der xs-Achse und hat die Lange . In Formeln
ist diese Ellipse gleich der Menge

{Dz | z € R?, m%+$%:1}:{[a$1} | $%+$§:1}

Bxo
. 2 Y1y2 Y2\2 _
_{yER|(a)+(B) 1}.
zo9-Achse
x1-Achse

Abbildung 5.6.1: Der blaue Einheitskreis wird hier mit o = % und 5 = % entlang der
Koordinatenachsen gestreckt bzw. gestaucht.

Ahnliches kann man auch im R3 machen, indem man mit der Einheitssphére
startet und diese in drei Richtungen mit Faktoren «, 5,7 > 0 streckt. Die Flache,
die man so erhélt ist ein sogenannter Ellipsoid.

Wenn dabei a = g wihlt — d.h., wenn die Streckung in x;-Richtung gleich der
Streckung in xo-Richtung ist, und lediglich die Streckung in x3-Richtung, die durch
die Zahl ~ beschrieben wird, anders ist, dann erhélt man einen sogenannten Rotati-
onsellipsoiden; er heifst so, weil er symmetrisch beziiglich Rotation um die z3-Achse
ist.

Ubrigens lisst sich die Oberfliche der Erde recht gut durch einen Rotationsellip-
soiden annihern.?®

An obigem Beispiel kénnen Sie einerseits sehen, dass Diagonalmatrizen eine sehr
anschauliche Interpretation haben. Andererseits sehen Sie aber auch einen grofsen
Nachteil von Diagonalmatrizen: Sie konnen zum Beispiel nur solche Streckungen
beschreiben, die parallel zu den Koorindatenachsen verlaufen. Den Rotationsellipsoi-
den, der die Erden beschreibt, kann man zum Beispiel nur dann durch Multiplikation
mit einer Diagonalmatrix aus der Einheitssphére erhalten, wenn man das Koordina-
tensystem so legt, dass einer der Achsen (im Beispiel war diese konkret die z3-Achse)

ZDer Aquatordurchmesser ist ca. 43 Kilometer grofer als der Durchmesser zwischen den Polen.
In der Notation des Beispiels wére also, wenn man alle Langen in Kilometern angibt, a« = 8 =
v+ 21,5.
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die Rotationsachse der Erde ist (und wenn der Urpsrung zugleich der Mittelpunkt
der Erde ist).

Diaognalmatrizen werden deshalb niitzlicher — und interessanter —, wenn man
ihren Zusammenhang mit anderen Matrizen untersucht. Dies tun wir im Folgenden.

Diagonalisierbarkeit

Definition 5.6.8 (Diagonalisierbare Matrizen). Sei K ein Korper und sei n € K.
Eine Matrix A € K™*" heifst diagonalisierbar, wenn es eine Diagonalmatrix D €
K™*™ gibt derart, dass A und D &hnlich sind.

Lassen sich uns zunéchst zwei Beispiele besprechen:

Beispiele 5.6.9. (a) Die Matrix

— 11 2X2
A._[l 1]ER

ist diagonalisierbar. Seien nédmlich

_ 12 0 |1
D = [0 0] und T := [1 _1].

t,26

Dann kann man nachrechnen, dass T invertierbar is und dass

AT =TD

gilt. Also ist A tatséchlich diagonalisierbar.

Ubrigens werden Sie sich vielleicht wundern, wie man denn die passenden Kan-
didaten fiir Matrizen D und T finden kann. Dies ist auf den ersten Blick gar
nicht so einfach — wir werden aber im gegen Ende des Semesters ein Verfahren
besprechen, um geeignete Matrizen D und 7" zu finden.?”

(b) Betrachten wir nun die Matrix

— 0 1 2X2
A.[O O}ER .

Lassen Sie uns zeigen, dass die Matrix A nicht diaognalisierbar ist.

26Das kann man zum Beispiel mit Hilfe des GauRalgorithmus tun. Alternativ kann man auch
versuchen, die inverse Matrix zu ,raten” und nachzurechnen, dass es sich tatséichlich um die die
inverse Matrix handelt. Man erhilt jedenfalls, dass in diesem Beispiel 771 = %T gilt.

2TBeachten Sie iibrigens, dass die Matrizen D und T im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt
sind. Auch darauf werden wir noch zuriick kommen.
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Beweis. Wir nehmen widerspruchshalber an, A wire diaognalisierbar. Dann
gibt es eine Diagonalmatrix D € R?*2 und eine invertierbare Matrix T € R?*?
derart, dass AT = T D gilt; anders geschrieben bedeutet das, dass

TYAT =D

ist. Nun benutzen wir folgenden Trick: Es ist, wie man direkt nachrechnen kann
A? = 0,28 und somit erhilt man

2
Dy 02 = D? = (T 'AT) (T'AT) =T 'A*T = 0.
0 D3,
Dies zeigt, dass D13 = 0 und D9y = 0 gilt, und somit ist D = 0. Dann folgt
allerdings
A=TDT ' =0,
und dies ist ein Widerspruch. O

Auf den Trick im Beweis zu kommen ist nicht einfach, weil Sie die Theorie,
die dem Trick zugrunde liegt, noch nicht kennen.? Diese Theorie wird in der
Linearen Algebra 2 behandelt — es handelt sich um die sogenannte Jordan-
Normalform von Matrizen, die eng mit dem Konzept der sogenannten nil-
potenten Matrizen zusammenhéngt.

Als néchstes wollen wir an einem Beispiel diskutieren, wie die Formel AT = T'D,
die fiir diagonalisierbare Matrizen eine wichtige Rolle spielt, geometrisch interpretiert
werden kann. Dazu bendtigen wir zunéchst noch den folgenden Begriff:

Definition 5.6.10 (Drehmatrizen). Eine Matrix T € R?*2? heift Drehmatrix,
wenn es eine Zahl 6 € R gibt derart, dass

cos —sinf
= Lin 0 cosf }
gilt.30

Beachten Sie: Wenn T' € R?*? eine Drehmatrix ist, d.h. die Form

sinf cos@

cosf —sin 0}

2 Hierbei ist fiir n € N* einfach A™ := A- .- A definiert (mit n Faktoren). Ebenso definiert man
iibrigens A° als Einheitsmatrix.

29 Aber trotzdem kénnen Sie den Beweis mit Threm jetzigen Wissen natiirlichen nachvollziehen
und auf Richtigkeit iiberpriifen. Nur fallt der Trick halt ein wenig vom Himmel.

39Beachten Sie, dass dieses 6 nicht eindeutig bestimmt ist — wenn Sie zum Beispiel 27 zu 6
hinzuzéhlen, erhalten Sie dieselbe Matrix (weil ja die Funktionen cos und sin beide 27-periodisch
sind).
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hat fiir ein 8 € R, dann gilt

Te, = C?SG und Tey = —sinf ,
sin 0 cos 0

d.h. Sie sehen, dass T" anschaulich eine Drehung im R? um den Winkel § beschreibt.3!
Es ist wenig tiberraschend, dass man eine Drehmatrix invertieren kann, indem
man in die andere Richtung dreht:

Proposition 5.6.11. Sei 8 € R. Dann ist die Drehmatrixz

cosf —sind 9%9
[sinG cos 6 ] €R

wnvertierbar, und thre inverse Matrix ist gleich

[cos(—@) —sin(—@)} _ {0089 sme} |

sin(—6)  cos(—0) —sinf cos@

Beweis. Die behauptete Gleichheit am Ende der Proposition ist klar, weil sin(—6) =
—sin @ und cos(—0) = cos @ ist. Zudem gilt

cos) —sinf| | cosf sinf

sinf cosf | |—sinf cosé
[ (cos0)?+(sinf)?  cosfsin® —sinfcosd] [1 0
"~ |sinflcosf —cosfsinf  (sinf)? + (cosf)® | |0 1|°

Also ist

cosf —sin6
sinf  cos#f

rechtsinvertierbar und somit laut Theorem 4.3.7 auch invertierbar. Durch Multipli-

kation mit der inversen Matrix von links folgt, dass

cosf —sinf _1_ cosf sinf
sinf cosf " |—sinf cosf

ist. O

Obige Proposition zeigt insbesondere, dass man eine Drehmatrix invertieren kann,
indem man sie transponiert.

Mit Hilfe von Drehmatrizen kénnen wir nun das angekiindigte Beispiel bespre-
chen, in dem wir Ellipsen konstruieren, deren Halbachsen nicht parallel zu den Ko-
ordinatenachsen sind.

31Tm mathematisch positiven Sinne, d.h. gegen den Uhrzeigersinn.
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Beispiele 5.6.12. (a) Wir mochten gerne eine Streckung im R? beschreiben, wo-

bei die eine Streckung entlang der ersten Winkelhalbierenden mit Faktor «
erfolgen sollen, die die andere Streckung entlang der zweiten Winkelhalbieren-
den mit Faktor 5.

Dies kénnen wir erreichen, indem wir die folgenden drei Schritte hintereinander

ausfiihren:

e Zunichst drehen wir um den Winkel —7; dadurch wird die erste Winkel-
halbierende auf die x1-Achse gedreht, und die zweite Winkelhalbierende
wird auf die z2-Achse gedreht.

e Dann strecken wir mit Hilfe einer Diagonalmatrix mit dem Faktor « ind
Richtung der x1-Achse und mit dem Faktor 8 in Richtung der xo-Achse.

e Anschlieffend drehen wir wieder zurtick.

Sei also

a 0 cosT —sinZ 1 (1 -1
D = sowie T =|.4 4 = — .
[0 B] [8.1117r cos ] V2 [1 1 ]

4
Die Matrix T beschreibt die Drehung um 7 (also die Drehung, die wir im
letzten Schritt brauchen), und die Matrix

1
-l
beschreibt die Drehung um —7%.
Die gesamte Streckung, die wir durchfithren wollen, wird somit durch Multi-
plikation mit der Matrix
A=TDT!

beschrieben.

Nun wenden wir das soeben Besprochene an, um fiir zwei Zahlen «, 8 > 0 eine
Ellipse F in R? zu beschreiben, die um den Nullpunkt zentriert ist, und die die
folgenden Eigenschaften hat:

e Ein Halbachse liegt auf auf der ersten Winkelhalbierenden und hat die
Lange a.

e Die zweite Halbachse liegt auf der weiten Winkelhalbierenden und hat die
Lange 5.

Hierzu sei wieder K := {z € R? | 22 4+ 23 = 1} die Einheitskreislinie. Unsere
Ellipse F ist somit gleich der Menge

E=AK = {Az | 23 + 23 =1},

d.h. wir haben eine Beschreibung der Menge E mit Hilfe einer Formel gefunden.
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1 z9-Achse

x1-Achse

—2 1

Abbildung 5.6.2: Veranschaulichung der Drehung der blauen Ellipse um 7.

Bemerkung 5.6.13. Ubrigens kann man die Matrix A sowie die Ellipse E in obigem
Beispiel auch etwas expliziter darstellen: Man kann sofort ausrechnen, dass

B 11 =1 fa 0|1 1] 1la+p a—-p
A_TDT1_2L 1“0 5] [—1 1]_2[a—5 oz—l—ﬂ]

gilt, und somit ist
E=AK ={Az| 22 + 23 =1}

(3o pn ] sy =1 ),

Fiir viele Anwendungen — zum Beispiel, wenn Sie geometrische Berechungen auf ei-
nem Computer durchfithren wollen — niitzen Thnen diese expliziten Formeln aber
nicht wirklich etwas.3? Tatséchlich ist es oft viel einfacher und iibersichtlicher, ab-
strakt nur mit den entsprechenden Matrizen zu rechnen, und das konkrete Berechnen
der Eintrdge einfach dem Computer zu {iberlassen, sobald man explizite Zahlen ein-
setzt (denn wie man bereits in den Octave-Aufgaben auf den Hausaufgabenblattern
sehen konnte, ist es nicht schwierig einem Computer beizubringen, wie man zum
Beispiel Matrizen multipliziert).

5.7 Darstellung von linearen Abbildungen mittels
Matrizen

Eine Schwierigkeit beim Arbeiten mit linearen Abbildungen besteht darin, dass diese
oft abstrakte Objekte sind, mit denen zum Beispiel Computer nur schwer konkret

327umal Sie noch viel komplizierter werden, wenn man etwas kompliziertere geometrische Situa-
tionen betrachtet.
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rechnen konnen. Matrizen hingegen sind sehr konkrete Objekte, mit denen man sehr
explizit rechnen kann und fiir die es zahlreiche Verfahren gibt.

Nun wissen Sie fiir lineare Abbildungen von K™ nach K™ bereits, dass diese sich
mit Hilfe von Matrizen beschreiben lassen — dies haben wir in Proposition 4.2.8 be-
sprochen. In diesem Abschnitt besprechen wir, dass man auch lineare Abbildungen
zwischen zwei ganz allgemeinen endlich-dimensionalen Vektorrdumen mit Hilfe von
Matrizen darstellen kann. Dazu muss man sich allerdings sowohl im Definitionsbe-
reich als auch im Bildbereich eine Basis aussuchen.

Spezifikation von linearen Abbildungen mittels Basen

Als Motivation beginnen zuerst damit, dass man eine lineare Abbildung definieren
kann, indem man festlegt, wie sie auf einer Basis ihres Definitionsbereichs operiert:

Proposition 5.7.1. Seien V, W Vektorraume tiber einem Kéorper K. Es sei V' endlich-
dimensional mit n := dimV € N.

Wenn (vi,...,v,) eine Basis von V ist und wy,...,w, € W sind, dann gibt es
genau eine lineare Abbildung T : V — W mit der Eigenschaft

T(Uk> = W
fir alle k € {1,...,n}.

Beweis. FEzistenz: Wir verwenden die Abkiirzung B := (vy,...,v,). Wie bereits fri-
her in der Vorlesung notieren wir mit kg : V. — K" die Koordinatenabbildung
beziiglich der Basis B. Aufserdem sei S : K" — W gegeben durch

S(x) = ijwj fiir alle z € K".
j=1

Dann ist S linear, also ist auch die Abbildung T := Sokp : V — W linear. Fiir jedes
ke{l,...,n} gilt zudem rg(vg) = ex, und somit

T(vr) = S(kp(vr)) = S(ex) = wy.

Also erfiillt T die gewiinschte Eigenschaft

Eindeutigkeit: Seien nun T,T : V — W zwei lineare Abbildungen mit der ge-
wiinschten Eigenschaft. Wir miissen zeigen, dass T' = T gilt. Weil T und T densel-
ben Definitions- und Wertebereich haben, miissen wir lediglich T'(z) = T'(z) fiir alle
x € V beweisen. Sei also z € V.

Dann gibt es Skalare o, ..., o, € K mit der Eigenschaft x = 22:1 avg. Hieraus
folgt

T(z) =Y opT(vp) =Y opwe =Y apT(vg) =T(x).
k=1 P k=1

Dies zeigt, dass wie behauptet T=T gilt. O
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Darstellungsmatrizen

Das folgende Theorem zeigt, wie man eine lineare Abbildung mit Hilfe einer Matrix
beschreiben kann, wenn man je eine Basis des Defintionsbereichs und des Wertebe-
reichs fixiert hat.

Theorem 5.7.2. Seien V, W wvon Null verschiedene endlich-dimensionale Vektorrdu-
me tber einem Kdrper K mit Basen B = (v1,...,v,) von V und C = (wi,. .., wn)
von W (wobei n,m € N* sind). Sei T : V. — W linear. Dann gibt es genau eine
Matriz ¢Tg € K™*" derart, dass das folgende Diagramm kommutiert:

v T y W
K?é'n z— cIpx K\L:C

Fiir jedes k € {1,...,n} gilt: Die Eintrage der k-ten Spalte von ¢Tp sind diejenigen
Skalare aq, ..., am € K, fiir die

m
T(ox) =Y ojuw;
j=1

gilt.

Die Matrix ¢Tp aus dem Theorem nennt man die Darstellungsmatrix von T
beziiglich der Basen B und C.

Beweis von Theorem 5.7.2. Eine Matrix ¢Tg € K™*™ hat genau dann die gewiinsch-
te Eigenschaft, wenn

cTpx = (ke o Torg')(x)
fiir alle z € K™ gilt. Laut Proposition 4.2.8 gibt es eine solche Matrix. Die Eindeu-
tigkeit kann man sofort durch Anwendungen auf die kanonischen Einheitsvektoren
erkennen.

Wir miissen nun noch die behauptete Formel zeigen. Sei also k € {1,...,n} und
sei @ € K™ die k-te Spalte von ¢Tg. Dann gilt wegen ey, = kp(vi)

T(Uk) = (T o /-igl)(ek) = /ﬁgl( clp ek) = /QEI(O&) = Zajwj.
j=1

Dies zeigt die Behauptung. O

Lassen Sie uns das Theorem anhand zweier Beispiele etwas anschaulicher bespre-
chen:
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Beispiel 5.7.3. Lassen Sie uns den Untervektorraum V := span(cos,sin) des Vek-
torraums Abb(R; R) (iiber R) betrachten. Es ist B := (cos, sin) eine Basis von V' (die
lineare Unabhéngigkeit kann man leicht {iberpriifen, indem man in beide Funktionen
die Zahlen 0 und 7 einsetzt).

Sei T : V. — V gegeben durch T(f) = f’ fiir alle f € V, wobei f’ die Ab-
leitung von f bezeichnet (die Sie bereits aus der Schule kennen). Beachten Sie,
dass T tatsédchlich nach V' abbildet, denn: Jedes f € V ldsst sich schreiben als
f = a1 cos +ag sin fiir zwei reelle Zahlen aq, as, und somit gilt

T(f) = —ajsin+agcos € V.
Lassen Sie uns nun die Darstellungsmatrix g7 bestimmen:

e Es gilt T'(cos) = cos’ = —sin = 0-cos+(—1) - sin. Also besteht die erste Spalte
der Darstellungsmatrix aus den Zahlen 0 und —1.

e Es gilt T'(sin) = sin’ = cos = 1 - cos 40 - sin. Also besteht die zweite Spalte der
Darstellungsmatrix aus den Zahlen 1 und 0.

Insgesamt gilt also

0 1
815 = [—1 o]‘

Beispiel 5.7.4. Sei V ein von Null verschiedener endlich-dimensionaler Vektorraum
iber einem Korper K, und seien B = (vy,...,v,) und B = (01,...,7,) zwei Basen
von V (mit einem n € N*). Dann ist33

sGdv)s=[01 -0 T for oo o).

Beweis. Sei k € {1,...,n} und bezeichne ¢, € K" die k-te Spalte von z(idy)g.
Dann gilt

n
vp = idy (vp) = Y (cr);B = [01 ... Bn) cx,
j=1
und somit
- L -1
a = [0y Uy vk
Dies zeigt die Behauptung. O

33Warum ist die inverse Matrix in dieser Formel iiberhaupt definiert?
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5. DARSTELLUNG VON VEKTOREN UND LINEAREN ABBILDUNGEN

Hintereinanderausfiithrung und Basiswechsel

Die Hintereinanderausfithrung von linearen Abbildungen korrespondiert zur Matrix-
multiplikation der zugehorigen Darstellungsmatrizen, sofern die Basen so gewéhlt
wurden, dass sie ,,in der Mitte" zueinander passen:

Theorem 5.7.5. Seien U,V,W endlich-dimensionale und von Null verschiedene
Vektorrdume tber einem Korper K mit Dimensionen p,n,m € N*. Seien A =
(ut,...,up), B=(v1,...,0,) und C = (wy, ..., wy,) Basen von U, V und W. Wenn
S:U—=VundT:V — W lineare Abbildungen sind, dann gilt

c(ToS) = cTpBSa.

Beweis. Weil das Diagramm

U &l >y V L > W
KAl nsl ncl
KP T BSAT . K” rz— cIpx K™

kommutiert, kommutiert auch das folgende Diagram:

T
U oS s W
KA ke

KP y K™

T CTB BSA:E

Wegen der Eindeutigkeit von ¢(7 0 S) 4 (Theorem 5.7.2) folgt daraus, dass

c(ToS)y= cTs 5S4
ist. ]

Mit Hilfe der Formel aus dem vorangehenden Theorem kann man auch angeben,
wie man bei einer Darstellungsmatrix die Basis austauschen kann:

Korollar 5.7.6. Seien V,W endlich-dimensionale und von Null verschiedene Vek-
torrdume tber einem Kdrper K mit Dimensionen n,m € N*. Seien B = (vi,...,vy)
und B = (0y,...,,) Basen von V, sowie C = (w1,...,wy) und C = (1, ..., 0y)
Basen von W. Sei T : V. — W linear. Dann gilt

:[11)1 u?m]fl[wl wm] cTr [vl vn]fl[vl Un]

Beweis. Die erste Gleichheit folgt aus Theorem 5.7.5, und die zweite Gleichheit aus
Beispiel 5.7.4. O
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5.8 Erganzungen

Beweis von Theorem 5.2.15

Den Beweis von Theorem 5.2.15 hatten wir in der Vorlesung nicht behandelt. Wenn
Sie mochten, konnen Sie ihn stattdessen hier nachlesen:

Beweis von Theorem 5.2.15. Dass Uy + Us tatséchlich ein Untervektorraum von V
ist, haben Sie auf Hausaufgabenblatt 7 in Aufgabe 3(f) bewiesen.
Um die Dimensionsformel zu beweisen verwenden wir die Abkiirzungen

S = dim(U1 + UQ) d:= dim(U1 N Ug)
dy = dim Uy do = dim Us.

Es gilt sei (ui,...,us) eine Basis von U; N Us. Wir kénnen diese nun einerseits zu
einer Basis

(Upy ey Usy U1y e vy Upn)
von U; mit m = d; — s € N ergénzen, und andererseits zu einer Basis
(Upy ooy Ugy W,y ey Why)
mit n = ds — s € N. Der Aufspann des Tupels
(Upy ooy Ugy Uy e ey Uy Wy e ey W)

ist gleich Uy + Us. Wenn wir also zeigen kénnen, dass dieses Tupel linear unabhéngig
ist, dann ist es eine Basis von U; 4+ Uz und somit sind wir fertig, weil dann

dim(U; + Us) +dim(Uy NUz) =s+m+n+s=(m+s)+ (n+s)=d + do

gilt.
Um die gewiinschte lineare Unabhéngigkeit zu zeigen, seien aq,...,as sowie
B1, .-y Bm und 71, . ..,v, Skalare in K, fiir welche

S m n
Zakvk + Zﬁkvk + Z%wk =0
k=1 k=1 k=1

gilt. Der Vektor > "}_, vrwy liegt in Us. Wenn wir ihn in obiger Gleichung isolieren,
sehen wir, dass er auch in U; — und somi in Uy N Us liegt. Somit gibt es Skalare
ai,...,as € K derart, dass

n S
Z ViWk = Z Qg
k=1 k=1
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5. DARSTELLUNG VON VEKTOREN UND LINEAREN ABBILDUNGEN

gilt. Wegen der linearen Unabhéngigkeit von (ug,...,us,w1,...,wy,) folgt hieraus,
dass alle aj und alle v gleich 0 sind. Damit ist also

S m
> agvp+ Y Brok =0,
k=1 k=1

und wegen der linearen Unabhéngigkeit von (uj,...,us,v1,...,vy) folgt hieraus,
dass auch alle Skalare aj und B gleich 0 sind. Dies zeigt die behauptete lineare
Unabhéingigkeit von

(Ulyeoy Usy Uy e vy Uy Wy e e ey W),

womit der Beweis vollsténdig ist. O

Literaturhinweise

Wir haben zahlreiche Resultate in endlich-dimensionalen Vektorrdumen mit Hilfe
von Koordinatenabbildungen bewiesen — hier haben wir uns zunutze gemacht, dass
man in K" viele Konzepte der Linearen Algebra mithilfe von Matrizen ausdriicken
kann, und dass jede Matrix eine (reduzierte) Zeilenstufenform besitzt.

Mit Hilfe dieses Ansatzes haben wir uns einige technische Resultate gespart, die
man auch direkt in abstrakten Vektorrdumen zeigen kénnte. Dazu gehort insbeson-
dere der sogenannte Austauschsatz von Steinitz, der manchmal niitzlich ist. Sie
konnen ihn zum Beispiel in [Beul4, Abschnitt 3.3.2] nachlesen.

146



Kapitel 6

Theorie linearer Gleichungen

Einstiegsfragen. (a) Kennen Sie eine lineare Abbildung von R* nach R*, die
injektiv, aber nicht surjektiv ist? Und eine, die surjektiv, aber nicht injektiv
ist?

(b) Sie wissen bereits, dass die Ursprungsebenen im R? genau die zwei-dimensionalen
Untervektorriume des R? sind. Finden Sie eine Moglichkeit, um auch diejeni-
gen Ebenen zu beschreiben, die nicht durch den Ursprung verlaufen?

(c) Wie sieht die Menge aller Losungen eines linearen Gleichungssystem aus?

(d) Was verstehen Sie unter den Begriffen , Existenz* und , Eindeutigkeit” der Lo-
sung(en) einer linearen Gleichung?

(e) Kénnen Sie jede Ebene im R? als Losung eines linearen Gleichungssystems

schreiben?

6.1 Kern und Bild

In diesem Abschnitt geht es um zwei Mengen, die zu einer linearen Abbildung geho-
ren: den sogenannten Kern und das Bild. Bevor wir diese beiden Objekte definieren,
besprechen wir zuerst zwei allgemeinere Begriffe, die man fiir beliebige Abbildungen
definieren kann und die somit nicht direkt mit linearer Algebra zu tun haben.

Vorbemerkungen: Bild und Urbild
Definition 6.1.1 (Bild und Urbild). Seien X,Y Mengen und sei f : X — Y.

(a) Fiir eine Menge A C X nennt man
FA) = {(f(@)| ac A} ={ye¥ | JacA: y=fa)}

das Bild von A unter f.
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6. THEORIE LINEARER GLEICHUNGEN

Das Bild von X unter f — also die Menge f(X) — bezeichnet man manchmal
auch einfach als das Bild von f.

(b) Fiir eine Menge B C Y nennt man
fH(B)={zeX| f(z) € B}
das Urbild von B unter f.

Beispiele 6.1.2. (a) Sei X = {1,2,3,4} und Y = {3,4,5,6}. Wir definieren f :
X — Y durch die Tabelle

1 2 3 4
f(zx) ‘ 6 3 6 4.
Dann gilt zum Beispiel

fO)y =0, f{1hH=«rhH, f({1,2}) =136},
f({17273}) = {3a6}7 f({1a27374}) = {37476}'

Zudem gilt zum Beispiel

FHO)y =0, FFUBH =0, f1({8h)=1{2}
FHey) = {13}, f'({5,6}) ={1,3}.

(b) Sei g : R — R gegeben durch g(z) = 22 fiir alle z € R. Dann gilt zum Beispiel
g(R) =1[0,00), ¢([-1,1]) = g([0,1]) = [0,1], ¢([2,3]) = [4,9],
971((074]) = [_27 0) U (07 2]7 gil({g}) = {_37 3}7 971([_17 0]) = {O}

Aus der Definition der Begriffe Bild und Urbild folgt sofort die folgende Propo-
sition:

Proposition 6.1.3. Seien X,Y Mengen und sei f: X =Y

(a) Die Abbildung f ist genau dann injektiv, wenn fir jedes y € Y das Urbild
f~t({y}) hochstens ein Element hat.

(b) Die Abbildung f ist surjektiv genau dann, wenn thr Bild f(X) gleich Y ist,

genau dann, wenn fiir jedesy € Y das Urbild f~'({y}) mindestens ein Element
hat.
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6.1. Kern und Bild

Bemerkung 6.1.4. Sei f : X — Y eine Abbildung von einer Menge X in eine
Menge Y.
Beachten Sie unbedingt, dass das Urbild f~!(B) einer Menge B C Y auch dann
definiert ist, wenn f nicht bijektiv ist (und f somit keine Umkehrfunktion besitzt).
Zur Unterscheidung der Notationen fiir Urbild und Umkehrfunktion muss man
den Kontext verwenden:

e Wenn y € Y ist, ist mit f~!(y) die Umkehrfunktion f, ausgewertet an der
Stelle y, gemeint. Diese Notation ergibt somit nur Sinn, wenn f bijektiv ist.

e Wenn aber B C Y ist, ist mit f~!(B) das Urbild von B unter f gemeint. Diese
Notation ergibt immer Sinn, egal ob f bijektiv ist.

Sie sollten sich nun die folgenden beiden Fragen stellen um zu iiberpriifen, ob Sie
das richtig verstanden haben:

e Wenn y € Y ist — was ist dann mit f~!({y}) gemeint?

e Sei B C Y und sei aukerdem f bijektiv ist. Oben haben wir gesagt, dass mit
f~1(B) tatsichlich das Urbild von B unter f gemeint ist. Aberda f~!: Y — X
ja auch die Umkehrfunktion von f bezeichnet, kénnte mit der Notation f~!(B)
ja auch das Bild von B unter der Funktion f~! gemeint sein — woher weiff man
nun, welches von beiden wirklich gemeint ist?

Der Kern einer linearen Abbildung

Nun kommen wir zu linearen Abbildungen.

Definition 6.1.5 (Kern). Seien V, W Vektorrdume iiber einem Kérper K und sei
T :V — W linear. Die Menge

kerT:={veV| T(v) =0}
heift der Kern von 7.
Anders gesprochen ist der Kern von T also gleich der Menge T~1({0}) (also gleich
dem Urbild der Menge {0} unter 7). Hier sind einige sehr niitzliche Eigenschaften

des Kerns einer linearen Abbildung:

Proposition 6.1.6. Seien V, W Vektorraume tiber einem Kérper K und seiT :'V —
W linear.

(a) Es ist kerT ein Untervektorraum von V.
(b) Die Abbildung T ist genau dann injektiv, wenn ker T' = {0} gilt.
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6. THEORIE LINEARER GLEICHUNGEN

Beweis. (a) Wegen T'(0) =0 gilt 0 € ker T'.
Seien nun vy, v € ker T'. Dann gilt T'(v1) = 0 und T'(v2) = 0 und somit

T(vl + Uz) = T(vl) + T(vg) =04+0=0.

Also ist auch v1 + vy € ker T
Zuletzt sei v € ker T und « € K. Dann gilt T'(v) = 0 und somit

T(aw) =aT(v) =a-0=0.

Also ist auch av € U.
(a) ,,=“ Sei T injektiv. Um ker T' = {0} zu beweisen, miissen wir zwei Inklusionen
zeigen:

o D Es gilt 0 € ker T" wegen Aussage (a). Also ist ker 7" O {0}.

e ,C“Sei v € kerT. Dann gilt T'(v) = 0 = T(0). Wegen der Injektivitdt von T
folgt daraus v = 0, also v € {0}.

»<=" Gelte nun kerT' = {0}. Seien vy,v2 € V mit T'(v1) = T'(v2). Wir miissen
V1] = Vg zZeigen.
Wegen der Linearitat von T gilt

0="T(vy) — T(v1) =T (v1 — v2),
also v; — vg € ker T'. Wegen ker T' = {0} folgt daraus v; —ve =0, also vy =ve. [
Beispiele 6.1.7. (a) Betrachten Sie die Abbildungen T : C* — C, die durch
T(z)=[i 2]z =iz, + 2

fiir alle 2 € C? gegeben ist.

Fiir einen Vektor x € C? gilt z € ker T genau dann, wenn 7'(x) = 0 ist; letztere
Aussage ist dquivalent zu ix1 + 222 = 0, und dies wiederum ist dquivalent zu
T1 = 2ix9. Also ist

kerT = {z € C? | xI:QixQ}:{[Qﬂ | ’YEC}-

WEeil es in ker T' Elemente gibt, die nicht der Nullvektor sind, ist 7" nicht injek-
tiv.

(b) Sei K ein Korper, m,n € N* und A € K™*". Wir betrachten die lineare
Abbildungen L4 : K" — K™, die jedes x € K" auf Ax schickt. Dann ist

kerLy={x € K" | La(z) =0} ={z € K"| Az = 0}.

Diese Menge wird haufig auch einfach als der Kern der Matrix A bezeichnet
und mit ker A notiert.
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6.1. Kern und Bild

Wenn m = n ist und die Matrix A auflerdem invertierbar ist, dann ist fiir
x € K" die Gleichung Az = 0 #quivalent zu x = A~'0, also zu & = 0. Somit
ist ker L4 in diesem Fall gleich 0, d.h., Ly ist in diesem Fall injektiv.!

(c) Lassen Sie uns (nur fiir dieses Beispiel) mit D C Abb(R;R) die Menge aller
Funktionen von R nach R bezeichnen, deren Ableitung an jedem Punkt exis-
tiert.? Man kann zeigen, dass D ein Untervektorraum von Abb(R;R) ist.? Sei
nun

T :D — Abb(R; R),
ff

diejenige Abbildung, die jeder Funktion f € D ihre Ableitung zuordnet. Wie
Sie aus der Schule wissen,* gilt (f 4+ g)’ = f’ + ¢ fiir alle Funktionen f, g,
deren Ableitung existiert; ebenso gilt (af)’ = af’ fiir alle Funktionen f, deren
Ableitung existiert, und fiir alle & € R. Somit ist T linear.

Eine Funktion f € D liegt genau dann in ker 7', wenn f’ = 0 gilt, d.h. wenn
die Ableitung f’ von f die konstante Nullfunktion ist. Dies bedeutet, dass f
iiberall die Steigung 0 besitzt, also eine konstante Funktion ist.> Somit gilt

kerT ={f:R—R| f ist konstant}.
Weil es Elemente von ker T' gibt, die nicht 0 sind, ist 7" also nicht injektiv.
(d) Betrachten Sie die Abbildung
T : Abb(R;R) — R?,
f (—1)}
— .
e

Die Abbildung T ist linear,® und eine Funktion f € Abb(R;R) liegt genau
dann in ker 7', wenn f(—1) =0 und f(1) = 0 gilt. Das heifit, es ist

ker T = {f € Abb(R;R) | f(—1) = f(1) = 0}.

Weil zum Beispiel die Funktion g : R — R, x + 22 — 1, in ker T liegt, aber
nicht 0 ist, ist die Abbildung 7" also nicht injektiv.

1Ubrigens ist es sehr leicht zu sehen, dass in diesem Fall L4 auch surjektiv ist. Kénnen Sie das
ebenfalls beweisen?

2Aus der Schule wissen Sie bereits, was man unter der Ableitung einer Funktion bezeichnet. An
dieser Stelle sei daran erinnert, dass nicht jede Funktion eine Ableitung besitzt — d.h. betrachten
wir hier nur die Menge D von Funktionen, die man tatséchlich (auf ganz R) ableiten kann.

3Das folgt aus grundlegenden Eigenschaften der Ableitung, die Sie in der Analysis 1 lernen
werden.

40der wissen sollten.

®Dieser Satz beschreibt natiirlich nur eine geometrische Intuition. In der Analysis 1 werden Sie
einen exakten Beweis fiir diese Aussage kennenlernen.

YEs sollte mittlerweile ein Leichtes fiir Sie sein zu zeigen, dass T tats#chlich linear ist. Probieren
Sie es am besten gleich aus! Falls Sie dabei Schwierigkeiten haben, kénnen Sie zum Beispiel in eine
der Sprechstunden kommen.
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6. THEORIE LINEARER GLEICHUNGEN

Bild und Rang einer linearen Abbildung

Nach dem Kern besprechen wir nun das Bild einer linearen Abbildung. Hierfiir fithren
wir keine eigenen Notation ein.”

Genau wie der Kern ist auch das Bild einer linearen Abbilungen immer ein Un-
tervektorraum.

Proposition 6.1.8. Seien V, W Vektorrdume iber einem Korper K und seiT : V —
W linear. Dann ist das Bild T'(V') ein Untervektorraum von W.

Beweis. Wegen 0 =T'(0) € T(V) ist der Nullvektor in T'(V') enthalten.
Seien nun wy, we € T(V'). Dann gibt es v1, v € V mit der Eigenschaft T'(vi) = wy
und T'(v2) = wa. Somit folgt

wy +wp = T(v1) +T(v2) = T(v1 +v2) € T(V),

also ist auch wy + wo im Bild von T enthalten.
Zuletzt sei w € T'(V) sowie o € K. Dann gibt es ein v € V mit T'(v) = w, und
somit gilt

aw = aT(v) =T (av) € T(V);
also ist auch aw im Bild von T" enthalten. O
Die folgende Terminologie ist haufig praktisch:

Definition 6.1.9 (Rang einer linearen Abbildung). Seien V, W Vektorrdume iiber
einem Korper K und sei 7' : V' — W linear. Falls T'(V') endlich-dimensional ist, dann
sagt man 7T besitzt endlichen Rang und nennt die Zahl

rang(T) == dim T'(V)
den Rang von T
Lassen Sie Bild und Rang in einem Beispiel besprechen:
Beispiel 6.1.10. Betrachten wir wieder die lineare Abbildung

T : Abb(R;R) — R?,

=[]

Weil das Bild von T ein Untervektorraum von R? ist, besitzt es endliche Dimension.
Also besitzt T" endlichen Rang.

"Manche Leuten bezeichnen das Bild einer linearen Abbildung T aber zum Beispiel mit dem
Symbol bild(T"), oder mit rg(7T") (fiir Englisch ,,range®), oder mit im(7T) (fiir Englisch ,image®.
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Lassen Sie uns das Bild von T bestimmen: Betrachten wir dazu die Funktionen
f,9 : R —= R, die durch

fle)=a2—1 und glx)=z+1

fiir alle x € R gegeben sind. Dann gilt

also ist (T'(f),T(g)) ein linear unhéngiges Tupel, das aus zwei Elementen des Bildes
von T besteht. Damit hat das Bild von T mindestens Dimension 2; es hat aber
auch hochstens Dimensions 2, weil es ein Untervektorraum von R? ist. Daraus folgt
T(Abb(R;R)) = R?, also ist 7' surjektiv und hat Rang 2.

Generell besteht der folgenden Zusammenhang zwischen dem Rang und der Sur-
jektivitét einer linearen Abbildung.

Proposition 6.1.11. Seien V,W Vektorrdume iber einem Kérper K und sei T :
V — W linear. Auflerdem sei W endlich-dimensional.

Dann ist das Bild T(V') ebenfalls endlich dimensional, und T ist genau dann
surjektiv, wenn der Rang von T gleich dim W ist.

Beweis. Als Untervektorraum des endlich-dimensionalen Vektorraums W ist T'(V)
selbst endlich-dimensional. Auferdem ist 7' genau dann surjektiv, wenn T'(V) = W
gilt, und letzteres ist laut Proposition 5.2.13(b) dquivalent dazu, dass dim T (V') =
dim W gilt. O

Der Rangsatz

Die Dimension des Definitionsbereichs einer linearen Abbildung ldsst sich schreiben
als die Summe der Dimension des Kerns und des Bildes; dies ist der Inhalt des
folgendes Theorems:

Theorem 6.1.12 (Rangsatz). Seien V,W Vektorrdume iiber einem Kérper K und
ses T : V. — W linear. Auflerdem sei V' endlich-dimensional. Dann ist auch T'(V')
endlich-dimensional’ und es gilt

dimV = dimker 7'+ dim T'(V).

Beweis. Weil ker T ein Untervektorraum des endlich-dimensionalen Vektorraums V'
ist, ist ker T" selbst endlich-dimensional. Sei (v1,...,v) eine Basis von ker T', mit
k = dimkerT € N. Laut Basisergénzungssatz (Theorem 5.2.11) kénnen wir diese zu
einer Basis (vi,..., Uk, u1,...,up) von V ergénzen, wobei £ € N ist.

8 Anders ausgedriickt: T' besitzt endlichen Rang.
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Mit diesen Bezeichnungen gilt also dimV = k + £ und dimkerT" = k. Lassen
Sie und nun zeigen, dass C := (T'(uq),...,T(ug)) eine Basis von T'(V) ist; dies zeigt
dim7'(V)) = ¢ und somit die Behauptung.

Wir zeigen zuerst, dass C ein Erzeugendensystem von T'(V) ist, d.h., dass spanC =
T(V) gilt

e C“ Sei w € span(; dann gibt es Skalare f1,..., 8, € K mit der Eigenschaft

w—zﬂy (u) (Z/BJUJ)GT (V).

e O“Sei w € T(V). Dann gibt es ein v € V mit w = T'(v). Weil das Tupel
(v1,...,V, u1,...,up) eine Basis von V ist, gibt es Skalare ayq, ..., ar € K und
B1, ..., 00 € K mit der Eigenschaft

k 4
v = Zajvj + Zﬂjuj.
=1 =1

Indem wir auf diese Gleichung 7" anwenden, erhalten wir

L
T(v) = ZﬁjT(uj) € span(;

J=1

hierbei haben wir verwendet, dass T linear ist und dass T'(v;) = 0 fiir alle
jed{l,... k} gilt.

Nun zeigen wir noch, dasss C linear unabhéngig ist. Seien hierzu f5i,..., 8, € K
mit der Eigenschaft 2521 B;T(uj) = 0. Dann folgt

1
T( Z ﬁjuj> = O,
7j=1

also ist Zle Bju; € kerT'. Weil (vq,...,vy) eine Basis von ker T ist, gibt es somit
Koeffizienten aq, ..., ar € K mit der Eigenschaft

l k
> Bjug = aju;,
7=1 7=1

und dies wiederum impliziert

k ¢
Z —av; + Z 5juj =0.
=1 =1
Weil (vq,...,vg,u1,...,ur) linear unabhéngig ist, folgt daraus, dass die Skalare
i, ...,ap und By, ..., B alle gleich 0 sind.
Insbesondere sind alle die Skalare 31, ..., B¢ gleich 0, was die behauptete lineare
Unabhéngigkeit von C zeigt. O
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Ein wichtige Konsequenz das Rangsatzes ist die folgende:

Korollar 6.1.13. Seien V, W Vektorrdume tiber einem Kérper K und seiT : V — W
linear. Wenn V und W endlich-dimensional sind und dimV = dim W gilt, dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Die Abbildung T ist bijektiv.
(ii) Die Abbildung T ist injektiv.
(iii) Die Abbildung T ist surjektiv.

Beweis. Es geniigt offenbar, die Aquivalenz ,(ii) < (iii)*“ zu beweisen.
,»(il) = (iii)* Sei T injektiv. Dann ist dimker T = 0, und somit folgt aus dem
Rangsatz, dass

dimV =dim7T(V)

gilt. Wegen dim V' = dim W ist also dim W = dim 7'(V'), und dies impliziert, dass T
surjektiv ist (Proposition 6.1.11).

,»(iil) = (i) Sei nun 7" surjektiv. Dann gilt dim7'(V) = dim W = dim V, und
somit folgt aus dem Rangsatz, dass dimker T = 0 ist. Also ist kerT' = {0}, und T
ist somit injektiv. O

Lassen Sie uns kurz anhand zweier Beispiele diskutieren, dass die Aussage des
vorangehenden Korollars im Allgemeinen nicht mehr stimmt, wenn man die Annahme
dimV = dim W weglasst:

Beispiele 6.1.14. (a) Betrachten Sie die Matrix

1 00
_ (010 ax3
A= 00 1| € R**<.
0 00
Dann ist die lineare Abbildung
La: R? — R,
I
Tl T
= |z9| = Az = 2
x 3
3 0

injektiv (denn offensichtlich hat sie Kern {0}), aber nicht surjektiv (denn der
Vektor e4 € R* liegt nicht im Bild von L 4).
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(b) Betrachten Sie die Matrix
10
B=10 1
00

Dann ist die lineare Abbildung

Lp: R* = R3,

T

x1
X

r=|"?|+— Bx = To
x3

X3
T4

surjektiv,? aber nicht injektiv (denn zum Beispiel liegt der Vektor e4 € R* in
ihrem Kern).

Bild und Rang einer Matrix

In Beispiel 6.1.7(b) hatten wir kurz angesprochen, dass man den Begriff Kern nicht
nur fiir linearen Abbildungen, sondern auch fiir Matrizen definieren kann. Dasselbe
gilt auch fiir die Begriffe Bild und Rang; dies besprechen wir im folgenden kurz:

Diskussion 6.1.15 (Bild und Rang einer Matrix). Sei K ein Korper, seien m,n € N*
und sei A € K"™*", Lassen Sie uns wieder die lineare Abbildung

Ly :K"— K™,
T — Ax

betrachten. Den Rang von L4 bezeichnet man héufig auch einfach als den Rang der
Matrix A, abgekiirzt als rang(A). Ebenso bezeichnet man das Bild von L4 héufig
als das Bild der Matrix A. Hierzu sind ein paar Erlduterungen notwendig:

(a) Wenn wir mit aq, ..., a, € K™ die Spalten von A bezeichnen, dann ist das Bild
von A also die Menge

{La(z)| e K"} ={Az | z e K"}
n
= {ijaj | z1,...,2, € K} =span(ay,...,an).
k=1

Deshalb wird das Bild von A manchmal auch als Spaltenraum von A be-
zeichnet.

(b) Eine Basis des Bildes von A zu bestimmen bedeutet also nichts weiter als
eine Basis von span(ay,...,a,) zu bestimmen. Wie das geht, haben wir in
Abschnitt 5.3 besprochen.

9Warum?
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(c) Der Rang von A ist somit gleich der Dimension von span(ay,...,a,) — und
diese ist gleich der maximalen Lénge aller linear unabhéngigen Tupel, die man
aus den Spalten von A auswihlen kann.'® Manchmal nennt man den Rang von
A deshalb auch den Spaltenrang von A.

(d) Zur Berechnung des Rangs von A ist Theorem 5.3.1 sehr hilfreich: Wenn Z €
K™*™ eine Zeilenstufenform von A ist, dann folgt aus dem Theorem, dass der
Rang von A gleich der Anzahl der Spalten in Z mit Stufentiefe 1 ist. Dies ist
aber offensichtlich gleich der Anzahl der von Null verschiedenen Zeilen von Z.

Also muss mann nur eine Zeilenstufenform Z von A berechnen und zéhlen,
wieviele Zeilen von Z ungleich 0 sind, und hat damit den Rang von A berechnet.

(e) Indem wir auf die Abbildung L4 den Rangsatz anwenden, erhalten wir zudem
die Formel

n = dimker A + rang(A)
fiir den Rang von A und die Dimension des Kerns von A.

Beispiel 6.1.16. Lassen Sie uns die Matrix

1 1 2
A=12 -1 1| e R?*3
1 2 3

betrachten, die bereits in Beispiel 5.3.3(a) vorkam. Wie in diesem Beispiel bereits
angegeben, ist eine Zeilenstufenform von A gleich der Matrix

1 1 2
0 -3 -3
0 0 O

Diese hat zwei Zeilen, die nicht Null sind (oder anders formuliert: zwei Spalten mit
Stufentiefe 1), und somit ist rang(A) = 2.

Wegen 3 = dim ker A +rang(A) folgt daraus, dass der Kern von A die Dimension
1 hat.

Man kann tibrigens — analog zum Rang einer Matrix, der sich mit Hilfe der Spal-
ten beschreiben ldsst — auch den sogenannten Zeilenrang einer Matrix definieren.
Aus Theorem 5.3.1 kann man leicht folgern, dass der Zeilenrang immer gleich dem
Spaltenrang ist.

10Djes folgt aus den Resultaten in den Abschnitten 5.1 und 5.2.
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6.2 Losungsstruktur linearer Gleichungssysteme

Affine Unterraume

Sie wissen bereits, was ein Untervektorraum eines Vektorraums ist, und dass zum
Beispiel im R? die Untervektorrdume der Dimension 1 und 2 genau die Ursprungsge-
raden und die Ursprungsebenen sind. Im folgenden fiihren wir ein etwas allgemeineres
Konzept ein. Wir benétigen hierfiir die folgenden Notation: Wenn V' ein Vektorraum
iiber einem Korper K ist und M C V sowie a € V ist, dann definiert man die
Teilmenge

M+a={v+al| ve M}
von V.

Definition 6.2.1 (Affiner Unterraum). Sei V' ein Vektorraum tiber einem Korper
K. Eine Teilmenge L C V heifit ein affiner Unterraum von V, falls es ein a € V
und einen Untervektorraum U C V mit der Eigenschaft L = U 4 a gibt.!!

Anders ausgedriickt bedeutet das also, dass die affinen Unterrdume eines Vektor-
raums genau diejenigen Teilmengen sind, die entstehen, wenn man einen Untervek-
torraum nimmt und um einen festen Vektor a verschiebt.

Lassen Sie uns nun kurz besprechen, wie affine Unterrdume im R? und im R3
geometrisch aussehen:

Beispiele 6.2.2. (a) Sei L = U + a ein affiner Unterraum von R?, wobei a ein
Punkt in R? ist und U C R? ein Untervektorraum. Lassen Sie uns diskutieren,
wie L aussieht, je nachdem, welche Dimension U hat:

(0) dimU = 0: In diesem Fall ist U = {0} und somit ist L =U +a = {u+a|
u € {0}} = {a} die Menge, die nur dem Punkt a besteht.

(1) dimU = 1: In diesem Fall ist U eine Ursprungsgerade und L = U + a
somit eine Gerade, die durch den Punkt a verlduft.

(2) dimU = 2: In diesem Fall ist U = R? und somit L = R? + a = R?, d.h.,
L ist gleich der kompletten Ebene R2.

(b) Sei L = U + a ein affiner Unterraum von R?®, wobe a ein Punkt in R3 ist
und U C R? ein Untervektorraum. Wir diskutieren erneut, wie L geometrisch
aussieht, je nachdem, welche Dimension U besitzt:

(0) dimU = 0: In dem Fall ist wieder U = {0} und somit ist L = U +a =
{u+al| ue{0}} ={a} die Menge, die einzig dem Punkt a besteht.

(1) dimU = 1: In diesem Fall ist U eine Ursprungsgerade, also ist L = U +a
somit eine Gerade, die durch den Punkt a verlduft.

"1Wenn dem so ist, dann gilt iibrigens automatisch a € L. Warum?
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(2) dimU = 2: In dem Fall ist U eine Ursprungsebene, und folglich ist L =
U + a eine Ebene, die durch den Punkt a verlduft.

(3) dimU = 3: In diesem Fall ist U = R3, alsoist L = R® +a =R3, d.h., L
ist der ganze Raum R3.

Das folgende Resultat zeigt, dass in der Darstellung L. = U + a eines affinen
Untervektorraumes der Punkt a als ein beliebiger Punkt in A gewahlt werden kann,
wahrend U ein eindeutiger bestimmter Untervektorraum ist.

Proposition 6.2.3. Sei V' ein Vektorraum iber einem Korper K und sei L = U+a C
V' ein affiner Unterraum, wobei a € V ist und U C V' ein Untervektorraum ist.

(a) Fir jedesa € L gilt L="U + a.

(b) Wenn fiir ein a € V_und einen Untervektorraum U C V die Gleichheit L =
U+a gilt, dann ist U = U.

Beweis. (a) Sei a € L beliebig, aber fest. Dann gibt es ein uy € U mit @ = ug + a.
Wir miissen U + a = U + a zeigen.
,C“ Sei x € U + a. Dann gibt es ein u € U mit x = u + a. Folglich ist

r=u+a=u+ (up+a)=(u+uy)+aclU+a,

denn weil U ein Untervektorraum ist, gilt u 4+ ug € U.
»,2 Sei x € U + a. Dann gibt es ein v € U mit = u + a. Somit ist

r=u+a=u+(a—u)=(u—u)+aclU+a,

denn weil U ein Untervektorraum ist, gilt ©v —ug € U.

(b) Sei @ € V und sei U C V ein Untervektorraum mit der Eigenschaft L = U +a.
Dann ist U + a = U 4 @ Wir miissen U = U zeigen, und aus Symmetriegriinden
geniigt es, die Inklusion ,,C* zu beweisen.

Sei also u € U beliebig, aber fest. Dann gilt u+a € U +a = U + @, d.h., es gibt
es @ € U mit u+ a = @ + @ Somit ist also

u=1u+(a—a),

d.h., wenn wir @ — a € U zeigen konnen, dann folgt bereits, wie gewiinscht, u € U.
Um a—aeUzu zeigen, beachten wir zunéchst, dassa =0+a €U +a = U+a

gilt. Also gibt es ein @ € U mit der Eigenschaft ¢ = @ + @, und somit ist @ — a =

—weU. O

Die vorangehende Proposition zeigt, dass der Untervektorraum U, der zu einem
affinen Unterraum L gehort, eindeutig bestimmt ist. Aus diesem Grund ergibt es auch
Sinn, die Dimension des affinnen Unterraums L zu definieren: Man setzt einfach
dim L .= dimU.

Demnach haben zum Beispiel in R? Punkte die Dimension 0, Geraden die Di-
mension 1, Ebenen die Dimension 2 und der Raum R? selbst die Dimension 3.
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Der Losungsraum linearer Gleichungen

Affine Unterrdume von Vektorrdumen héngen eng mit der Lésungsmenge von linea-
ren Gleichungen zusammen:

Theorem 6.2.4. Scien V,W Vektorraume iber einem Korper K, sei T :' V — W
linear und sei b € W. Wir setzen

L={xecV | T(x)="0b} und K={zxeV | T(z)=0} =kerT.
Dann gilt:
(a) Es ist K ein Untervektorraum von V.

(b) Die Menge L ist entweder leer oder ein affiner Unterraum von V. In letzterem
Fall gilt L = K + x¢ fiir jedes xg € L.

Beweis. (a) Aus Proposition 6.1.6(a) wissen wir bereits, dass der Kern einer linearen
Abbildung ein Untervektorraum ist.

(b) Sei L nicht leer und x¢ € L. Wir zeigen, dass L = K + x¢ gilt.'?

»,C“ Sei € L. Dann gilt T'(z) = b = T'(z¢) und somit ist z — zp € kerT' = K.
Also folgt © = (z — x¢) + xo € K + xo.

,2" Sei x € K 4+ x9. Dann gibt es ein y € K mit x = y 4+ x¢, und hieraus folgt

T(x) =T(y) +T(xo) =0+b=0b,
also gilt x € L. O

Das vorangehende Theorem kann man folgendermafien interpretieren: Die Menge
K ist die Menge aller Losungen x der sogenannten homogenen Gleichung 7'(z) =
0, und die Menge L ist die Menge der Losungen x der sogenannten inhomogenen
Gleichung T'(z) = b. Teil (b) des Theorems sagt somit, dass man alle Losungen
der inhomogenen Gleichung finden kann, indem man eine Lésung der inhomogenen
Gleichung sowie alle Losungen der homogenen Gleichung findet und letztere zur
ersteren addiert.

Beispiele 6.2.5. Es bezeichen P C Abb(R;R) den Untervektorraum, der aus allen
Polynomfunktionen besteht. Wir betrachten die lineare Abbildung

T :P — Abb(R;R),
fef,

die jede Polynomfunktion auf ihre Ableitung abbildet. Aufserdem betrachten wir die
Sinusfunktion sin € Abb(R; R).

12Weil K laut (a) ein Untervektorraum ist, ist dann auch gezeigt, dass L ein affiner Unterraum
ist.
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(a) Dann ist die Menge L der Losungen f der Gleichung T'(f) = sin, d.h. die
Menge

L={feP| T(f)=sin},

leer — denn die Ableitung einer Polynomfunktion ist stets eine Polynomfunktion
und kann somit niemals gleich der Sinusfunktion sein.!?

(b) Die Menge L der Losungen f der Gleichung T'(f) = mg, wobei mg € Abb(RR; R)
durch mao(x) = 22 durch alle z € R gegeben sei, ist hingegen ein ein-dimensionaler
affiner Unterraum von P; das kann man folgendermafien sehen: Die Menge

K={feP| T(f)=0}

der Losungen der homogenen Gleichung besteht aus den Vielfachen der kon-
stanten 1—Funktion 1 € Abb(R;R), d.h. es ist K = span{1}.

Wenn aufierdem mg € P die Monomfunktion bezeichnet, die durch mz(z) = 23

fiir alle x € R gegeben ist, dann dann ist %mg eine Losung der inhomogenen
Gleichung T'(f) = ma. Also gilt wegen Theorem 6.2.4(b)

1 1
L = span{1} + 3ms = {al +§m3 | o €R}.

Anders ausgedriickt besteht L genau es den Funktionen der Form = — a+ %x3
fiir Koeffizienten o € R.

Berechnung des Losungsraums von Gleichungssystemen

Nun wollen wir nochmal konkret zu linearen Gleichungssystem zuriickkommen. Den-
ken Sie daran, dass man diese in der Form Ax = b fiir einen Spaltenvektor b € K™,
eine Matrix A € K™*" und einen gesuchten Vektor x € K" schreiben kann.

Wir geben nun zunéchst an, wie man den Kern einer Matrix A — d.h., die Menge
kerA = {x € K" | Az = 0} mit Hilfe des Gaufalgorithmus bestimmen kann.
Anschlieftend wenden wir uns der inhomogenen Gleichung zu.

Theorem 6.2.6. Sei K ein Korper, seien m,n € N* und sei A € K™*"™. Es bezeichne
Z € K™*™ die reduzierte Zeilenstufenform von A und seien1 < j; < --- < j, < n die
Indizes derjenigen Spalten von Z, die Stufentiefe 0 haben. Dann gilt ker A = ker Z,
dieser Raum besitzt Dimension p, und man hat die folgenden beiden Moglichkeiten
um alle Vektoren in ker A = ker Z zu bestimmen:

13Beachten Sie aber unbedingt, dass L nur deshalb leer ist, weil T nur auf der Menge der Po-
lynomfunktionen definiert haben. Wenn wir stattdessen einen gréferen Definitionsbereich fiir 7'
wihlen — sagen wir zum Beispiel, den Untervektorraum von Abb(R;R), der aus allen differenzier-
baren Funktionen besteht — dann gibt durchaus Losungen der Gleichung T'(f) = sin, beispielsweise
die Funktion — cos.
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(a) Man kann eine Basis von ker A = ker Z mit folgendem Verfahren bestimmen:

Fiir jedes h € {1,...,p} betrachte man denjenigen Vektor ™ e K*, der an
der Stelle jj, den Eintrag 1 besitzt und an den Indizes aus {j1,...,jp} \ {jn}
den FEintrag 0 besitzt, und dessen verbleibende FEintrdige so bestimmt werden,
dass die Gleichung Zz™ = 0 erfiillt ist. Dann bildet (z(V, ..., z®)) eine Basis
von ker A = ker Z.

(b) Man kann alle Vektoren x € ker A = ker Z bestimmen, in dem man folgen-
dermafen vorgeht: Man ldsst fiir die Eintrige von x mit den Indizes ji,. .., jp
beliebige Werte aus K zu und bestimmt die verbletbenden Eintrdge von x dann
s0, dass die Gleichung Zx = 0 erfillt ist.\*

Man kann das Theorem beweisen, indem man die Rangformel sowie die Struktur
der reduzierten Zeilenstufenform Z benutzt. Es ist aber vermutlich klarer, wenn wir
das Theorem einfach in einem Beispiel veranschaulichen:

Beispiel 6.2.7. Lassen Sie uns noch einmal die Matrix

1 1 2
A= 12 -1 1| eRrR3*3
1 2 3

betrachten, die wir uns unter anderem schon in Beispiel 6.1.16 angesehen haben. Mit
Hilfe des GaufBalgorithmus kann man ihre reduzierte Zeilenstufenform Z bestimmen;
sie lautet

1 01
Z=10 11
0 00

Diese Matrix besitzt nur in der letzten Spalte die Stufentiefe 0. Also hat ker A = ker Z
die Dimension 1, und besitzt somit eine Basis, die aus nur einem Vektor besteht z(1).
Laut Theorem 6.2.6(a) kénnen wir solch einen Vektor in z(!) € R? bestimmen, indem
wir den dritten Eintrag auf 1 setzen und die anderen Eintrége aus der Gleichung
Z2() = 0 bestimmen. Daraus ergibt sich

xél) = —argl) =-1 und mgl) = —a?gl) = -1,

also

14Das mag auf den ersten Blick trivial wirken; aber der Witz dabei ist erstens, dass das Verfahren
immer funktioniert — d.h. man kann die verbleibenden Eintrige von x immer so bestimmen, dass
Zx = 0 gilt, und zwar auf eindeutige Weise — und zweitens, dass man auf diese Weise immer alle
Loésungen erhalt.
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Alternativ kann man auch das Verfahren aus Theorem (b) verwenden um zum-
selben Ergebnis zu gelangen: Wir bestimmen die Losungen z € R? von Zz = 0,
indem wir den Eintrag zs beliebig lassen, und die beiden Eintrage x; und zs dann
so bestimmen, dass Zz = 0 gilt; d.h. wir miissen

To = —I3 und T = —I3

wahlen, und erhalten somit den Losungsraum

ker A=kerZ = {zx € R} | Zz =0}

—x3 -1 -1
= —z3| | z3€R ) =< xg |—1| | z3 € R p =spanq |—1
T3 1 1

Nun wenden wir uns, wie angekiindigt, der Berechnung des Losungsraums von
inhomogenen linearen Gleichungssystemen zu:

Theorem 6.2.8. Sei K ein Korper, seien m,n € N* und sei A € K™*™ sowie
b€ K™. Es bezeichne [Z ¢] € K™ die reduzierte Zeilenstufenform von [A b] €
Kmx(n—l—l).

Dann sind die Losungen x € K" der Gleichung Ax = b genau die Lisungen der
Gleichung Zx = ¢, und es tritt genau einer der folgenden drei Alternativen ein:

(A) Die letzte Spalte von [Z c| hat Stufentiefe 1.
In diesem Fall gibt es kein x € K", das die Gleichung Ax = b erfiillt.

(B) Die letzte Spalte von [Z c| hat Stufentiefe 0 und alle anderen Spalten haben
Stufentiefe 1.

In diesem Fall gibt es genau ein x € K", das die Gleichung Ax = b erfillt.
Auflerdem ist n < m und die FEintrdge der Losung x € K" sind genau die ersten
n Eintrdge von c.

(C) Die letzte Spalte von [Z c]| hat Stufentiefe O und manche der vorangehenden
Spalten haben Stufentiefe 0.

In diesem Fall hat die Gleichung Az = b eine Ldsung, und fiir jede beliebige
Losung & € K" ist der Losungsraum {x € K" | Ax = b} gleich dem affinen
Unterraum & + ker A, wobet ker A sich wie in Theorem 6.2.6 angegeben aus Z
bestimmen ldsst.

Auferdem lassen die Losungen x von Ax = b analog zu Theorem 6.2.6(b)

bestimmen.1®

15Wobei man natiirlich die Gleichung Zz = 0 durch Zz = c ersetzt.
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Beweis. Laut Theorem 4.3.4(c) gibt es eine invertierbare Matrix 7" € K™*™ mit der
Eigenschaft T'[A b] = [Z ¢], und somit ist

TA=7 und Tb = c.

Fir x € K" ist die Gleichung Ax = b dquivalent zur Gleichung T' Az = T'b, also
zur Gleichung Zz = c¢. Somit miissen wir fiir den Rest des Beweises nur noch die
Gleichung Zx = ¢ studieren.

Offensichtlich tritt beziiglich der Stufentiefen in der Matrix [Z ¢| genau einer der
drei genannten Félle ein. Lassen Sie uns nun zeigen, dass in jedem dieser drei Félle
die behaupteten Eigenschaften gelten.

(A) Bezeichne k die Treppentiefe von [Z ¢] in der letzten Spalte. Wegen der
Voraussetzung an die Stufentiefe gilt ¢, # 0, aber die k-te Zeile von Z ist gleich 0
und somit ist fiir jedes x € K" der k-te Eintrag von Zx gleich 0. Also gibt es kein
r € K" mit Zx = c.

(B) Aus den angegebenen Bedingungen an die Stufentiefen folgt sofort, dass
n < m ist und dass Z € K™*" von der Form

[

ist. Hieraus ergeben sich die behaupteten Eigenschaften.

(C) Dass die Losungen = von Zz = c sich durch sukzessives Auflésen nach
Ty, ...,2r1 bestimmen lassen, ist klar, da Z sich in reduzierter Zeilenstufenform be-
findet. Somit sieht man auch, dass die Gleichung eine Losung besitzt. Die behauptete
Darstellung des Losungsraums in der Form ker A+ & folgt aus Theorem 6.2.4(b). [

Auch hier wollen wir zwei Beispiele diskutieren:

Beispiele 6.2.9. Wie in Beispiel 6.2.7 sei

1 1 2
A= 12 —1 1| e R®*3,
1 2 3

(a) Wir wollen die Losungen 2 € R3 der Gleichung Az = b finden fiir
1

b= |1
1

Dazu bringen wir mit Hilfe des Gaufalgorithmus die Matrix [A b] auf reduzierte
Zeilenstufenform [Z ¢] und erhalten so

1 010
[Zc=10 110
00 01
WEeil die letzte Spalte Stufentiefe 1 besitzt, besitzt die Gleichung Az = b laut

Theorem 6.2.8(A) keine Losung = € R3.
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(b) Lassen Sie uns nun stattdessen den Vektor
3
b= {0
5

betrachten und wieder die Losungen = € R? der Gleichung Az = b bestimmen:
Die reduzierte Zeilenstufenform [Z ¢] von [A b] lautet

1011
Zc=10 11 2
0000

Weil Z in der dritten Spalte die Stufentiefe 0 besitzt, kénnen wir, um eine
Losung # € R3 zu bestimmen, den dritten Eintrag von & frei wihlen. Wir
setzen ihn zum Beispiel gleich 1 und erhalten dann durch sukzessives Auflosen
der Gleichung Zz = ¢ nach den anderen Variablen, dass

To=2—23=1 und z1=1—23=0
und somit

0
z=|1
1

gilt. Insgesamt ist somit laut Theorem 6.2.8(C) die Menge der Losungen = von
Az = b gegeben durch

-1 0 -1 0
ker A+ 2 =spanq |—1| p+ [1| =Ca|[-1| + 1| | a€R
1 1 1 1

6.3 Implizite Darstellung von affinen Unterraumen des
KTL

Darstellung von Untervektorrdumen als Losungsraum von

Gleichungen

In der folgenden Proposition zeigen wir, dass sich jeder affine Unterraum des K" als
Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems schreiben lasst.

Proposition 6.3.1. Sei K ein Korper, sei n € N* und ses L C K" ein affiner
Unterraum der Dimension d < n — 1. Dann gibt es eine Matrix A € K@m=dXxn gouie
ein b € K* ¢ mit der Eigenschaft

L={zeK"| Az =b}.
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Sie sollten sich kurz iiberlegen, dass es auch im Fall d = n eine Matrix A und
einen Vektor b gibt derart, dass L = {x € K" | Az = b} gilt. Weshalb haben wir
diesen Fall dann in der Proposition nicht zugelassen?

Proposition 6.3.1 kann man mit Hilfe des Basisergénzungssatzes beweisen. Der
Beweis ist nicht tiberdurchschnittlich kompliziert, aber aus Zeitgriinden lagern wir
ihn in die Ergédnzungen am Ende dieses Kapitels aus.

Explizite vs. implizite Darstellung

Mit Hilfe der vorangehenden Proposition kénnen wir nun besprechen, wie man zwi-
schen impliziten und expliziten Darstellungen von affinen Unterrdumen des K™
wechseln kann:

Diskussion 6.3.2. Sei K ein Korper, n € N*, und sei L ein affiner Unterraum von
K™, d.h. wir kénnen L schreiben als L = U + a fiir einen Punkt a € K" und einen
Untervektorraum U C K".

(a) Unter einer expliziten Darstellung von L verstehen wir die Angabe eines
Vektors @ € K” mit L = U 4 a und zusammen mit der Angabe einer Basis von
U.

Der Begriff “explizit” ist hier sinnvoll, weil man mit diesen Informationen sofort
sdmtliche Vektoren aus L bestimmen kann: Man nimmt einfach alle Linearkom-
binationen der Basis und addiert jeweils a.

(b) Unter einer impliziten Darstellung von L verstehen wir die Angabe einer
Zahl m € N* und einer Matrix A € K™*™ sowie eines Vektors b € K™ derart,
dass

L={zeK"| Az =10}

gilt. Laut Proposition 6.3.1 besitzt jeder affine Unterraum eine implizite Dar-
stellung.16

Der Begriff “implizit” ist hier sinnvoll, weil die Angabe von m, A und b ei-
nerseits den affinen Unterraum L eindeutig bestimmt, aber die Information,
welche Vektoren in L liegen, mit Hilfe der Daten m, A und b nicht unmittelbar
zugénglich ist — um diese Information zu erhalten, muss man die Gleichung
Az = b 16sen, was einen erheblichen Rechenaufwand bedeuten kann.

(c) Mit Hilfe der soeben eingefithrten Terminologie kann man also sagen:

Das Losen eines linearen Gleichungssystems bedeutet, von einer impliziten Dar-
stellung eines affinen Unterraums zu einer expliziten Darstellung zu wechseln.

'Beachten Sie aber unbedingt, dass die Daten m, A und b nicht eindeutig bestimmt sind!
Insbesondere ist man, wenn man nur m, A und b kennt, nicht automatisch in der Situation von
Proposition 6.3.1, in der sich aus der Grofie von A bereits die Dimension von L ablesen l&sst!
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Es ist sehr wichtig, sich klar zu machen, was das soeben Besprochene fiir Geraden
und Ebenen im R? und R? bedeutet:

Beispiele 6.3.3. (a) Sei L C R? eine Gerade, d.h. ein affiner Unterraum der Di-

(c)

mension 1. Dann kann man L schreiben als L = U + ¢ fiir einen eindimensio-
nalen Untervektorraum U C R2 und einen Punkt a € R2.

Eine explizite Darstellung von L anzugeben, bedeutet einen solchen Punkt a
sowie eine Basis (v) von U (welche automatisch aus genau einem Vektor v € R?
besteht) anzugeben. Wenn man b und a kennt, erhélt man also

L={av+a| acR}.
In der Schule haben Sie a moglicherweise unter dem Begriff Aufpunkt oder
Stiitzpunkt der Gerade L kennen gelernt.
Man kann aber auch eine implizite Darstellung von L angeben: Laut Proposi-
tion 6.3.1 gibt es ein A € R'? und ein b € R = R mit der Eigenschaft
LZ{Z’ER2| A$:b}:{l’€R2| A11$1+A12$2:b}.
Falls Ajs # 0 ist, ist die Gleichung Aj121 + A1222 = b dquivalent zu

b A

Ty = —— — ——x1,
Az Ar

und diese Form um Geraden um R? zu beschreiben, kennen Sie vermutlich aus
der Schule (wobei Sie vermutlich andere Variablennamen benutzt haben).!”

Sei nun L eine Ebene im R3. Dann ist L von der Form L = U +a fiir ein a € R3
und einen zwei-dimensionalen Untervektorraum U C R2.

Eine explizite Darstellung von L anzugeben bedeutet, solch einen Vektor a
sowie eine Basis (v1,v2) von U anzugeben. Wenn man diese Vektoren zur Ver-
fligung hat, dann gilt einfach

L= {0411)1 “+ a9 + a ‘ a1, 09 € R}

Auch diese Darstellung von Ebenen kennen Sie vielleicht schon aus der Schule,

wobei a wiederum ein Aufpunkt oder Stiitzpunkt der Ebene ist.

Auch fiir eine solche Ebene L kann man laut Proposition 6.3.1 eine implizite

Darstellung angeben: Es gibt ein A € R™3 und ein b € R! = R derart, dass
L={zcR®| Az =1}

gilt. Den Spaltenvektor AT bezeichnet man hiufig auch als den Normalen-
vektor der Ebene L. Dies hingt eng mit dem Konzept der Orthogonalitét
zusammen, dass in der Linearen Algebra 2 nidher besprochen wird.

Jetzt sind Sie dran: Was kann man iiber Geraden L in R? sagen?

17Und was ist im Fall A1 = 0 los?
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6.4 Erganzungen

Ein Beweis von Proposition 6.3.1

Den folgenden Beweis hatten wir in der Vorlesung aus Zeitgriinden ausgespart.

Beweis von Proposition 6.3.1. Sei L = U + a fiir einen Untervektorraum U C K"
und ein a € K", und (x1,...,x4) eine Basis von U. Laut Basiserginzungssatz konnen
wir diese zu einer Basis (x1,...,2Z4, 441, .., 2,) von K" erginzen.

Laut Proposition 5.7.1 gibt es eine lineare Abbildung 7 : K" — K" ¢, die
Z1,...,xq auf 0 abbildet, und z441,...,2, auf die kanonischen Einheitsvektoren
in K*~<. Somit ist U = ker T', denn: die Vektoren z1, ..., x4 liegen offensichtlich im
Kern von T'; auflerdem ist T" surjektiv, also folgt aus dem Rangsatz

dimkerT = dimK" — dimT(K") =n — (n — d) = d;

dies zeigt, wie behauptet, U = ker T'.
Nun definieren wir einfach b := T'(a), und wihlen A € K"*™ als diejenige Matrix,
welche Az = T'(z) fiir alle € K" erfiillt. Dann erhalten wir wie gewiinscht

{reK"| Az =b}={zecK"| T'(z)=b} =kertT+a=U+a=1L,

wobei die zweite Gleichheit aus Theorem 6.2.4(b) folgt. O
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Kapitel 7

Determinanten

Einstiegsfragen. (a) Zeichnen Sie im R? das Viereck mit den folgenden Eckpunk-

o e R A s e

Konnen Sie die Flache des Vierecks berechnen? Und den Umfang?

(b) Haben Sie eine Idee, wie man fiir einen beliebigen (nicht regelméfigen) Tetra-
eder im R? die Oberfliche berechnen kann?

(c) Wie nochmal kénnen Sie herausfinden, ob eine gegebene Matrix A € C3*3
invertierbar ist?

7.1 Axiome der Determinante

Zur Motivation: Flichen im R?

Lassen Sie uns dariiber sprechen, wie man Flichen von Parallelogrammen im R?
berechnen kann. Dabei wollen wir aber nicht einfach eine Formel angeben, sondern
axiomatisch vorgehen:

Diskussion 7.1.1 (Ein axiomatischer Zugang zu Parallelogrammflichen im R?2).
Lassen Sie uns, innerhalb dieser Diskussion, fiir alle vi, vy € R? die Fliche des Pa-
ralellogramms, das von v; und vy aufgespannt wird, mit F'(v1, vy) bezeichnen. Es ist
also F' eine Funktion von R? x R? nach R, und aus geometrischer Sicht sollte diese
Funktion zumindest die folgenden Eigenschaft erfiillen:

(a) Die Flidche des Einheitsquadrats ist 1, d.h. F(ej, e2) = 1.

(b) Es gilt positive Homogenitiit, d.h. fiir alle vy, v € R? und alle o € [0, 00)
ist

F(avy,v2) = aF(v1,v9) und F(v1,ave) = aF (v1,v9).
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(c) Es gilt Additivitéit in beiden Argumenten, d.h. fiir alle vy, v9,v3 € R? gilt

F(’Ul + va, ’Ug) = F(U1,2}3) + F(UQ,U3)
und F(v1,v9 +v3) = F(v1,v2) + F(v1,v3).

(d) Es gilt Scherungsinvarianz, d.h. fiir alle vy, vs € R? gilt

F(vy,v3) = F(v1,v1 + v2) und F(vy,v2) = F(v1 + va, v2).

Aus der Additivitdt und der positiven Homogenitdt kann man folgende bemerkens-
werte Folgerung ziehen: Fiir alle vy, v2 € R gilt:

F(vl,vg) + F(—Ul,vz) = F(Ul — 2)1,2)2) = F(O,UQ) =0- F(Ul,vg) =0,
und somit
F(—’Ul,’l)g) = —F(Ul,UQ).

Das heifit also: Wenn F(vq,v7) nicht Null ist,! dann ist also eine der beiden Zahlen
F(v1,v2) und F(—v1,v2) negativ. Das ist auf den ersten Blick merwiirdig, denn F’
soll ja Flachen messen.

Der Grund fiir diese Verhalten liegt anschaulich darin, dass die Addition eines
weiteren Vektors zu v; eben auch dazu fithren kann, dass das von v; und vg aufge-
spannte Parallelogramm kleiner wird — wenn man also die Eigenschaft der Additi-
vitdt in dieser Allgemeinheit behalten will, muss man auch negative Flachenwerte
zulassen.?

Wenn man sich hiermit abgefunden hat, dann erkennt man, dass die Homogenitét
auch fiir negative Skalare stimmt: Fiir o € [0, 00) und v1,v2 € R? folgt namlich aus

dem soeben gezeigten Vorzeichenverhalten
F(—avy,v9) = —F(avy,v2) = —aF (v1,v2).

Mit denselben Schritten wie oben kann man die entsprechende Formel auch im zwei-
ten Argument zeigen.
Deswegen kann man bei der Homogenitéat auch genauso gut fordern, dass

F(avi,v2) = aF(v1,v2) und F(vi,ave) = aF (v, v2)

sogar fiir alle a € R gilt.

"Wann hat das Parallelogramm, das von v1 und ve aufgespannt wird, {ibrigens die Fliche 0?

2Dies klingt auf den ersten Blick sehr ungewohnt, erweist sich aber letztlich als sehr, sehr
praktisch: Es stellt sich heraus, dass F(vi,v2) somit nicht nur die Fldche des Parallelogramms
zwischen v; und v2 misst, sondern auch noch die Orientierung — also die Frage, ob v2 mit v; einen
positiven oder einen negativen Winkel aufspannt. Das besprechen wir an dieser Stelle aber vorerst
nicht weiter.
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Definition der Determinante

Die Erkenntnisse aus obiger Diskussion werden wir im folgenden verwenden um axio-
matisch eine Funktion zu beschreiben, die in der Lage ist, im R? Flichen von Pa-
rallelogrammen, im R® Volumen vom Parallelepipeden, usw. (jeweils mit einem Vor-
zeichen) zu bestimmen. Wir fiithren solch eine Funktion aber nicht nur tiber R ein,
sondern gleich iiber beliebigen Koérpern (aber Achtung: auf anderen Korpern als R
ergibt die oben genannten geometrische Interpretation keinen Sinn!).

Um das Sprechen (und Schreiben) iiber alle notigen Konzepte zu erleichtern,
fliihren wir zunéchst noch eine allgemeine Terminologie fiir die oben verwendeten
Begriffe ein:

Definition 7.1.2. Sei V ein Vektorraum tiber einem Korper K, sei n € N* und sei
F:. V" =K

(a) Die Funktion F' heifst scherungsinvariant, falls fiir alle v1,...,v, € V und
alle j,k € {1,...,n} mit j # k gilt:

F(vi,...,0n) = F(v1,...,Vk—1, Uk + Vj, Ugt1, .., Up).

(b) Die Funktion F heifst n-linear, falls sie in jedem Argument linear ist, d.h., falls
fir alle k € {1,...,n} und alle vy, ..., 041, Vks+1,-..,0, € V ist die Abbildung

V = K,
vg = F(v1, .00 Uk—1, Uk, Ukt1y - -, Up)
linear ist.
(c) Die Funktion F' heift anti-symmetrisch, falls fiir alle vq,...,v, € V und alle

J,ke{l,...,n} mit j < k die Gleichheit

F(’Ul, B 71)71) = _F(Ulv <o U1,V Uil - o o5 Vp—1, U5 Vg 415 - - - 7vn)
gilt (d.h. falls das Vertauschen von zwei Vektoren in den Argumenten denselben
Effekt hat wie den Funktionswert mit —1 zu multiplizieren).

Hier folgt nun die angekiindigte Definition:

Definition 7.1.3 (Determinante). Sei K ein Kérper und n € N*. Ein Abbildung
det : K"*"™ — K heift Determinante, falls det(I,,) = 1 gilt, und falls die Abbildung
in den Spalten ihres Arguments n-linear und scherungsinvariant ist (d.h. also falls
zusitzlich zur Bedingung det(I,,) = 1 die Abbildung
(K")" — K,
(v1,...,vn) > det ([vg ... vy])

n-linear und scherungsinvariant ist).

Bitte beachten Sie, dass wir bisher noch gar nicht geklart haben, ob iiberhaupt
eine Determinante existiert. Dies werden wir in Theorem 7.2.7 tun.

Zunéchst leiten wir aber einige Folgerungen aus den Axiomen der Determinante
her und beweisen darauf aufbauend die Eindeutigkeit.
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Einige Eingeschaften der Determinante

Wir beweisen diese Aussagen unter etwas allgemeineren Voraussetzungen, nédmlich
flir scherungsinvariante n-lineare Abbildungen auf beliebigen Vektorrdumen. Indem
man als Vektoren in der folgenden Proposition die Spalten einer Matrix verwendet,
erhalt man unmittelbar auch Aussagen tiber Determinanten.

Proposition 7.1.4. Sei V' ein Vektorraum tiber einem Kérper K, sei n € N* und
sei F: V™ — K eine n-lineare und scherungsinvariante Abbildung. Dann gilt:

(a) Fir alle vi,,...,v, €V, alle o € K und alle j,k € {1,...,n} mit j # k gilt

F(vi,...,vn) = F(v1,..., 01,V + QUj, Vg1, . . ., Up).

(b) Die Funktion F ist anti-symmetrisch.

(c) Seien vi,...,v, € V derart, dass das Tupel (v1,...,vy,) linear abhingig ist.
Dann gilt

F(vi,...,uy) =0.

Inbesondere ist also F(v1,...,v,) = 0, falls einer der Vektoren vy, . .., v, gleich
0 ist oder falls zwei der Vektoren gleich sind.

Beweis. Um (a) und (b) zu beweisen, geniigt es, diese Aussagen fiir den Fall n = 2
zu beweisen — denn die Aussage betreffen jeweils nur zwei der Vektoren vy, ..., v,
und indem wir alle bis auf die zwei jeweils betroffenen Vektoren festhalten, erhalten
wir eine 2-lineare Abbildung V? — K

(a) Sei, wie so eben erldutert n = 2. Seien vy,v3 € V und o € K. Im Falle o = 0
ist nichts zu zeigen, also sei a # 0. Dann gilt

1 1
F(vy,v9) = aF(avl,vg) = EF(owl,vg + avy) = F(v1,v2 + avy),

wobei die erste und die dritte Gleichung aus der Linearitdt im ersten Argument
folgen und die zweite Gleichung aus der Scherungsinvarianz.

Analog dazu kann man F'(vi,ve) = F(v; + awg, v9) zeigen.

(b) Sei erneut n = 2. Zunéchst bemerken wir, dass wegen der Scherungsinvarianz
fiir alle vy, vy gilt

F(Ul,vg — 1)1) = F(Ul,’l)g —v1 + 7)1) = F(Ul,vg).
Somit gilt fiir alle v,v9 € V

F(v1,v2) = F(vi,v9 —v1) = F(v1 + (v — v1),v2 — v71)
= F(v2,v2 —v1) = F(v2, (v2 — v1) — v2) = F(v2, —v1) = —F(v2,v1),

wobei wir fiir die letzte Gleichheit die Linearitét im zweiten Argument benutzt haben.
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(c) Diese Aussage hingt nicht nur von zwei der Vektoren wvy,...,v, ab, also
kénnen wir sie nicht auf den Fall n = 2 reduzieren, sondern miissen sie fiir jedes n
direkt zeigen.

Seien also vy, ..., v, € V derart, dass (vy,...,v,) linear abhéngig ist. Wennn = 1
ist, bedeutet dies, dass v = 0 ist und hieraus folgt in diesem Fall F'(v;) = F(0-0) =
0-F(0)=0.

Sei von nun an also n > 2. Aus der linearen Abhéngigkeit folgt, dass es ein
ke {1,...,n} gibt derart, dass v eine Linearkombination der anderen Vektoren ist,
d.h. es gilt

n
Vg = E )\jvj
j=1
J#k

fir geeignete Skalare A\; € K ist. Durch n — 1-fache Anwendung von Aussage (a)
erhalten wir hieraus, dass

n

F(vi,...,vn) = F(v1,...,05-1, 0% — E AjUj, Vkgl, - - - Un)
j=1
Tk

:F(Ulv-"7Uk71707vk+17---7vn) :0'F(Uly-"7vk717071}k+17-”7vn) =0.

gilt. O

Eindeutigkeit der Determinante

Nun koénnen wir zeigen, dass es auf K™*™ hochstens eine Determinante geben kann.

Theorem 7.1.5 (Eindeutigkeit der Determinante). Sei K ein Kéorper und n € N*.
Dann gibt es hichstens eine Determinante det : K" — K.

Beweis. Sei det : K"*™ — K eine Determinante; dann erfiillt sie die Axiome aus der
Definition von Determinanten sowie die Eigenschaften aus Proposition 7.1.4.

Sei nun A € K"*". Es geniigt zu zeigen, dass sich mit Hilfe der soeben genannten
Axiome und Eigenschaften bereits der Wert von det(A) bestimmen lésst.

Wir unterscheiden nun zwei Félle:

e 1. Fall: Die Spalten von A sind linear abhéngig. Laut Proposition (c) gilt dann
det(A) = 0.

e 2. Fall: Die Spalten von A sind linear unabhéngig. In diesem Fall ist A inver-
tierbar. Somit ist auch die transponierte Matrix AT invertierbar, und AT hat
somit die reduzierte Zeilenstufenform I,,. Dies bedeutet, dass wir AT durch
elementare Zeilenumformungen auf die Form I, bringen kénnen. Wenn wir
stattdessen A selbst betrachten und anstelle elementarer Zeilenumformungen
die analogen Umformungen mit den Spalten von A durchfiihren, erhalten wir
durch diese Spaltenumformungen also die Matrix I} = I,,.
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WEeil det in jeder Spalte linear ist, in allen Spalten anti-symmetrisch ist, und
auferdem die Eigenschaft (a) aus Proposition 7.1.4 erfiillt, wissen wir aber fiir
jede dieser Spaltenumformungen, wie sie den Wert der Determinante dndert.?

Also ist det(A) bereits durch den Werte det(I,) eindeutig bestimmt — und
dieser Werte laut Definition von det gleich 1. O

Der oben stehende Beweis zeigt tibrigens auch, dass die Determinante einer Ma-
trix genau dann ungleich Null ist, wenn die Matrix invertierbar ist — allerdings kon-
nen wir diese Beobachtung natiirlich nur dann folgern, wenn wir gezeigt haben, dass
es tatsdchlich eine Determinante gibt. Deshalb kommen wir erst in Korollar 7.2.11
unten nochmal auf diese Beobachtung zuriick, nachdem wir dann die Existenz der
Determinante bewiesen haben.

Beachten Sie, dass der obenstehende Beweis auch gleich ein Verfahren zur Be-
rechnung von det(A) liefert (sofern die Abbildung det denn tiberhaupt existiert —
was wir ja noch nicht bewiesen haben). Lassen Sie uns dies an einem einfachen 3 x 3-
Beispiel zeigen, in welchem wir fiir den Moment einfach so tun, also wiissten wir
bereits, dass eine Abbildung det existiert, die die Axiome der Determinanten erfiillt.

Beispiel 7.1.6. Lassen Sie uns die Matrix

0 21

A=1{1 2 1| e R3*3
101

betrachten. Wie im Beweis von Theorem 7.1.5 bringen wir AT zunichst mit Hilfe
des Gaufalgorithmus auf reduzierte Zeilenstufenform:

01 1 2 2 0 110
AT= 2 2 0l ™ o1 1| %o 1 1
11 1 11 1 111
I17—I 11 I1—-I111 !1 10 I—IT1 100
o 11 01 0 = o1 o] =0
00 1 00 1 00 1

Also ist AT und somit auch A invertierbar.

Nun fiihren wir dieselben Zeilenoperationen wie oben mit AT stattdessen als
Spaltenoperationen mit A durch. Wir miissen im Prinzip also nur die obenstehenden
Matrizen transponiert abschreiben. Allerdings wollen wir dabei det(A) berechnen
und deshalb in jedem Schritt mit berticksichtigen, wie die jeweilige Spaltenoperation
die Determinante dndert. Es gilt

0 2 1 2 01 1 01
det(A)=det |1 2 1| =—det |2 1 1| =-2det |1 1 1
1 01 0 1 1 0 1 1

3N#mlich: Jede solche Spaltenumformung sorgt dafiir, dass die Determinante gleichbleibt oder
mit einem Wert ungleich 0 multipliziert wird.
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100 1 00 1 00
=—2det |1 1 0] =—2det|1 1 0| =-2det|0 1 0| =-2.
011 0 01 0 01

In der ersten Gleichheit haben wir einfach A eingesetzt; fiir die zweite Gleichheit
haben wir verwendet, dass die Determinante anti-symmetrisch ist; fiir die dritte
Gleichheit haben wir verwenden, dass die Determinanten linear in der ersten Spalte
ist; fiir die néchsten drei Gleichheiten haben wir Proposition 7.1.4(a) verwendet, und
fiir die letzte Gleichheit haben wir benutzt, dass laut Definition der Determinanten
det(I3) =1 gilt.

Die Rechnung wirkt ein wenig gewohnungsbediirftig, weil mit Spalten operiert
wird statt mit Zeilen, wie Sie es vom Gaufalgorithmus gewohnt sind. Gliicklicher-
weise brauchen Sie sich daran aber gar nicht zu gewéhnen: Wir werden nédmlich in
diesem Kapitel noch zeigen, dass stets det(A) = det(AT) gilt (siehe Korollar 7.2.9
weiter unten), und somit konnen sie zur Berechnung der Determinanten auch direkt
elementare Zeilenoperationen verwenden. Dies veranschaulichen wir mit derselben
Matrix A wie oben noch einmal in Beispiel 7.2.10.

7.2 Leibnizformel und Existenz der Determinante

Wir wollen nun die Existenz einer Determinante zeigen, sowie eine explizite Formel
fiir die Determinante angeben. Hierzu benétigen wir zuerst zwei andere Konzept zur
Vorbereitung, ndmlich das Gruppenhomomorphismus, sowie Vorzeichen von Permu-
tationen.

Gruppenhomomorphismen

Ahnlich wie lineare Abbildungen zwischen Vektorraumen die Addition und die ska-
lare Multiplikation respektieren, fiithren wir nun Abbildungen zwischen Gruppen ein,
die die Gruppenverkniipfung respektieren:

Definition 7.2.1 (Gruppenhomomorphismen und -isomorphismen). Seien (G, o¢)
und (H,op) Gruppen und sei ¢ : G — H.

(a) Man bezeichnet die Abbildung ¢ als Gruppenhomomorphismus, falls sie die
folgende Eigenschaft erfiillt:

Va,be G: p(aogb) =y(a)on ¢(b).

(b) Man bezeichnet die Abbildung ¢ als Gruppenisomorphismus, falls ¢ bijektiv
und ein Gruppenhomomorphismus ist.

Es folgen einige Eigenschaften von Gruppenhomomorphismen.

Proposition 7.2.2. Seien (G,oq) und (H,op) Gruppen, deren neutrale Elemente
wir mit eq und eg bezeichnen, und sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus.
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(a) Es gilt p(eq) = eq.
(b) Fiir alle a € G gilt p(a™1) = (@(a))_l.

(c) Wenn ¢ bijektiv (also ein Gruppenisomorphismus) ist, dann ist auch die Um-
kehrabbildung ¢~ ' : H — G eine Gruppenisomorphismus.

Beweis. (a) und (c) Den Beweis von (a) and (c) stellen wir als Ubungsaufgabe.
(b) Es gilt

p(a) o pla™) = p(aoga™) = pleq) = en;

fiir die erste Gleichung haben wir verwendet, dass ¢ ein Gruppenhomomorphismus
ist, und fiir die letzte Gleichheit haben wir Aussage (a) benutzt. Indem wir die
soeben bewiesene Gleichheit von links mit (go(a))fl verkniipfen, erhalten wir die
Behauptung. O

Ein sehr einfaches Beispiel eines Gruppenhomomorphismus ist durch das Vorzei-
chen von Null verschiedener reeller Zahl gegeben:

Beispiel 7.2.3. Fiir jedes r € R* definieren wir das Vorzeichen oder Signum sgn
von r durch die Formel

r) 1, fallsr >0,
senir) —
& “1, falls r < 0.

Anders ausgedriick ist sgn(r) = |:—‘ fiir alle r € R*.
Es ist sgn ein Gruppenhomomorphismus von (R*,-) nach ({—1,1},-), denn fiir
alle r,s € R* gilt

r-s r s

sgn(r - s) = W = WE = sgn(r) - sgn(s),

was die Behauptung zeigt.

Das Vorzeichen von Permutationen

Nun geben wir ein etwas interessanteres Beispiel eines Gruppenhomomorphismus
an: Das Vorzeichen von Permutationen. Zunéchst sollten Sie sich aus Abschnitt 2.2
in Erinnerung rufen, was man unter Permutationen und unter der symmetrischen
Gruppen S,, versteht.

Definition 7.2.4 (Vorzeichen von Permutationen). Sei n € N* und sei 0 € S,.
Dann definieren wir das Vorzeichen oder auch Signum von ¢ als

sgn(o) = H sgn (o (k) —o(j)) € {-1,1}.

1<j<k<n
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Das bedeutet also: Fiir eine Permutation o € §,, sieht man sich an, wo es vor-
kommt, dass fiir zwei Zahlen j, k € {1,...,n} mit j < k die Ungleichung o(j) > o(k)
gilt; jedes solche Vorkommnis ist ein sogenannter Fehlstand der Permutation o. Fiir
solche Fehlsténde ist sgn (o(k) — o(j)) gleich —1, und sonst ist diese Zahl gleich 1.
Wenn die Anzahl der Fehlstdnde in o also ungerade ist, dann ist sgn(c) = —1, und
wenn die Anzahl der Fehlstdnde gerade ist, dann gilt sgn(o) = 1.

Hier ein konkretes und ein allgemeines Beispiel:

Beispiele 7.2.5. (a) Lassen Sie uns die Permutation

(1 2 3
77 \3 1 2

betrachten. Sie hat einen Fehlstand an der Position (1,2) (wegen o(1) > 0(2))
und an der Position (1,3) (wegen o(1) > ¢(3)). An der Position (2,3) hat
Sie hingegen keinen Fehlstand (wegen o(2) < 0(3)). Also besitzt o genau zwei
Fehlstande, d.h. es ist sgn(o) = 1.

Man kann dies auch sehen, indem man direkt die Formel aus Definition 7.2.4
anschreibt: Es gilt

sen(e)= [ sen(otk) o)
1<j<k<3
=sgn (0(2) — (1)) - sgn(o(3) —o(1)) - sgn(o(3) —0(2))
=sgn(1-3) -sgn(2—-3) -sgn(2—1)=(-1)-(-1)-1=1.

(b) Sei n € N*. Eine Permutation o € S,,, die nur zwei Zahlen vertauscht und alle
anderen gleich ldsst, nennt man eine Transposition. Man kann sich iiberlegen,
dass die Anzahl der Fehlstdnde einer Transposition immer ungerade ist, und
somit jedes Transposition das Vorzeichen —1 hat.

Die Abbildung, die jeder Permutation aus S,, (fiir ein festes n € N*) ihr Vorzei-
chen zuordnet, ist ein Gruppenhomomorphismus:

Proposition 7.2.6. Sein € N*. Es ist sgn : S,, — {—1,1} eine Gruppenhomomor-
phismus (wobei {—1,1} mit der Multiplikation als Verknipfung ausgestattet ist).

Den Beweis lagern wir aus Zeitgriinden in die Ergénzungen am Ende des Kapitels
aus.

Existenz von Determinanten und die Leibnizformel

Nun beweisen wir, wie angekiindigt, die Existenz von Determinanten — und zwar,
indem wir sie mit Hilfe einer expliziten Formel einfach hinschreiben. Beachten Sie,
dass wir die Eindeutigkeit schon in Theorem 7.1.5 gezeigt haben — somit gibt es dem
folgenden Theorem nach also genau eine Determinante det : K™*"™ — K, und es ist
deshalb gerechtfertigt von der Determinante zu sprechen.
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Theorem 7.2.7 (Existenz und Leibnizformel). Sei K ein Korper und n € N*. Es
gibt genau eine Determinante* det : K™*" — K, und diese ist durch die Formel

det A = Z sgn(o) H As(i)
o€Sn j=1
gegeben.

Den Beweis dieses Theorems sparen wir an dieser Stelle aus und verweisen statt-
dessen auf die Literatur, zum Beispiel auf [Beul4, Abschnitt 7.4]. Als nichstes geben
wir in den Dimensionen 1 und 2 eine einfache explizite Formel fiir die Determinante
an; hierbei handelt es sich um Spezialfille der Leibnizformel.

Korollar 7.2.8. Sei K ein Korper.
(a) Fiir jedes A € KM =K gilt det(A) = A.
(b) Fiir jedes A € K?*? gilt

det(A) = A11A22 — A21A12.

Beweis. (a) Sei A € K. Unmittelbar aus der Definition der Determinanten folgt
det(A) =det(A-I;) = Adet(I;) = A-1=A.

(b) Dies folgt aus der Leibnizformel in Theorem 7.2.7, indem man die Summe
und die Produkte fiir n = 2 ausschreibt. O

Wie bereits erwéahnt, konnen Sie den Beweis von Theorem 7.2.7 bei Interesse am
Ende dieses Kapitels nachlesen. An dieser Stelle sei noch angemerkt, dass es lehrreich
ist, zumindest fiir den Fall n = 2 (der in Korollar 7.2.8(b) explizit ausgeschrieben
ist) nachrzurechnen, dass diese Formel alle Axiome der Determinante erfiillt.

Eine weitere Konsequenz der Leibnizformel ist folgender Zusammenhang zwi-
schen der Determinanten einer Matrix und ihrer transponierten Matrix:

Korollar 7.2.9. Sei K und Kérper und n € N*. Fiir jede Matriz A € K"*" gilt
det(A) = Z sgn(o) HAj7U(j) = det(AT).
€S, 7=1

Beweis. Sei A € K"*™, Wir rechnen die behauptete Gleichheit von rechts nach links
nach: Laut Theorem 7.2.7, angewendet auf die Matrix AT, gilt

det(AT) = > sgn(o) [[(AMor) = D sen(o) [] 4j.00)
j=1 j=1

O'ESn UGSTL

4Die wir deshalb von nun an als die Determinante auf K™*" bezeichnen und mit det notieren.
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= sen(o ) [[4o-1¢y = D sen(o) [[ Aoy = det(A);
j=1

O'GSn O'ESn ]:1

fiir die Gleichheit zwischen erster und zweiter Zeile haben wir einerseits verwendet,
dass sgn(o) = sgn(o~!) gilt, und andererseits haben wir die Faktoren im Produkt
[[j=1 Ajo(;) umsortiert (indem wir den j-ten Faktor an die o~1(j)-te Stelle im Pro-
dukt verschoben haben); fiir die mittlere Gleichung in der zweiten Zeile haben wir
benutzt, dass S, 3 ¢ — o~ ! € S, eine Bijektion ist; und fiir die letzte Gleich-
heit haben wir erneut Theorem 7.2.7 verwendet, aber dieses Mal fiir die Matrix A
selbst. O

In Beispiel 7.1.6 hatten wir verwendet, dass wir verstehen, wie eine Determinan-
te sich durch Umformungen der Spalten verdndert, wenn die Spaltenumformungen
so sind, wie wir es aus dem Gauf-Algorithmus eigentlich fiir Zeilenumformungen
gewohnt sind.

Aus Korollar 7.2.9 folgt nun unmittelbar, dass die Determinante sich bei elemen-
taren Zeilenumformungen einer Matrix genauso verhélt wie bei den entsprechden
Spaltenumformungen. Das macht das Berechnen von Determinanten einfacher, denn
wir konnen jetzt wie gewohnt den Gaufi-Algorithmus verwenden und miissen in je-
dem Schritt lediglich darauf achten, wie sich die Determinante &ndert. Lassen Sie
uns das anhand der Matrix aus Beispiel 7.1.6 noch einmal demonstrieren:

Beispiel 7.2.10. Wir betrachten erneut die Matrix

02 1
A=11 2 1| e R3S,
101

Anstatt nun den GauRalgorithmus auf AT anzuwenden, wenden wir ihn direkt auf die
Matrix A selbst an und beachten dabei in jedem Schritt, wie sich die Determinante
dndert. Es gilt

02 1 12 1
det A=det |1 2 1] 72 _qet |0 2 1
10 1 101
1 2 1 IIT+11;1—-11 100
HEL et lo 2 1) "MHEY _get |0 2 1
0 -2 0 00 1
10 0], 100
HZHE _get 1o 2 0] 22 —2det |0 1 0] = —2
00 1 00 1

Also erhalten wir — wie es ja auch sein muss — dasselbe Ergebnis wie in Beispiel 7.1.6.

Nach dem wir nun aus Theorem 7.2.7 wissen, dass es genau eine Determinan-
te gibt, lohnt es sich, noch die folgenden Beobachtung aus dem Beweis von Theo-
rem 7.1.5 explizit festzuhalten:
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Korollar 7.2.11. Sei K ein Korper, n € N* und A € K"*". Es gilt det(A) # 0
genau dann, wenn A invertierbar ist.

7.3 Weitere Eigenschaften von Determinanten

In diesem Abschnitt besprechen wir noch einige weitere Eigenschaften von Determi-
nanten.

Der Determinaten-Multiplikationssatz

Die folgende Eigenschaft von Determinanten ist auf den ersten Blick vielleicht etwas
iiberraschend.

Theorem 7.3.1 (Determinanten-Multiplikationssatz). Sei K ein Korper, sein € N*
und seien A, B € K"*". Dann gilt

det(AB) = det(A) det(B).

Beweis. Wenn A nicht invertierbar ist, dann ist auch AB nicht invertierbar,” und
somit ist laut Korollar 7.2.11 sowohl det(AB) = 0 als auch det(A) = 0.

Sei nun also A invertierbar, und somit det(A) # 0 laut Korollar 7.2.11. Wir
betrachten die Abbildung

det : K™" & K,

C—

1
det(4) det(AC).

Weil die Abbildung det in den Spalten ihres Arguments n-linear und scherungsinva-
riant ist, kann man leicht nachrechnen, dass det ebenfalls diese Eigenschaften hat.
Auferdem gilt

det(I,) = det(A) = 1.

1
det(A)

Somit ist det eine Determinante. Laut Theorem 7.1.5 gibt es aber nur eine Determi-
nante, d.h. es folgt det = det, und somit

det(B) = det(B) = det(AB),

1
det(A)

was die Behauptung zeigt. d

SWarum nicht?
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Entwicklung von Determinanten

Nun kommen wir noch zu einer weiteren Eigenschaft von Determinante, dem soge-
nannten Entwicklungssatz. Er liefert eine Moglichkeit die Determinante einer Matrix
rekursiv iiber die Dimension zu berechnen.’

Theorem 7.3.2 (Entwicklungssatz). Sei K ein Korper und sei n € N*. Dann gilt:
(a) Fallsn =1 ist, gilt det A = A fiir alle A € KI*! =K.
(b) Falls n > 2 ist, gilt fiir jedes j € {1,...,n} und alle A € K"™*" die Formel

det A =" (=1)7TF Ay, det AUP),
k=1

wobei AUK) ¢ Kn=0x(=1) jeweils diejenige Matriz bezeichnet, die aus A ent-
steht, indem man die j-Zeile und die k-te Spalte streicht.

(c) Falls n > 2 ist, gilt analog auch fir jedes k € {1,...,n} und alle A € K"*"
die Formel

det A =" "(=1)7T* Ay, det AUF)
j=1

(mit derselben Notation wie in (b)).

Beweis. Fiir den Beweis verweisen wir auf die Literatur, zum Beispiel auf [Beul4,
Seiten 225-228|. O

Die Formel in (b) nennt man Entwicklung nach der j-ten Zeile, und die
Formel in (c) nennt man Entwicklung nach der k-ten Spalte.
Wir demonstrieren die Entwicklung nach der ersten Zeile an einem Beispiel:

Beispiele 7.3.3. Lassen Sie uns nochmals die Matrix

02 1
A=11 2 1| e R3S,
101

betrachten, die Sie nun schon aus mehreren Beispielen kennen. Indem wir die Deter-
minante nach der ersten Zeile entwicklen erhalten wir

2 1 1 1 1 2
detA—O-det[O J—Zdet[l J%—l-det[l O]

=-2(1-1-1-1)+1(1-0-1-2) = =2;

fir die letzte Gleichheit haben wir die Formel fiir die Determinante von 2 x 2-Matrizen
aus Korollar 7.2.8(b) verwendet.

STrotzdem ist der Satz eher von theoretischem Interesse, denn fiir die praktische Berechnung der
Determinante einer Matrix ist der Satz meist nur dann geeignet, wenn man eine Matrix vorliegen
hat, die in einer Zeile oder Spalte sehr viele Nulleintrage hat.
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7.4 Flachen und Volumen

Nun kommen wir zur geometrischen Fragestellung vom Anfang des Kapitel zuriick:
Wir wollen Fléchen und Volumina.

Um in Gefilden mit klarer geometrischer Intuition zu bleiben, sehen wir uns nur
die Dimensionen 2 und 3 an.

Theorem 7.4.1. (a) Fiir zwei Vektoren vy, vy € R? ist
|det [v1 v2]| € [0, 00)

die Fldche des Parallelogramms, das von vi und ve aufgespannt wird. Fir
V1, va,v3 € R? ist somit

% |det [v2 —v1, v —v1]| € [0,00)
die Fliche des Dreiecks mit den Eckpunkten vy, v und vs.
(b) Fiir drei Vektoren vy, ve,v3 € R3 ist
|det [vr vy ws]| € [0,00)

das Volumen des Parallelepipeds, das von vi, vo und vy aufgespannt wird. Fir
v1, V2, V3,04 € R3 ist somit

1
8 ‘det [vg — V1, U3 —U1, Ug— vl]} € [0,00)
das Volument des Tetraeders mit den Eckpunkten vi, v, vy und vy4.

FEinen exakten Beweis dieses Theorems konnen wir im Rahmen dieser Vorlesung
nicht geben — schon allein deshalb nicht, weil es gar nicht so klar ist, was eigentlich
eine prizise mathematische Definition der Gréfen Fldche und Volumen ist (einen
sehr allgemeinen axiomatischen Zugang zu diesen Fragen liefert die Mafitheorie, in
welcher man das sogenannte Lebesgue-Maf} einfiihrt). Intuitiv sollten die Formeln
fiir die Parallelogrammflache und das Volumen eines Parallepipeds Sie aber nicht
iiberraschen, denn wir haben die Determinante ja so definiert, dass Ihre Eigenschaften
zu den Eigenschaften von Parallelogrammflachen passen, die wir in Diskussion 7.1.1
besprochen haben.”

Die Formeln fiir Dreiecksflichen und Tetraedervolumen im Theorem folgen wie-
derum aus den entsprechenden Formeln fiir Paralleogramme und Parallelepipede.

Lassen Sie uns als einfache Anwendung noch einmal auf die erste Einstiegsfrage
am Beginn des Kapitels zuriickkommen:

"Fiir das Volumen von Parallelepipeden im R® erwartet man natiirlich analoge Eigenschaften.
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Beispiel 7.4.2. Wir betrachten das Viereck im R? mit den vier Eckpunkten

S R L A 5 I

und wollen seine Flédche berechnen. Hierzu unterteilen wir es an das Dreick mit den
Eckpunkten vy, v9, v3 — nennen wir es Ay — und in das Dreieck mit den Eckpunkten
v1, V3, V4 — Nennen wir es Ao.

Die Fléche von A; ist laut Theorem 7.4.1(a) gleich

-4 =7 31
1

1 1
3 ‘det [’Ug — v, 1)3—’01” =35 ‘det [ 5

und die Fldche von A, ist gleich

1
3 ’det [vg — vy, Vg — vlﬂ =

1 -7 -3

Also besitzt das gesamte Viereck die Fléche

1
% +5 = 20,5.

Berechnung von Flichen im R3

Nun wollen wir noch besprechen, wie man Flachen von Parellogrammen und Dreie-
cken im R? berechnen kann.

Diskussion 7.4.3 (Parallelogrammflichen im R3). Seien v, w € R3. Wenn wir die
Flache F' des Parallelogramms berechnen wollen, das von v und w aufgespannt wird,
konnen wir weder die Determinanten von 3 x 3-Matrizen noch die Determinante von
2 x 2-Matrizen berechnen — denn [v w] ist ja eine 3 x 2-Matrix, und somit ist fiir
diese Matrix gar keine Determinante definiert.

Wir koénnen aber trotzdem eine Moglichkeit finden die Fléache zu berechnen. Las-
sen Sie uns dies anhand mehrerer Schritte diskutieren:

e Schritt 1: Zunéchst betrachten wir den Spezialfall, dass die beiden Vektoren

v und w in der xyx9-Ebene liegen; dies bedeutet, dass ihre letzten Eintrage
jeweils 0 sind.
Wir kénnten nun einfach die letzten Eintrage weglassen, wiirden somit zwei
Vektoren im R? erhalten und kénnten dann die Fliche des aufgespannten Par-
allelogramms mithilfe der Determinante berechnen. Dies liefert das richtige
Ergebnis. Es gibt aber noch ein alternatives Vorgehen, bei dem man nicht ein-
zelne Eintrage der Vektoren weglassen muss, und dieses Vorgehen stellt sich
als praktischer heraus, wenn man eine allgemeine Formel herleiten mochte:

8Es ist wichtig, dass Sie sich dies noch einmal bewusst machen: Determinanten sind nur fiir
quadratische Matrizen definiert!
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Wir {iberlegen uns, dass die Flache F' des Parallelogramms natiirlich genauso
groft ist, wie das Volumen V des Parallelepipeds, das entsteht, wenn wir das
Parallelogramm in die dritte Raumrichtung mit Lénge 1 ausdehnen. Es gilt
also

F:V:‘det[v w 63”

(hierbei ist es aber wesentlich, dass v und w beide wirklich in der x;z2-Ebene
liegen).

Schritt 2: Als ndchstes beachten wir, dass fiir jede reelle 3 x 3-Matrix A die
Gleicheit

|det(A)] = (det(A) - det(A))"* = (det(AT) - det(A))"* = (det(ATA))"?

gilt; fiir die zweite Gleichheit haben wir Korollar 7.2.9 verwendet, und fiir die
dritte Gleichheit den Determinanten-Multiplikationssatz.

Wenn wir dies auf die Formel aus Schritt 1 anwenden, dann erhalten wir, dass
F? gleich der Determinante von

vt T vTw 0
[v w eg]T[v w 63] = |wT [v w 63]: why wTfw 0
ex 0 1

ist. Durch Entwicklung nach der dritten Zeile erhalten wir somit
T T T
9 VU vw v T
F* =det [wTU wTw} = det ([wT} [v w]) = det <[v w]" [v w]) .

Schritt 3: Zuletzt zeigen wir nun, dass die soeben hergeleitete Formel fiir F
(bzw. F?) sogar fiir alle Vektoren v,w € R3 gilt — auch dann, wenn sie nicht
in irgendeiner Koordinantenebene liegen.

Hierzu drehen wir den kompletten R? so, dass v und w nach der Drehung in
der xjx-Ebene zum Liegen kommen. Solche eine Drehung ist linear und wird
somit durch Multiplikation mit einer Matrix U € R3*3 beschrieben. Weil man
eine Drehung riickgdngig machen kann, ist U invertierbar, und eine Drehung
erhilt natiirlich die Fliche unseres Parallelogramms. Somit ist F? gleich der
quadrierten Flache des Parallelogramm, welches von Uv und Uw augespannt
wird, und weil die beiden letztgenannten Vektoren in der xjxo-Ebenen liegen,
folgt somit aus der Formel, die wir uns in Schritt 2 {iberlegt haben,

F2 = det ([Uv Uu]" [Uv Uw]) =det (U v w))™(U[v w]))

:det<[v w]TUTU[v w])
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Zuletzt bendtigen wir nun noch ein Resultat, welches in der Linearen Algebra 2
behandelt wird:® Eine Matrix U, die eine Drehung beschreibt, hat immer die
Eigenschaft, dass ihre inverse Matrix gleich ihrer transponierten Matrix ist,
d.h. es gilt UT = U~! und somit UTU = I3. Somit folgt also

F? = det ([v w]T [U w])

Man kann die Matrixmultiplikation auch noch explizit durchfiithren und dann
die Determinante der so erhaltenen 2 x 2-Matrix bestimmen: Damit erh&lt man
T T

vty vw
F? = det |:U)T’U wTw] = (M) (wTw) — (vTw)?

fiir die letzte Gleichheit haben wir verwendet, dass (wTv) = (wTv)T = vTw
gilt, weil wTv € K1 ist.

Indem man die Wurzel zieht, hat man somit eine einfache und kompakte Formel
fiir die Flache F' gefunden.

Lassen Sie uns die Formel, die wir soeben hergeleitet haben, in einem Theorem
festhalten:

Theorem 7.4.4. Seien v,w € R3. Das Parallogramm, das von v und w aufgespannt
wird, hat die Fldiche

\/det ([U w]T [v w]) = \/(UTU)(wTw) — (vTw)?.

T

Beachten Sie, dass die Ausdriicke vTv, wTw und vTw jeweils Zahlen sind. In-
dem man die entsprechende Matrixmultiplikation in allen drei Ausdriicken explizit

ausfiihrt, erhalt man
T 2 2 2
Vv =] + vy + 3,
T 2 2 2
VU = w) +wh; + ws,

viw = V1wl + vowsg + v3ws.

Diese Ausdriicke haben ebenfalls eine tieferliegende geometrischen Bedeutung, die in
der Linearen Algebra 2 erklért wird.

Aus dem Theorem kann man natiirlich auch sofort eine Formel zur Berechnung
von Dreiecksflichen angeben: Wenn das betrachtete Dreieck die Eckpunkte u, v, w
besitzt, so kann man das Theorem einfach auf die Vektoren v —u und w—u anwenden
und das Ergebnis durch 2 teilen.

Wir demonstrieren dies anhand eines einfachen Beispiels:

9Das heifit, wenn man diesen letzten Schritt der Herleitung verstehen will, muss man zuerst
die Lineare Algebra 2 (oder Teile davon) horen. Es erscheint aber trotzdem sinnvoll, diese Herlei-
tung hier schon einmal zu zeigen, damit Sie sehen, wie Determinanten auch zur Berechnung von
Parallelogrammflichen im R* verwendet werden konnen.
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Beispiele 7.4.5. Betrachten wir im R? das Dreieck mit den drei Eckpunkten e, 9, e3
(dies ist das sogenannten Einheitssimplex oder auch Wahrscheinlichkeitsim-
plex). Indem wir

-1 -1
vi=es—e = | 1 und w=e3—e; = |0
0 1

setzen, erhalten wir fiir die Flache des Einheitssimplex den Wert

1\/(UTU)(wTw) (vTw)? m = £

2

Mit demselben Vorgehen kann man zum Beispiel die Oberfliche von Tetraedern
berechnen, indem man fiir jede der vier Oberflichendreiecke die Fliache berechnet
und alle vier Flachen addiert.

7.5 Erganzungen

Das Vorzeichen von Permutationen

In der Vorlesung hatten wir den Beweis von Proposition 7.2.6 (welche besagt, dass
das Vorzeichen von Permutationen ein Gruppenhomomorphismus ist) ausgespart.
Bei Interesse konnen Sie ihn im Folgenden nachlesen:

Beweis von Proposition 7.2.6. Seien 0,7 € S,. Dann gilt

sgn(T) \<jiken  S8D (T(k) — T(j))
- 11 sgn (o(r(k)) — o(7(5))) I sgn (o(7(k)) — (T(J)))

sgn(cot) H sgn (U(T(k)) - U(T(j)))

rsren g0 (T(k) = 7(4)) roren sg0(T(k) = 7(j))
7(k)>7(5) 7(k)<7(3)

— H sgn (U(T(k)) — U(T(j))) . H sgn (J(T(j)) - U(T(k‘)))
7(k)>7(5) 7(k)<7(5)

= [I sen(or(k)—o(x() - I sen(o(z(k) —a(=(5))
7(k)>7(5) T(k)>7(j)

= I sen(o(r(k) —o(=(5)))
7(k)>7(5)

= I sen (o) - o(h)) = sen(o):
1<j<k<n

fiir die vierte Gleichheit haben wir im rechtsstehenden Produkt die Benennung der
Indizies j und k vertauscht. O
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Die Cramersche Regel

Man kann Determinanten auch verwenden, um eine Formel fiir die inverse Matrix
anzugeben — die sogenannten Cramersche Regel. In hoherer Dimension ist sie zur
tatsdchlichen Berechnung von inversen Matrizen &ufserst ungeeignet, aber Sie ist von
theoretischem Nutzen.

Sie konnen die Regel in der Literatur nachlesen, zum Beispiel in [Bos14, Ab-
schnitt 4.4].

Inhalte im R™

Man kann Léngen, Flachen und Volumen auf héher-dimensionale R&umen verallge-
meinern und erhélt dann auf R™ einen n-dimensionalen Inhalt. Wenn man nun im
R™ ein geometrisches Objekt hat, welches Teilmenge eines affinen Unterraums von
Dimension héchstens n — 1 ist, dann ist intuitiv klar, dass dieses den Inhalt 0 ha-
ben wird — genauso wie zum Beispiel Linien und Oberflichen im R? das Volumen 0
haben.

Allerdings haben Oberflichen im R? natiirlich eine Fliche, und Linien haben
eine Lénge. Dies kann man abstrakt erfassen, indem man fir d € {1,...,n} d-
dimensionale Inhalte im R"™ einfiihrt. Fiir n = 3 und d = 2 misst man damit also
Fliachen im R3. Die Erkenntnisse aus Diskussion 7.4.3 kann man auf diese Situation
verallgemeinern und erhélt somit das folgende Resultat:

Theorem 7.5.1. Seien 1 < d < n natirliche Zahlen und seien vy, ...,vq € R™. Dann
ist der d-dimensionale Inhalt I des Parallelepipeds, das von vy, ...,vq aufgespannt
wird, gegeben durch

I:\/det([vl vd]T[vl vdD.

Es ist interessant, einige Spezialfille der Formel zu disktuieren:

e Fiir d = n erhélt man mit Hilfe des Determinantenmultiplikationssatzes erwar-
tungsgemaifg die Formel

I:|det[v1 vn”

e Fiir d = 2 landet man wieder bei der Formel aus Theorem 7.4.4, ndmlich

1= eFo)Fe) — OF e

der einzige Unterschied besteht darin, dass die Vektoren nun n Eintrage haben
statt 3 Eintrdge (und dass die Vektoren nun v; und vg heiffen anstelle von v
und w).
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e Fiir d = 1 beschreibt I den eindimensionalen Inhalt des eindimensionalen Par-
allelepipeds, das vom Vektor v; aufgespannt wird — also einfacher ausgedriickt
die Lénge des Vektors v; € R™. Und in der Tat erhalten wir aus der Formel in
Theorem 7.5.1, dass

I= \/detvlTvl = /oo = /v + -+,

gilt — was genau die Formel ist, die man aufgrund des Satzes von Pythagoras
erwarten wiirde.

Der Witz an Theorem 7.5.1 ist natiirlich, dass es auch fiir alle anderen Werte von
d gilt.

Beispiel 7.5.2. Lassen Sie uns in R* das Einheitssimplex betrachten — dies ist ein 3-
dimensionales geometrisches Objekt in R*, welche durch die Eckpunkte e, es, €3, e4
begrenzt wird.

Mit Theorem 7.5.1 kann man den 3-dimensionalen Inhalt des 3-dimensionalen
Parallelepipeds bestimmen, welches von den Vektoren

€2 — €1, €3—¢€1, €4 —¢€1

aufgespannt wird. Dieser Inhalt hat den Wert 2.

Wenn man lediglich den 3-dimensionalen Inhalt des Einheitssimplex wissen méch-
te, muss man noch durch 3! = 6 teilen (um dies sauber zu begriinden, sind zum
Beispiel Mittel der Integralrechnung niitzlich, die Sie in den Vorlesungen Analysis 1

und 2 lernen werden). Also hat das Einheitssimplex in R* den 3-dimensionalen Inhalt
2 _ 1

5= 3
Allgemeiner kann man sich mit &hnlicher Vorgehensweise iiberlegen, dass das
Einheitssimplex in R™ den (n — 1)-dimensionalen Inhalt

Vo
(n—1)!
besitzt.

Literaturhinweise

Hier einige Hinweise zu Literaturstellen, in denen Determinanten aus anderer Per-
spektive dargestellt werden, als wir es hier getan haben:

e Neben dem axiomatischen Zugang, den wir verwendet haben, wihlen manche
Autorinnen und Autoren zum Beispiel den Weg, die Determinante direkt iiber
die Leibnizformel zu definieren; dies ist zum Beispiel in [Mey00, Kapitel 6| der
Fall.

Alternativ kann man die Determinante auch rekursiv iiber den Entwicklungs-
satz definieren; dies wird zum Beispiel in [TT08, Abschnitt 11.3] und [Lan86,
Kapitel VII| getan.
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7.5. Ergdnzungen

e Ein anderer Beweis des Determinantenmultiplikationssatzes (der darauf ba-
siert, invertierbare Matrizen als Produkt mdoglichst einfacher Matrizen darzu-
stellen), kann zum Beispiel in [Beul4, Abschnitt 7.6] nachgelesen werden.

e Man kann grofte Teile der Linearen Algebra auch ganz ohne Determinanten
entwickeln. Dieser Zugang wird zum Beispiel vom US-amerikanischen Mathe-
matiker Sheldon Axler stark propagiert und in seinem Buch Linear Algebra
Done Right [Ax197] dargestellt (Determinanten kommen in dem Buch trotz-
dem vor, aber erst ganz am Ende).
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Kapitel 8

Polynome und Ringe

Einstiegsfragen. (a) Ist R3*3 mit der iiblichen Addition und der Matrixmulti-

(b)

(f)

plikation eigentlich ein Kérper? Und R?*2? Und R!*1?
Sei z € R. Multiplizieren Sie den Ausdruck

(322 —z+1)(5a — 42 + x + 2)
aus.

Und jetzt allgemeiner: Sei x € R, und seien auch «g, ay, s sowie By, ..., B3
relle Zahlen. Multiplizieren Sie den Ausdruck

(a22?® + a1z + ag)(Bsz® + Bez® + Biz + Bo)

aus.
Und jetzt noch allgemeiner: Sei x € R, seien m,n € N, und seien ag,. .., qm,
sowie By, ..., By reelle Zahlen. Multiplizieren Sie den Ausdruck
(mz™ + ... a1zt + agx®)(Bpa™ + - - - + Bzt + o)
aus.

Koénnnen Sie die Ausdriicke appz™+. .. crzt +apx® und Ba"+- - -+ Brat + By’
aus der vorangehenden Frage auch mit Hilfe des Summenzeichens ) | schreiben?

Ubrigens: Die Zahl 2, die in beiden Ausdriicken vorkommt, miisste man nicht
extra dazu schreiben. Wieso nicht? Und was hat man davon, sie trotzdem in
dieser Form hinzuschreiben?

Sei A € R?X2, Was ist nochmal mit dem Ausdruck A* gemeint?
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8. POLYNOME UND RINGE

8.1 Ringe

Das Ziel von Kapitel 8 ist es, Polynome und Polynomfunktionen — denen Sie in den
Ubungen schon kurz begegnet sind — mehr im Detail zu betrachten. Dazu fithren
wir in diesem Abschnitt zundchste eine weitere algebraische Struktur ein, nédmlich
Ringe. Dieses Konzept ist etwas allgemeiner ist der Begriff des Korpers, den Sie
bereits aus Kapitel 2 kennen.

Ringe und Ringhomomorphismen

Definition 8.1.1 (Ring). Ein Ring ist ein Tupel (R, +, ), wobei R eine nicht-leere
Menge ist, und 4 und - Abbildungen sind mit den folgenden Eigenschaften:

indare Verknupfungen auf R: Es gilt + : — R und - : — R.
RO) B Verkniipf f R: Es gil R? 5 Rund -: R> - R

(R1) Awziome der Addition:
Es ist (R, +) eine kommutative Gruppe.

Das neutrale Element dieser Gruppe bezeichnet man mit 0. Aufserdem verwen-
det man fiir jedes r € R die Notation —r um das inverse Elemente von r in
der Gruppe (R, +) zu bezeichnen.

(R2) Assoziativitit der Multiplikation: Es ist (R, -) eine Halbgruppe mit neutralem
Element.

Das neutrale Element bezeichnet man mit 1.

(R3) Distributivgesetze: Fiir alle r, s, t € R gilt

(r+s)-t=r-t+s-t und  t-(r+s)=t-r+t-s.

Man nennt einen Ring (R, +,-) kommutativ, falls - kommutativ ist. !

Wie in Korpern vereinbart man auch in Ringen die Konvention Punkt-vor-
Strich — d.h., das Zeichen - bindet stérker als das Zeichen + —, und man lasst hdufig
das Zeichen - weg, d.h. man schreibt fiir r, s € R einfach rs anstelle von r - s.

Ahnlich wie bei Kérpern und Vektorrdumen spricht man hiufig kurz von einem
,Ring R anstellen von einem ,Ring (R, +,-)* — und denkt sich dann implizit dazu,
dass die beiden Verkniipfungen wie iiblich mit + und - bezeichnet werden.

Genauso wie man zwischen Vektorrdumen lineare Abbildungen studiert und man
zwischen Gruppen Gruppenhomomorphismen untersucht, studiert man zwischen Rin-
gen sogenannten Ringhomomorphismen:

Definition 8.1.2 (Ringhomomorphismus). Seien R und S Ringe. Eine Abbildung
p : R — S heiftt Ringhomomorphismus, wenn Sie die folgenden Eigenschaften
erfillt:

'Dh. falls - s = s - r fiir alle 7, s € R gilt.
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8.1. Ringe

(RHO) Fiir alle r1,79 € R gilt p(r1 +1r2) = @(r1) + ©(r2).
(RH1) Fiir alle 71,72 € R gilt o(rire) = @(r1)p(r2).

(RH2) Es gilt p(1) = 1.

Einige Beispiele

Lassen Sie uns einige Beispiele aufzéhlen:

Beispiele 8.1.3. (a) Jeder Korper ist eine kommutativer Ring.
(b) Esist (Z,+,-) ein kommutativer Ring.
(c) Esist (N,+,-) kein Ring, denn (N, +) ist keine Gruppe.

(d) Die Menge 27Z aller geraden Zahlen, zusammen mit der tiblichen Addition und
Multiplikation, erfiillt alle Axiome eines Ringes mit Ausnahme einer Eigen-
schaft: Die Multiplikation besitzt kein neutrales Element.

(e) Sei K ein Kérper und n € N*. Dann ist K™*" zusammen mit der komponen-
tenweise Addition und der Matrixmultiplikation eine Ring.? Falls n > 2 ist, ist
dieser Ring nicht kommutativ.

Zum Schluss dieses Abschnitts geben wir noch zwei etwas interessantere Beispiele
an:

Beispiele 8.1.4. (a) Wir statten Z[v/2] := {a+bv2 | a,b € Z} C R mit der iibli-
chen Addition 4 und Multiplikation - reeller Zahlen aus. Dann ist (Z[v/2], -+, -)
ein kommutativer Ring. Man kann alle Ringaxiome leicht nachpriifen; die einzi-
ge Eigenschaft, die vielleicht etwas iiberraschend ist, ist, dass die Multiplikation
tatséichlich eine innere Verkniipfung auf Z[v/2] ist. Das sieht man folgenderma-
fen: Seien a; + b1v/2 und as + bov/2 in Z[V2] (mit ay,by,az,by € Z). Dann
gilt

(a1 + b1V2)(ag + b2V/2) = ajas + 2b1by + (a1bs + braz) V2 € Z[V2).

Man kann sich iiberlegen, dass (Z[v/2,+,-) aber kein Kérper ist. Das machen
wir in den Ubungen.

(b) Wir statten Q[v2] == {a +bv/2 | a,b € Q} C R mit der iiblichen Addition
+ und Multiplikation - reeller Zahlen aus. Dann ist (Q[v/2], +, ) ebenfalls ein
kommutativer Ring — und im Gegensatz zu (Z[v/2], +, -) sogar ein Kérper.?

Ein Beispiel eines Ringhomomorphismus werden wir weiter unten sehen.

2Frage: Was ist das neutrale Element der Multiplikation in diesem Ring?
3Uberlegen Sie sich bitte in Ruhe auf einem Blatt Papier, weshalb jedes Element in Q[v/2] \ {0}
ein multiplikativ inverses Element hat.
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8. POLYNOME UND RINGE

8.2 Polynome und Polynomfunktionen

Polynome und Multiplikation von Polynomen

Um Polynome einzufiihren miissen wir zunéchst kurz dariiber reden, was man unter
einer Folge versteht. Sei M eine Menge. Eine Folge in M ist eine Aufzéhlung von
Elementen

(ap,ay,ag,...)

von M — d.h. fiir jedes n € N sei ein Elemente a,, € M gegeben. Haufig notiert man
solche eine Folge in der Kurzform (ay,)nen.? Zwei Folgen in M heifen gleich, wenn
an jeder Stelle ihre Komponenten gleich sind.

Folgen in Koérpern, die nur endlich viele von Null verschiedene Glieder besitzen,
kann man auf folgende Weise verkniipfen:

Diskussion 8.2.1 (Faltung endlicher Folgen). Sei K ein Korper.

(a) Wir nennen eine Folge (ap)neny in K endlich, falls hochstens endlich viele
der Komponenten a,, ungleich 0 sind — d.h., falls es ein ng € N gibt mit der
Eigenschaft a,, = 0 fir alle n > nyg.

(b) Seien a = (an)nen und b = (b, )nen zwei endliche Folgen in K und sei a € K.
Dann definiert man die Folgen a + b und « - @ komponentenweise, d.h.

a+b=(an+ by)nen und - a = (Qan)nen.

Man kann dann nachrechnen, dass die Menge der endlichen Folgen in K mit
den beiden Verkniipfungen + und - ein Vektorraum iiber K ist.

(c) Seien wieder a = (an)neny und b = (by)nen zwei endliche Folgen in K. Dann
definieren wir ihre Faltung als die Folge

axb= (> arby k)nen
k=0

in K. Man beachte, dass a x b selbst wieder eine endliche Folge ist.

Nun kann man durch nachpriifen der Axiome zeigen, dass die Menge aller
endlichen Folgen in K zusammen mit den beiden Verkniipfungen + und * ein
kommutativer Ring ist. Das multiplikativ neutrale Element 1 ist hierbei die
Folge

(1,0,0,...).

4Beachten Sie, dass eine Folge also im Grunde nichts weiter ist als ein Tupel — allerdings mit
unendlich vielen Komponenten, die iiber N indiziert sind.
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8.2. Polynome und Polynomfunktionen

(d) Die Faltung von endlichen Folgen kann man etwas handlicher aufschreiben,
wenn man die folgende Notation einfiihrt: Die Folge

(07]‘70?07“')7

die an der Stelle 1 den Skalar 1 stehen hat und ansonsten nur aus dem Skalar
0 besteht, bezeichnen wir fortan mit dem Symbol X. Aufserdem verwenden wir
fiir endliche Folgen a in K und n € Ny die Potenznotation ¢ = 1 fir n = 0
und a™ = a*---xa fiir n > 1, wobei a hier n-mal auftaucht. Es gilt natiirlich
a™t" = q™ x " fiir alle m,n € N.

Mit dieser Notation gilt
X"=(0,...,0,1,0,0,...),

wobei die 1 genau an der Stelle n steht.

Wenn nun a = (a,)nen und b = (b, )nen endliche Folgen in K sind, und ng,ny €
N sind mit der Eigenschaft a,, = 0 fiir alle n > ng und b, = 0 fiir alle n > n;,
dann gilt

no ni
a:ZanX" und b:anX".
n=0 n=0

Damit kann man endliche Folgen in K also als Summe {iber X" ausdriicken.
Dies hat den grofien Vorteil, dass man die Faltung von a und b nun ganz leicht
ausdriicken kann, indem man die Summen ausmultipliziert® und die Rechenre-
gel XMt = X™ & X™ fiir alle n,m € N benutzt. Mit obenstehender Notation
erhalten wir somit

no ni no+mni n
axb= (Z anX")*(Z b X") = Z ( akbn—k>Xn'
n=0 n=0 n=0 k=0

Im Grunde wissen wir natiirlich schon, dass wir dieses Ergebnis erhalten miissen
— denn genauso war ja die Faltung definiert. Allerdings hat diese Schreibweise
den Vorteil, dass sie konkrete Rechnungen sehr erleichtert. Dies illustrieren wir
im Folgenden anhand eines einfachen Beispiels.

Beispiel 8.2.2. Lassen Sie uns den Koérper R betrachten und die beiden endlichen
Folgen

a=(1,2,1,0,0,...) und b=(1,1,0,0,...)

in R. Wenn wir direkt die Definition der Faltung verwenden, erhalten wir fir die
Komponenten (a % b),, die folgenden Werte:

0
(CL* b)o = Zakbo—k = aobo = 1,
k=0
®Beachten Sie, dass Ausmultiplizieren tatséchlich méglich ist, weil in einem Ring das Distribu-
tivgesetz gilt!
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1
(a*b)l = Zakbl_k = apgb1 + a1bg = 3,

k=0
2
(a*b)g = Zakbsz = agb1 + a1b1 + asbg = 3,
k=0
3
(axb)3 = Z agbz_r = agbs + a1bs + azby + azbg =1,
k=0
4
(a * b)4 = Z apbs_, = agby + a1bg + asbs + aszby + agby = 0,
k=4
(axb), =0 fiir alle weiteren n.

Also ist insgesamt

axb=(1,3,3,1,0,0,...).

Dieselbe Rechnung kann man stattdessen aber auch iibersichtlicher durchfiihren,
indem man

axb=(14+2X + X% (1+X)=1+3X +3X>+ X* =(1,3,3,1,...)

berechnet.

Definition 8.2.3 (Polynomringe). Sei K ein Korper.

(a)

Die Menge aller endlichen Folgen in K bezeichnen wir mit K[X]; wir statten
sie mit der Addition, der skalaren Multiplikation und der Faltung aus Diskussi-
on 8.2.1 aus — wodurch die Menge zu einem Vektorraum iiber K und zu einem
kommutativen Ring wird — und nennen Sie dann den Polynomring iiber K.

Die Elemente von K[X] bezeichnet man als Polynome mit Koeffizienten
aus K. Man schreibt solch ein Element wie in Diskussion 8.2.1 in der Form

ap+a X'+ .. ap, X"

fiir geeignete Skalare ag,...,a, € K; diese Skalare heiffen die Koeffizienten
des Polynoms.”

Man kiirzt Polynome héufig mit Symbolen wie p(X) oder ¢(X) ab.

50der manchmal auch kiirzer als Polynome iiber K.

"Genau genommen hat das Polynom natiirlich unendlich viele Koeffizienten — aber die Koeffi-
zienten fiir alle Indizes > n sind 0. Beachten Sie, dass zwei Polynome genau dann gleich sind, wenn
all ihre Koeffizienten gleich sind.
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(¢) Wenn man endliche Folgen in K in der gerade beschriebenen Weise notiert,
dann bezeichnet man die Faltung iiblicherweise einfach als Multiplikation
und notiert sie mit - anstelle von *.

(d) Sei p(X) = > p_oarX”® € K[X] mit ag,...,a, € K. Falls mindestens einer
der Koeffizienten ag, ..., a, ungleich 0 ist, dann nennt man das grofste d > 0
mit ag # 0 den Grad von p(X); man notiert ihn als deg(p(X)).® Falls alle
Koeffizienten des Polynoms p(X) gleich Null sind, dann setzt man deg(p(X)) =
—00.

Wir zeigen kurz einige einfache Beispiele:
Beispiele 8.2.4. Lassen Sie uns den Korper Q betrachten.
(a) Das Polynom
1+ X)2+ X)
ist, wie man durch Ausmultiplizieren sehen kann, gleich dem Polynom
243X + X2
es hat somit die Koeffizienten 2, 3,1 und den Grad 2.

(b) Das sogenannte Nullpolynom 0 hingegen — welches das additiv neutrale Ele-
ment in Q[X] ist — hat keine von Null verschiedenen Koeffizienten; es hat den

Grad —oo (und es ist natiirlich das einzige Polynom in Q[X] mit dieser Eigen-
schaft).

(c) Das Polynom 1 — welches das multiplikativ neutrale Element in Q[X] ist — hat
den Koeffizienten 1 (an der Stelle 0), und ansonsnten nur Nullen als Koeffizi-
enten. Es gilt deg(1) = 0.

Beachten Sie unbedingt, dass Polynome also keine Funktionen sind!'® Trotzdem
kann man Polynome ineinander einsetzen:

Diskussion 8.2.5 (Einsetzen von Polynomen). Sei K ein Korper und seien p(X), ¢(X) €
K[X]. Wir schreiben ¢(X) in der Form q(X) = bo X +---+b, X™ fiir ein n € N und
Skalare by, ..., b, € K. Dann definiert man

qa(p(X)) = bp(X)* € K[X].
k=0

Man kann die folgenden Eigenschaften nachrechnen:!!

8Die Abkiirzung deg steht fiir das englische Wort ,,degree®.

9Beachten Sie, dass man 1 etwas ausfiihrlicher in der Form 1X° schreiben kann.

OWir werden allerdings in Kiirze noch sogenannte Polynomfunktionen einfiihren — diese sind
tatsdchlich Funktionen und hangen eng mit Polynomen zusammen.

1VWas wir an dieser Stelle aber nicht im Detail ausfiihren.
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(a) Das ineinander Einsetzen von Polynomen ist assoziativ.
(b) Fiir jedes p(X) € K[X] ist die Abbildung

K[X] — K[X],
a(X) — q(p(X))

ein Ringhomomorphismus.

Letztgenannte Eigenschaft demonstrieren wir noch anhand eines einfachen Bei-
spiels:

Beispiel 8.2.6. Betrachen wir die Polynome
pX)=X+1, q¢X)=X+2, rX)=X?

in R[X]. Laut Diskussion 8.2.5(b) gilt (¢7)(p(X)) = q(p(X)) r(p(X)).1?
Lassen Sie uns dies der Anschauung halber in diesem Beispiel noch einmal konkret
nachrechnen: Einerseits ist

(qr)(X) = ¢(X)r(X) = (X +2)X% = X3 + 2X2,
und somit

(gr)(p(X)) = (X +1)° + 2(X + 1)
= X34+ 3X2 43X +1+42X%2 44X +2=X3+5X2+7X +3.

Andererseits ist

(X+1)+2) (X +1)?
= (X +3)(X*+2X +1) =X’ +5X>+7X +3.

q(p(X)) +r(p(X))

Polynomfunktionen

Nachdem wir nun abstrakt geklart haben, was ein Polynom ist, wollen wir als néchs-
tes iiber den verwandten Begriff der Polynomfunktion sprechen.

Definition 8.2.7 (Polynomfunktionen). Sei K ein Kérper. Eine Funktion f : K — K
heifit eine Polynomfunktion, falls es ein n € N und Skalare ay,...,a, € K gibt
mit der Eigenschaft

f(x) = Zakxk fiir alle x € K.
k=0

2Wobei wir (gr)(X) als Abkiirzung von q(X)r(X) verwenden.
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Wiéhrend es sich bei einem Polynom also nicht um eine Funktion handelt, sondern
lediglich um eine — speziell geschrieben — endliche Folge, ist eine Polynomfunktion
tatsachlich eine Funktion.

Man kann allerdings jedem Polynom eine Polynomfunktion zuordnen. Dies be-
sprechen wir in der folgenden Diskussion:

Diskussion 8.2.8. Sei K ein Korper.
(a) Die Menge Abb(K;K) ist mit der tiblichen Addition und der durch

(f-9)(x) = f(x)g(x) fir alle z € K

fiir alle f,g € Abb(K;K) gegebenen Multiplikation ein kommutativer Ring.!3

(b) Fiir jedes Polynom p(X) = >}, ax X* € K[X] (mit n € Nund ao, ... ,a, € K)
definieren wir eine Polynomfunktion p € Abb(K;K) durch

p(x) = Z apz® fiir alle z € K.
k=0

Dann kann man direkt nachrechnen, dass die Abbildung
¢ : K[X] — Abb(K; K)
p(X) = p

ein Ringhomomorphismus ist.

Auflerdem ist ¢ vertridglich mit der Hintereinanderausfithrung, d.h., fiir alle
p(X),q(X) € K[X] gilt

¢(¢(p(X))) = Gop.

Bevor wir einige Eigenschaften der Abbildung p(X) — p(X) genauer studieren,
wollen wir zunéachst einige Beispiele betrachten.

Beispiele 8.2.9. (a) Betachten wir das Polynom
p(X)=X?+iX +2¢€C[X].
Die Funktion p ist dann die Abbildung C — C, die durch
px)=24+iz+2 firallez eC
gegeben ist. Es gilt also beispielsweise

p0)=2,  p1)=3+i,  p(i) =0.

13Was ist das multiplikativ neutrale Element ist in diesem Ring? Und warum handelt es sich
nicht sogar um einen Koérper?
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8. POLYNOME UND RINGE

(b) Lassen Sie uns nun die beiden Polynome

p(X)=X2+[1] und ¢X)=X3+X2+[2]X +[1]

in F3[X] betrachten. Die beiden Polynome haben verschiedene Koeffizienten
und somit verschieden.

Betrachten wir nun die zugehorigen Polynomfunktionen p,q : F3 — F3. Es
erfiillen

(o) =M, o@D =102  »p(2) =2,
und — g([0)) =[1], (@) =101  q4(2]) = 2.

Es gilt also p = ¢ — d.h. obwohl die beiden Polynome p(X) und ¢(X) ver-
schieden sind, sind die zugehorigen Polynomfunktionen gleich. Oder anders
ausgedriickt: Wenn die beiden Polynomfunktionen iibereinstimmen, kann man
trotzdem nicht schlieften, dass die zugehorigen Koeffizienten bzw. die zugeho-
rigen Polynome gleich sind.

3>

Dies ist der Grund, weshalb man zwischen Polynomen und Polynomfunktionen
unterscheidet.

In Theorem 8.2.17 werden wir charakterisieren, wann genau das soeben beobach-

tete Verhalten — das die Polynomfunktionen zweier verschiedener Polynome iiberein-
stimmen — auftreten kann. Hierzu brauchen wir aber zunéchst noch ein paar Begriffe.

Nullstellen und Faktorisierung

Definition 8.2.10 (Nullstelle). Sei K ein Koérper und p(X) € K[X]. Ein Element
zo € K heift eine Nullstelle von p(X), wenn p(zg) = 0 gilt.

Nullstellen von Polynomen kann man in folgender Weise nutzen um das Polynom

zu faktorisieren:

Proposition 8.2.11. Sei K ein Korper, p(X) € K[X] und sei xy € K eine Nullstelle
von p(X). Dann gibt es ein Polynom q(X) € K[X]| mit der Eigenschaft p(X) =
(X — 20)q(X).

Beweis. Lassen Sie uns das Polynom

r(X) = p(X + o)

betrachten. Wir kénnen es in der Form r(X) = > }_, ax X* fiir geeignetes n € N
und geeignete ag, . .., a, € K schreiben.
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und somit folgt p(X) = (X — x9) = (X — z9)s(X — xg). Also folgt die Behauptung
mit ¢(X) = s(X — x0). O

Der Beweis liefert offenbar auch ein Verfahren um das Polynom ¢(X) zu berech-
nen. Lassen Sie uns dies anhand eines Beispiels demonstrieren:

Beispiel 8.2.12. Sei
p(X) = X3+ X% -2 c R[X].

Es gilt p(1) = 0. Lassen Sie uns nun das Verfahren aus dem Beweis von Proposi-
tion 8.2.11 verwenden um ein Polynom ¢(X) € R[X]| mit p(X) = (X — 1)g(X) zu
finden:

Wir definieren

rX)=pX+1)=X+1)P>+(X+1)2-2
= X3 43X2 43X +1+X24+2X4+1-2
= X3 +4X2 45X = X(X?+4X +5).

Wir definieren also s(X) = X2 4+ 4X + 5 und

(X)) =s(X-1)=(X-12+4X-1+5
=X?-2X +1+4+4X —4+5=X>+2X +2.

Laut des Beweises von Proposition 8.2.11 muss somit p(X) = (X — 1)g(X) gelten.!*

Bemerkung 8.2.13 (Polynomdivision). Es gibt {ibrigens ein direkteres Verfahren
um fiir ein Polynom p(X) mit Nullstelle 2y ein Polynom ¢(X) mit der Eigenschaft
p(X) = (X — x0)g(X) zu finden: Die sogenannte Polynomdivision.

Diese kennen Sie vielleicht schon aus der Schule. An dieser Stelle werden wir
sie vorerst nicht weiter besprechen. Sie spielt aber in der Ringtheorie eine wichtige
Rolle, weshalb sie vermutlich in Vorlesungen iiber Algebra (oder vielleicht auch in
der Linearen Algebra 2) besprochen wird.

Lassen Sie uns fiir einen Korper K und ein Polynom p(X) € K[X] betrachten,
dass nicht das Nullpolynom ist und eine Nullstelle ¢y € K besitzt. Aus Proposi-
tion 8.2.11 wissen wir, dass wir p(X) in der Form p(X) = (X — z¢)q(X) fiir ein
Polynom ¢(X) schreiben kénnen. Durch Ausmultplizieren sehen wir auferdem, dass
deg(p(X)) = deg(q(X)) + 1 gilt. Nun gibt es zwei Moglichkeiten: Entweder ¢(X)
hat keine Nullstelle in K — oder ¢(X) hat eine Nullstelle, die wir dann wiederum
absplitten kénnen. Indem wir diesen Schritt endlich oft wiederholen, erhalten wir die
folgende Aussage:

1Falls Sie skeptisch sind, kénnen Sie das Ergebnis natiirlich sofort nachpriifen, indem Sie einfach
ausmultiplizieren.
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8. POLYNOME UND RINGE

Proposition 8.2.14. Sei K ein Kdrper und sei p(X) € K[X] ein Polynom mit Grad
d = deg(p(X)) € N (also nicht das Nullpolynom). Dann gibt es ein n € {0,...,d},
Skalare 1, ..., x, und ein Polynom q(X) € K[X] vom Grad deg(q(X)) = d —n mit
den folgenden Figenschaften:

(a) Die Skalare x1,...,x, sind genau die Nullstellen von p(X).15

(b) Es gilt p(X) = (X —z1) - (X — ) - ¢(X).
(¢) Das Polynom q(X) hat keine Nullstelle in K.

Insbesondere ist die Anzahl der verschiedenen Nullstellen von p(X) nicht gréfier als
der Grad von p(X).

Definition 8.2.15 (Vielfachheit von Nullstellen). In der Situation von Propositi-
on 8.2.14 verwenden wir die folgende Terminologie:

(a) Sei zp € K eine Nullstelle von p(X). Unter der Vielfachheit von z( versteht
man die Anzahl, die angibt, wie hiufig =g in der Liste z1, ..., z, vorkommt.'6

(b) Man sagt, dass das Polynom p(X) tiber K in Linearfaktoren zerfillt, wenn
deg(g(X)) = 0 gilt.

Wenn also p(X) iiber K in Linearfaktoren zerfallt, dann ist ¢(X) einfach nur eine
(von Null verschiedene) Konstante. Es ist dann n = d und p(X) = (X —z) -+ - (X —
xq)q(X), also kann man durch Ausmultiplizieren sehen, dass die Konstante g(X)
gleich dem fiihrenden Koeffizienten von p(X) sein muss.!”

Lassen Sie uns zur Illustration zwei Beispiele besprechen:

Beispiele 8.2.16. (a) Wir betrachten das Polynom p(X) = X3 + X € R[X]. Es
besitzt den Grad 3 und die Nullstelle 1 = 0. Wir koénnen es schreiben als

p(X)=X(X%2+1).

Das Polynom X2 + 1 besitzt hingegen keine Nullstelle in R (warum iibrigens
nicht?), also sind wir mit ¢(X) = X2+1 in der Situation von Proposition 8.2.14.

(b) Wir betrachten nochmals dasselbe Polynom, aber dieses mal iiber dem Kérper
C, d.h. wir betrachten p(X) = X3 + X € C[X]. Es gilt

p(X) = X(X?) = X(X = i)(X +1),

d.h. wir sind in der Situation von Proposition 8.2.14 mit ¢(X) =1, n = 3 und

den Nullstellen 1 = 0, 9 =i und x3 = —1.
15Beachten Sie hierbei, dass manche der Skalare in der Liste 1, . . ., 2, auch mehrfach vorkommen
koénnen.

'Es handelt sich bei der Vielfachheit also um eine natiirliche Zahl ungleich 0.
"Unter dem fiihrenden Koeffizienten eines Polynoms versteht man den von 0 verschiedenen
Koeffizienten mit dem grofsten Index.
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8.3. Der polynomielle Funktionalkalkiil

Nun kénnen wir wie angekiindigt kldren, wann ein Polynom durch seine zugeho-
rige Polynomfunktion eindeutig bestimmt ist:

Theorem 8.2.17. Sei K ein Kdrper. Der Ringhomomorphismus
¢ : K[X] = Abb(K; K)
p(X) = p
aus Diskussion 8.2.8(b) ist genau dann injektiv, wenn K unendlich viele Elemente

hat.

Beweis. ,, = Wir zeigen die Kontraposition der behaupteten Implikation: Besitze
K also nur endlich viele Elemente x1,...,x,. Dann ist jedes Elemente von K eine
Nullstelle des Polynoms

k=1
also ist p die konstante Nullfunktion — d.h. ¢(p(X)) = ¢(0). Allerdings ist p selbst
nicht das Nullpolynom, denn es besitzt Grad n. Dies zeigt, dass ¢ nicht injektiv ist.

»<=" Es besitzt K unendlich viele Elemente, und es seien p(X), ¢(X) € K[X] mit
p = ¢. Fiir das Polynom r(X) := p(X) — ¢(X) gilt dann 7 = 0.

Also verschwindet 7 an jedem Element aus K, d.h. 7(X) besitzt unendlich vie-
le Nullstellen. Laut Proposition 8.2.14 ist dies aber nur méglich, wenn r(X) das
Nullpolynom ist — also gilt »(X) = 0 und somit p(X) = ¢(X).

Dies zeigt die Injektivitat von . O

Zum Schluss vereinbaren wir noch die folgende notationelle Vereinfachung:

Vereinbarung 8.2.18. Sei K ein Kérper, sei p(X) = > 7_, ax X" € K[X] (mit n € N
und ay, . .., a, € K) und sei zp € K. Dann verwenden wir anstelle der Notation p(x)
auch einfach kurz die Notation p(zp) — d.h. wir benutzen die Notation

n
p(xo) = Zakxlg.
k=0

Im praktischen Umgang mit Polynomen unterscheidet man also oft nicht zwischen
den Notationen p(xg) und p(xo) — allerdings sollte man sich im Hinterkopf trotzdem
stets bewusst sein, dass ein Polynom nicht das gleiche wie eine Polynomfunktion ist.

8.3 Der polynomielle Funktionalkalkiil

Einsetzen von Matrizen in Polynome

Nun gehen wir noch einen Schritt weiter als zuvor: Wir setzen in Polynome nicht
nur mehr Elemente des zugrunde liegenden Korpers ein, sondern sogar (quadratische
Matrizen):
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Zur Erinnerung: Fir £ € N und A € K"*™ (wobei K ein Korper ist und n € N*)
verwenden wir fiir die Notation

I, falls £k = 0,
k
A"=49 A A fallsk>1.

n Faktoren

Damit kénnen wir nun erklaren, wie man eine quadratische Matrix in ein Polynom
einsetzt:

Definition 8.3.1. Sei K ein Korper, n € N* und sei A € K"*". Fiir jedes p(X) =
St arX® € K[X] (mit m € Nund ag, . ..,an € K) definieren wir

p(A) = 2’7‘: apAF € Kmxm,
k=0
Die Abbildung
K[X] — K™,
p(X) = p(A)
heifit der polynomielle Funktionalkalkiil von A.

Die folgenden Eigenschaften des polynomiellen Funktionalkalkiils kann man wie-
der direkt nachrechnen.

Proposition 8.3.2. Sei K ein Korper, n € N* und sei A € K"*",
(a) Der polynomielle Funktionalkalkiil
K[X] — K™,
p(X) — p(4)
von A ist ein Ringhomomorphismus.

(b) Der polynomielle Funktionalkalkiil ist vertriglich mit dem ineinander Einsetzen
von Polynomen, d.h. fir p(X), q¢(X) € K[X] liefert einsetzen von A in q(p(X))
diesselbe Matriz wie Einsetzen von p(A) in q(X).'8

Das charakteristische Polynom

Nun kommen wir zu einem &ufserst wichtigen Zusammenhang zwischen Polynomen
und Matrizen:

Definition 8.3.3 (Charakteristisches Polynom). Sei K ein Korper, n € N* und sei
A € K", Das charakteristische Polynom p4(X) € K[X] von A ist definiert als

pa(X) =det(X - I, — A).

18Und diese bezeichnet man natiirlich mit g(p(A)).
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Genau genommen muss man sich fragen, was mit dem Ausdruck det(X - I, — A)
eigentlich gemeint ist — denn X ist ja genau genommen gar kein Element von K
(auch wenn wir héufig Elemente von K fiir X einsetzen). Wenn man ganz préizise
sein mochte, kann man diesen Ausdruck einfach mit Hilfe der Leibnizformel erklaren
als

pa(X) =det(X - I, — A) = > sgn(o) [[(X - I — Aoy,
Uesn .7:1

wobei

X —Ay; fallsh=j
fir h,7 € {1,...,n} ist. Anhand dieser Formel sieht man auch, dass das charakte-
ristische Polynom den Grad n besitzt.

Neben der Leibnizformel kann man zur Berechnung des charakteristischen Po-
lynoms auch den Entwicklungssatz flir Determinanten verwenden. Was hingegen im
Allgemeinen nicht gut funktioniert, ist die Verwendung des Gaufi-Algorithmus — denn
dadurch, dass nun die Variable X in der Matrix vorkommt, fithrt die Division, die
manchmal im Gauf-Algorithmus notig ist, zu duflerst komplizierten Rechnungen und
Fallunterscheidungen.

Lassen Sie uns nun zur Veranschaulichung einige Beispiele betrachten:

Beispiele 8.3.4. (a) Betrachten wir die Matrix
A=necRX™,
Dann gilt

pa(X) =det(X —7) =X — 7.

(b) Betrachten wir die Matrix

Dann ist
pa(X) =det(X I, — A) = det [i(l )14 =X?+1
(c) Betrachten wir zuletzt noch die Matrix
[ (0] [2]
A= 0] [0] [0]] eF*,
21 1] [o]
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Dann ist
X+ [0 [ Yiep
pa(X)=det | [0] X [0]| = Xdet
m [2] X [ [1] X}

Der Satz von Cayley—Hamilton

Das charakteristische Polynom einer Matrix hat eine ganz spezielle Eigenschaft, die
wir im folgenden Theorem beschreiben wollen. Als Vorbereitung und Motivation
bemerken wir zunéchst:

Bemerkung 8.3.5. Sei K ein Korper, n € N* und A € K™*". Dann gibt es ein von
Null verschiedenes Polynom p(X) € K[X] mit der Eigenschaft p(A4) = 0.

Um dies zu sehen, beachte man zunéchst, dass der Vektorraum K"*" iiber K die
Dimension n? hat. Somit ist jedes Tupel bestehend aus n? + 1 Vektoren in K™*"
automatisch linear abhéngig. Inbesondere ist also

2

(A0, AL, ..., A"

linear abhéngig, d.h. es gibt Skalare ag,...,a,2 € K, von denen mindestes einer
ungleich 0 ist, derart, dass

n2
Z CLkAk =0
k=0

gilt. Also ist p(X) = 222:0 apX* € K[X] ein von Null verschiedenes Polynom mit
der Eigenschaft p(A) = 0.

Das soeben ausgefiihrte Argument zeigt zudem, dass man p(X) so wihlen kann,
dass degp(X) < n? gilt. Es gilt aber noch eine viel stiirkere Aussage — fiir deren
Beweis wir allerdings auf die Vorlesung Lineare Algebra 2 verweisen.

Theorem 8.3.6 (Cayley-Hamilton). Sei K ein Korper, n € N* und A € K"*™.
Dann gilt pa(A) = 0.9

Anwendung: Lineare Rekurrenzen

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir eine Anwendung des Satzes von Cayley—
Hamilton zeigen: Die Losung linearen Rekurrenzen. In Beispiel 3.2.5(b) hatten
wir bereits ein Formel fiir die Fibonacci-Zahlen angegeben. Diese Formel kann man
per Rekursion beweisen, aber es ist damit nicht klar, wie man {iberhaupt zu dieser

19D h., wenn wir eine Matrix in ihr eigens charakteristisches Polynom einsetzen, erhalten wir die
Nullmatrix.
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Formel gelangt. Im folgenden zeigen wir — in einem allgemeineren Rahmen — einen
Weg hierzu auf.

Seien o, 3 € R mit B # 0.20 Wir betrachten eine Folge (x,,)nen, welche die
Rekursionsvorschrift

Tp+l = Oy + BTp_1 (8.3.1)
fiir alle n € N* erfiillt.?! Um die Losung der Gleichung (8.3.1) (in Abhiingigkeit von
xo und z1) zu finden, gehen wir in fiinf Schritten vor:

Schritt 1: Zunéchst schreiben wir die Gleichung (8.3.1) um in eine Matrixglei-
chung: Dazu definieren wir fiir jedes n € N einen Vektor

In 2
= e C-.
o [$n+1]

Dann gilt fiir jedes n € N die Gleichung

Tp+1 Tn+1 0 1 In
Y+l [%H] [Oéévnﬂ + ﬁxn:| [5 Oé] |:l'n+1:| 4
~

Schritt 2: Aus yp11 = Ay, fiir alle n € N folgt sofort y, = A™yq fir alle n € N.
Also miissen wir nun eine Methode finden, um die Potenzen A™ fir alle n € N zu
berechnen.

Schritt 8: Sei n € N fest. Um A™ zu berechnen, verwenden wir nun den Satz von
Cayley—Hamilton. Hierzu benétigen wir folgende Proposition iiber Polynome, die sich
zum Beispiel mit Hilfe von Polynomdivision zeigen lasst (vgl. Proposition 8.2.13).

Proposition 8.3.7. Sei K ein Korper und seien q(X),p(X) € K[X] mit p(X) # 0.
Dann gibt es ein eindeutig bestimmte Polynome r(X), f(X) € K[X] derart, dass

degr(X) <degp(X)  wnd  q(X)=p(X)f(X)+r(X)
gilt.

Wir wenden diese Proposition nun auf die Polynome ¢,(X) = X" und auf
p(X) =pa(X) an. Es ist

X -1

p(X) =pa(X) = det(X1p — A) = det [—B X — o

]:X2—aX—,B.

20Das folgende Verfahren funktioniert iibrigens auch iiber C, und sogar iiber allgemeineren Kér-
pern. Hierzu bendtigt man aber mehr wissen iiber Nullstellen von Polynomen, und insbesondere
iiber den sogenannten algebraischen Abschluss eines Kérper — dies wird iiblicherweise in Alge-
bravorlesungen besprochen.

21Beachten Sie: Um alle Werte z, eindeutig festzulegen, muss man natiirlich — genau wie im
Spezialfall der Fibonacci-Zahlen — noch die Werte xp und z; vorgeben.
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Also gibt es laut der Proposition Polynome f,,(X) und 7, (X) mit degr,(X) <1
derart, dass

X" :pA(X)fn(X) +Tn(X)- (8.3.2)
Aufgrund des Satzes von Caley—Hamilton gilt p4(A) = 0, und somit folgt
A" =0 f(A) + 7 (A) = rp(A).

Weil r,(X) hochstens Grad 1 hat, gibt es Koeffizienten b,,¢, € C mit r,(X) =
bn X + ¢,,. Damit ist also

A" = b, A+ e Is.

Mit Hilfe des Satzes von Caley—Hamilton ist es uns also gelungen, die Potenz A™
als eine Linearkombination von A und [Is darzustellen. Wir miissen nun lediglich die
Koeflizienten b,, und ¢,, berechnen.

Schritt 4: Nach wie vor sei n € N fest. Wir wollen die Koeffizienten b, c,, aus
dem vorangehenden Schritt berechnen. Hierzu benétigen wir ein weiteres Resultat —
den sogenannten Fundamentalsatz der Algebra:

Theorem 8.3.8 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes Polynom p(X) € C[X] zer-
fallt tiber C in Linearfaktoren.??

Obwohl des Resultat Fundamentalsatz der Algebra heifst, handelt es sich in ge-
wissem Sinne um ein analytisches Resultat: Fiir den Beweis ben6tigt man einerseits,
wie die komplexen Zahlen mit den reellen Zahlen zusammenhéngen, und anderer-
seits bestimmte Eigenschaften der reellen Zahlen. Genauer: Eine wesentliche Zutat
des Beweises ist die Erkenntnis, dass jedes Polynom in R[X] von ungeradem Grad
mindestens eine Nullstelle in R hat — dies wiederum ist anschaulich iiberhaupt nicht
iiberraschend, wenn man sich das Verhalten der zugehorigen Polynomfunktion fiir
x — +oo ansieht, aber um den Beweis préizise zu fiihren benotigt man eine Ei-
genschaft der reellen Zahlen (die sogenannte Ordnungsvollstéindigkeit), die zum
Bereich der Analysis und zur Konstruktion der reellen Zahlen gehort. Deshalb gehen
wir an dieser Stelle nicht weiter darauf ein.?3

Aufgrund des Fundamentalsatzes der Algebra gibt es also zwei komplexe Zahlen
A0, A1 € C mit der Eigenschaft pa(X) = (X —Xo)(X — A1), und eine kurze Rechnung
liefert somit

(X—)\O)(X—)\l):pA(X):XQ_QX_ﬁ:(X_3)2_0412_B'

Es folgt AgA1 = 5, und wegen der Voraussetzung 8 # 0 sind somit die beiden
Nullstellen Mg, A1 beide ungleich 0.
Nun unterscheiden wir zwei Félle:

22Man sagt hierzu manchmal auch, der Korper C ist algebraisch abgeschlossen.

Z3{Jbrigens gibt es auch noch einen anderen Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra, welcher
die sogenannten Funktionentheorie benutzt — dabei handelt es sich ebenfalls um eine analytische
Theorie.
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o 1. Fuall: Es ist A\g # A1.

Dann erhalten wir, indem wir A\g und A; in die Gleichung (8.3.2) einsetzen,
zwei Gleichungen fiir die Koeffizienten b,, und ¢,,, ndmlich

)\8 = by Ao + Cn,
AP = b + e

Dies kénnen wir umschreiben in die Matrix-Vektor-Gleichung

Ao L] {bn| NG
A1 en| (AP
~——
=A
Die Matrix A € C?*2 hat Determinante det A\g — A; # 0 und ist somit inver-
tierbar; ihre inverse Matrix ist gleich?
1 1 -1
Alt= —— .
Ao — A1 [—/\1 )\0]
Somit erhalten wir insgesamt
AZ—AT

by, 1 )‘8 Ao—A1
Cn 1 AoAT —A1AG
Ao—A1

e 2. Full: Es ist A\g = 1.

In diesem Fall setzen wir zunéchst wieder Ao und A; in die Gleichung (8.3.2)
ein, und erhalten somit die Gleichung

AL = b Ao + Cn-

Auch die Zahl A1 in die Gleichung einzusetzen, liefert allerdings wegen A1 = A\g
lediglich dieselbe Gleichung und somit keine neue Information.

Stattdessen konnen wir nun aber folgendermafsen vorgehen: In dem wir kom-
plexe Zahlen z € C in die Gleichung (8.3.2) einsetzen, erhalten wir fiir alle
xeC

2" = pa(x) f(x) + bpz + Cp.

Nun borgen wir uns eine Technik aus der Analysis: Wir leiten beide Seiten der
Gleichung nach = ab? und erhalten somit

na" ! = ply(2) f(x) + pal@) (@) + bn.

24Das kann man iibrigens ganz leicht sehen — wir werden in den Ubungen noch eine sehr einfache
Formel zur Invertierung von 2 x 2-Matrizen kennenlernen.

25Wenn Sie genau sind, sollten Sie an dieser Stelle natiirlich nachfragen, ob das fiir komplexen
Zahlen tatsichlich genauso funktioniert, wie fiir reelle. Zumindest fiir Polynomfunktionen (iibrigens
auch noch fiir eine allgemeinere Klasse von Funktionen — den sogenannten holomorphen Funk-
tionen) ist die tatséchlich der Fall — die Details hierzu lernt man iiblicherweise in einer Vorlesung
iiber Funktionentheorie (und die Grundlagen hierzu manchmal auch schon in einer Analysis-
Vorlesung).
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Sowohl pa(x) = (z — Ag)? als auch py(z) = 2(z — \g) verschwindet, wenn wir
fiir « die Zahl Ay einsetzen — und somit folgt

nAGt = by,
Fir b,, erhalten wir somit die Formel
n = Ay —bpho = —(n—1)A7.

Insgesamt ist in diesem Fall also

o= Lo

Schritt 5: Wir fassen zusammen: Es gilt fiir jedes n € N wegen Schritt 3

mn bn
A" =bnd +enly = [;b ab —i—c]'

Wegen Schritt 2 ist somit fiir jedes n € N

Tn = (yn)l(AnyO)l - ( [,Bcgn bn :| |:x0:| )1 = Cp + bnﬂfl)

acy | |x1

wobei die Zahlen b, ¢, durch die Formeln in Schritt 4 gegeben sind. Somit erhalten
wir also insgesamt:

Proposition 8.3.9. Seien zg,z1 € C, seien a, 5 € C mit B # 0.26 Auflerdem seien
Ao, A1 die beiden®” Nullstellen des Polynoms X2 —aX —f3 € C[X]. Die Folge () nen,
die durch die Rekursionsbedingung

Tpa1 = Xy + By 1 fiir alle n € N*
definiert ist, ist durch folgende explizite Formel gegeben:*8
(a) Falls \g # A1 ist, gilt fur allen € N

_ AoAT — MG MG — AT
Ty = Mo — M x0+)\0_>\1x1.

(b) Falls A\g = A1 ist, gilt fir allen € N

Tp = —(n — D)AJzo +nA) .

26Was passiert iibrigens im Fall 8 = 0?

ZTMit Vielfachheit gezihlt, d.h. sie kénnen auch gleich sein

28Es ist {ibrigens sehr lehrreich, noch einmal nachzurechnen, warum die folgenden Formeln fiir
n =0 und n = 1 tatsdchlich wieder die Anfangswerte x¢ bzw. z; liefern.
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8.3. Der polynomielle Funktionalkalkiil

Lassen Sie uns als Beispiel noch einmal auf die Fibonacci-Zahlen zurtickkommen:

Beispiel 8.3.10. In der Notation von Proposition 8.3.9seizg =21 =1lunda =4 =
1. Dann sind die Zahlen z,, gleich den Fibonacci-Zahlen f,,, die wir in Beispiel 3.2.2
eingefiihrt hatten. Die beiden Nullstellen A\g und A; des Polynomes X — X — 1 kann
man leicht ausrechnen,?” sie lauten

1 1
Ao = 2\/5 und A = +2*/5.

Somit sind wir in Fall (a) von Proposition 8.3.9, d.h. fiir alle n € N gilt die Formel

_ AT -G A AT
e Vs VAL v

A = D) AR Ag) ATt

)\1 _)\0 \/g )

wobei wir im letzten Schritt die — leicht nachpriifbaren — Gleichungen A\ — Ay = V5
sowie Ay —1 = —)Xg und 1 — Ay = A\ verwendet haben. Dies ist genau die Formel,
die wir in Beispiel 3.2.5(b) angegeben hatten (und die in Bonusaufgabe 4(c) auf
Hausaufgabenblatt 5 bereits per Induktion bewiesen wurde).

Literaturhinweise

e Polynome und Ringe spielen eine duflerst zentrale Rolle in weiterfithrenden
Themen der Algebra. Einen (durchaus anspruchsvollen) Einstieg in die Algebra
bietet zum Beispiel das klassische Lehrbuch von Bosch [Bos20].

e Fir einen Zugang zur Linearen Algebra, der sich stark auf Polynome stiitzt
verweisen wir auf das Buch [Fuh12].

297Zum Beispiel mit quadratischer Erginzung, oder mit der Losungsformel fiir quadratische Glei-
chungen.
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Kapitel 9

Eigenwerte und Eigenvektoren —
Eine Einfuhrung

Einstiegsfragen. (a) Konnen Sie

0 1)202
-3 4

explizit berechnen? Konnen Sie erldutern, was das mit dem Satz von Cayley—
Hamilton zu tun hat? Kennen Sie sonst noch eine Moglichkeit zur Berechnung
solcher Matrixpotenzen?

(b) Denken Sie an Abschnitt 5.6 zuriick: Wann noch gleich heifst eine Matrix dia-
gonalisierbar? Warum sind diagonalisierbare Matrizen interessant?

(¢) Wie kann man herausfinden, ob eine gegebene Matrix diagonalisierbar ist?

9.1 Grundbegriffe

Eigenwerte und Eigenvektoren

Der folgende Begriff (und Verallgemeinerungen dieses Begriffs, die Sie womoglich
in Veranstaltungen spéter im Studium lernen werden) ist zentral fiir verschiedenste
mathematische Anwendungen.!

Definition 9.1.1 (Eigenwerte und Eigenvektoren). Sei K ein Kérper, n € N* und
A € K™ Man nennt einen Skalar A € K einen Eigenwert von A, falls es ein
z € K"\ {0} mit der Eigenschaft Ax = Az gibt.

!Zum Beispiel, um nur ein paar zu nennen, fiir die sogenannte Hauptachsentransformation
in der Geometrie (Lineare Algebra 2), die Hauptkomponentenanalyse in Statistik und Data
Science, die Analyse von Markovketten in der Stochastik, die Untersuchung von Extremwert-
aufgaben in der Analysis, fiir die Fouriertransformation in der Signalanalyse, fiir die Quan-
tenmechanik in der Physik (und somit inbesondere auch fiir Quanteninformationstheorie),
sowie fiir die Analyse von sogenannten partiellen Differentialgleichungen.
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9. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN — EINE EINFUHRUNG

In diesem Fall heifst jedes solche x ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A.

Ob ein gegebener Skalar ein Eigenwert ist, kann man folgendermafien charakte-
risieren:

Theorem 9.1.2. Sei K ein Korper, n € N* und A € K"*"; sei A\ € K. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Es ist X ein Eigenwert von A.

(ii) Der Untervektorraum ker(A\l, — A) von K™ besteht nicht nur aus dem Nullvek-
tor.

(i) Die Matriz A\, — A € K" " ist nicht invertierbar.
(iv) Es ist X eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms pa(X) von A.
Beweis. (i) < (ii)“ Aus der Mengengleichheit
ker(Al, — A) ={z € K" | Az = Az}

folgt sofort die behauptete Aquivalenz.
,(il) < (iii)* Indem wir den Rangsatz auf die Abbildung
K" — K",
x— (N, — A)x
anwenden, sehen wir, dass ker(\l,, — A) = {0} dquivalent zu rang(A) = n und somit

zur Invertierbarkeit von A ist.
,(ili) < (iv)* Diese Aquivalenz folgt sofort aus Korollar 7.2.11. O

Aus dem vorangehenden Theorem erhalten wir die folgende einfache und niitzli-
che Konsequenz:

Korollar 9.1.3. Sei K ein Korper, n € N* und A € K™*™. Dann besitzen A und
AT diesselben Figenwerte.

Beweis. Wegen Korollar 7.2.9 haben A und AT dasselbe charakteristische Polynom,
und somit laut Theorem 9.1.2(i) und (iv) auch diesselben Eigenwerte. O

Lassen Sie uns anhand eines Beispiels besprechen, wie man Korollar 9.1.3 und
Theorem 9.1.2 verwenden kann, um zu zeigen, dass eine gegebene Zahl ein Eigenwert
einer gegebenen Matrix ist:

Beispiel 9.1.4. Lassen Sie uns die Matrix

A=

N= O o=
[ [ )
O Wbl
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9.1. Grundbegriffe

betrachten. Es handelt sich um eine sogenannte spaltenstoachstische Matrix — so
nennt man Matrizen in R™*" (fir n € N*), deren Eintrdge alle > 0 sind und deren
Spalten sich jeweils zu 1 summieren. Lassen Sie uns zeigen, dass 1 ein Eigenwert von
A ist. Wir geben mehrere Moglichkeiten an, wie man das beweisen kann:

o 1. Mdglichkeit: Sei 1 € R3 derjenige Vektor, dessen Eintrige alle gleich 1 sind.
Weil jede Spalte von A sich zu 1 summiert, gilt 17 A = 1T, und somit AT 1 =
1. Also ist 1 ein Eigenwert von AT und somit laut Korollar 9.1.3 auch von
Eigenwert von A.

e 2. Mdglichkeit: Man kann die Determinante von 1 - I3 — A direkt ausrechnen
und erhélt dabei, dass diese 0 ist. Also folgt aus Theorem 9.1.2(i) und (iv),
dass 1 ein Eigenwert von A ist.

e 3. Mdglichkeit: Man kann die Matrix 1- I3 — A auf eine Zeilstufenform bringen
und sieht dann, dass sie nicht invertierbar ist. Aus Theorem 9.1.2(i) und (iii)
folgt somit, dass 1 ein Eigenwert von A ist.

Als néichstes fithren wir einige weitere Begriffe ein, die fiir ein tieferes Versténdnis
von Eigenwerten wichtig sind.

Definition 9.1.5 (Eigenrdume und Vielfachheiten). Sei K ein Kérper, n € N* und
A € K" sei A € K ein Eigenwert von A.

(a) Der Untervektorraum ker(AI, —A) heifit der Eigenraum von A zum Eigenwert
A2

(b) Die Dimension dim ker(AI,, — A) nennt man die geometrischen Vielfachheit
des Eigenwerts .

(c) Die Vielfachheit von A als Nullstelle des charakteristischen Polynoms p4(X)
nennt man die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts \.3

Wenn also A ein Eigenwert von A ist, dann besteht besteht der Eigenraum
ker(\, — A) genau aus den Eigenvektoren von A und aus dem Nullvektor?.

Der Fundamentalsatz der Algebra, Theorem 8.3.8, besagt, dass jedes Polynom
mit komplexen Koeffizienten iiber C in Linaerfaktoren zerfallt. Hieraus erhalten wir
das folgende Korollar fiir Matrizen mit komplexen Eintragen:

Korollar 9.1.6. Sei n € N* und set A € C**"™,

(a) Die Matriz A besitzt einen Eigenwert.

?Beachten Sie, dass dieser Untervektorraum laut Theorem 9.1.2(i) und (ii) mindestens die Di-
mension 1 hat.

3Beachten Sie, dass ) laut Theorem 9.1.2(i) und (iv) tatséichliche eine Nullstelle von pa(X) ist.

4Welcher definitionsgeméf kein Eigenvektor von A ist.
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9. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN — EINE EINFUHRUNG

(b) Es gilt sogar noch mehr: Wenn man die Eigenwert mit ihrer algebraischen
Vielfachheit zdhlt, dann hat A genau n FEigenwerte Ay, ..., A\, und es gilt
det(A) = A1 -+ Ap.

Beweis. (a) Dies folgt sofort aus dem Fundamentalsatz der Algebra, Theorem 8.3.8.
(b) Da das charakterisitische Polynom p4(X) den Grad n hat, gibt es laut Fun-
damentalsatz der Algebra komplexe Zahlen A1, ..., A, mit der Eigenschaft

paA(X) = (X = A1) (X = A\p).

Laut Theorem 9.1.2(iv) sind Ay, ..., A, genau die Eigenwerte von A, wobei diese hier
laut Definition 9.1.5(c) entsprechend ihrer algebraischen Vielfachheit oft vorkommen.

Wir miissen also nur noch zeigen, dass das Produkt der Eigenwerte gleich det A
ist. Dazu beachten wir zunéchst, dass

det(=A4) = pa(0) = (—A1) -+ (“ha) = (—1)"A1+++ Ay

gilt. Weil die Determinante n-linear in den Spalten ihres Arguments ist, gilt zudem
det(—A) = (—1)"det A, also folgt tatsichlich

det(A) = A1+ A,y
wie behauptet. O

Lassen Sie uns die bisherigen Resultate und Begriffe anhand zweier weiterer Bei-
spiele besprechen:

Beispiele 9.1.7. (a) Die Matrix A := 7 € R'*! besitzt genau einen Eigenwert,
namlich 7 — weil ndmlich 7 die einzige Nullstelle des charakteristischen Poly-
noms pa(X) = det(X1; — A) = X — 7 ist.

(b) Lassen Sie uns die Matrix

_ 0 -1 2x2
A_[l O}ER

betrachten. Thr charakteristisches Polynom ist

X 1

pA(X) = det(XIQ —A) = det |:_1 X

} =X?+1.
Da dieses Polynom keine reelle Nullstelle hat,® besitzt A keinen Eigenwert in
R.

Die Situation &ndert sich allerdings, wenn wir A als Matrix in C?*? auffassen
— was problemlos méglich ist, da ja jede reelle Zahl auch eine komplexe Zahl
ist. Im Korper C hat pa(X) = X2+ 1 zwei einfache Nullstellen, nimlich 7 und

SWarum nicht?
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9.1. Grundbegriffe

—1i Also besitzt A die beiden Eigenwerte ¢ und —i in C, und beide haben die
algebraische Vielfachheit 1.

Auch Korollar 9.1.6(b) ldsst sich anhand dieses Beispiels gut veranschaulichen:
Es ist A eine 2 x 2-Matrix, und sie besitzt genau zwei Eigenwerte (wobei jeder
mit seiner algebraischen Vielfachheit 1 gezdhlt wird). Zudem ist das Produkt
der beiden Eigenwerte gleich

i+ (—i) =1=det A

Um die zu den Eigenwerten ¢ und —i zugehorenden Eigenrdume zu bestimmen,
miissen wir den Kern von ils — A und —ils — A berechnen. Zum Beispiel mit
Hilfe des Gauf-Algorithmus erh&lt man

ker(ilo — A) = span [_IJ und ker(—ily — A) = span [ﬂ .

Somit ist zum Beispiel [—12] ein Eigenvektor von A zum Eigenwert ¢ und [ﬂ

ein FEigenwert von A zum Eigenwert —i.

Lineare Unabhéingigkeit von Eigenvektoren

Theorem 9.1.8. Sei K ein Kiorper, n € N* und A € K" "; auflerdem seien
A1, ..., Ag die Eigenwerte von A, wobei hier aber jeder verschiedene Eigenwert von A
nur einmal aufgezdihlt sei, unabhdngig von seiner algebraischen oder geometrischen

Vielfachheit.5

(a) Wir bezeichnen mit V = ker(\ I, — A) + -+ - + ker(\gI,, — A) die Summe der
Figenrdume von A. Dann gilt sogar V = ker(A I, — A) & --- @ ker(A\gl, — A),
d.h., die Summe ist direkt.”

(b) Inbesondere gilt: Wenn vy, . ..,vq € K"\{0} jeweils Eigenvektoren von A zu den
FEigenwerten A1, ..., Aq sind, dann ist das Tupel (v1,...,vq) linear unabhdngig.

Beweis. (a) Sei v € V und seien ug, vy € ker(Apl, — A) fiir k= 1,...,d mit

d d
v = g U, und v = E Vg,
k=1 k=1
Wir miissen uy = v1, ..., ug = vq zeigen. Indem wir die Gleichung
d d
D =D v
k=1 k=1

5Beachten Sie, dass somit d < n gilt. Weshalb?
"Zur Erinnerung: Direkte Summen hatten wir in Abschnitt 5.4 besprochen.
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9. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN — EINE EINFUHRUNG

von links mit der Matrix (Aol, — A)(Asl, — A) ... (Mg, — A) multiplizieren, erhalten
wir

d d
H()\l — )\j)ul = H()\l — )\j)vl
j=2 Jj=2

und somit u; = v;. Ebenso zeigt man, dass auch us = vy gilt, und so weiter.
(b) Dies folgt direkt aus (a). O

Eigenwerte von Dreiecksmatrizen und Diagonalmatrizen

Den Begriff der oberen Dreiecksmatrix kennen Sie bereits aus Aufgabe 1 auf
Tutoriumsblatt 13. Wir wiederholen ihn im folgenden und fiihren zudem noch einen
weiteren analogen Begriff ein:

Definition 9.1.9 (Dreickecksmatrizen). Sei K ein Kérper und n € N*; sei A € K™*".

(a) Man nennt A eine obere Dreiecksmatrix, wenn unterhalb der Diagonalen
von A nur Nullen stehen — d.h., wenn A;, = 0 fir alle j,k € {1,...,n} mit
Jj >k gilt.

(b) Man nennt A eine untere Dreiecksmatrix, wenn oberhalb der Diagonalen
von A nur Nullen stehen — d.h., wenn Aj;, = 0 fiir alle j,k € {1,...,n} mit
J <k gilt.

(¢) Man nennt A eine Dreiecksmatrix, wenn A eine obere oder eine untere Drei-
ecksmatrix ist.

Man beachte, dass A genau dann eine obere Dreiecksmatrix ist, wenn AT eine
untere Dreiecksmatrix ist. Auferdem ist A genau dann eine Diagonalmatrix, wenn
A zugleich eine obere und eine untere Dreieckmatrix ist.

Proposition 9.1.10 (Determinante und Eigenwerte von Dreiecksmatrizen). Sei K
ein Korper, sei n € N* und sei A € K"*" eine Dreiecksmatriz.

(a) Esistdet A= []_; Aj; — d.h. die Determinante von A ist gleich dem Produkt
aller Diagonaleintrige von A.

(b) Die Eigenwerte von A (gezdhlt mit algebraischer Vielfachheit) sind genau die
Diagonaleintrige von A. Fir jeden Eigenwert ist auferdem die algebraische
Vielfachheit gleich der Anzahl seiner Vorkommens auf der Diagonalen.

Beweis. (a) Fiir obere Dreiecksmatrizen wurde das bereits in Aufgabe 1 auf Tu-
toriumsblatt 13 gezeigt. Fiir untere Dreiecksmatrizen folgt die Behauptung somit
daraus, dass eine (quadratische) Matrix stets diesselbe Determinante hat wie ihre
transponierte Matrix (Korollar 7.2.9).
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9.1. Grundbegriffe

(b) Aus (a) folgt, dass das charakteristische Polynom von A gleich

pa(X) = [J(X - Aj)
j=1

ist. Dies zeigt die Behauptung. O

Wir veranschaulichen die vorangehenden Konzepte wiederum kurz anhand einiger
Beispiele:

Beispiele 9.1.11. (a) Die obere Dreiecksmatrix

_ 11 2X2
A_{O 1]6@

besitzt laut Proposition 9.1.10(b) lediglich den Eigenwert 1, und dieser hat die
algebraische Vielfachheit 2. Aufserdem kann man mit dem Gauf-Algorithmus
den Eigenraum ker (I3 — A) bestimmen: Er ist gleich span(e;) und hat somit die
Dimension 1. Also besitzt der Eigenwert 1 von A die geometrische Vielfachheit
1.

Die obere Dreiecksmatrix
11
4=lo 3
hat die beiden Eigenwerte 1 und 2, jeweils mit algebraischer Vielfachheit 1.
Die zugehorigen Eigenrdumen kann man wieder mit dem Gaufi-Algorithmus

bestimmen: Es ist

ker(1-Iy — A) = ker [8 :1] = span(eyp)
und

1 -1 1
ker(2-Ip — A) = ker [O 0 ] = span [1] .

Insbesondere haben die beiden Eigenwerte 1 und —1 jeweils die geometrische
Vielfachheit 1.

Die Diagonalmatrix

1 0 0
A=|0 1 0
0 0 1+

besitzt den Eigenwert 1 mit algebraischer Vielfachheit 2 und den Eigenwert
1 + ¢ mit algebraischer Vielfachheit 1. Die zugehorigen Eigenrdume lauten

ker(1- Iy — A) = span(eq, e2) und ker((1414) - Iy — A) = span(es).

Insbesondere ist die geometrischen Vielfachheit des Eigenwerts 1 gleich 2 und
die geometrische Vielfachheit des Figenwerts 1 4 4 gleich 1.

219



9. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN — EINE EINFUHRUNG

Man kann iibrigens zeigen, dass die geometrische Vielfachheit eines Eigenwerte
immer kleiner oder gleich seiner algebraischen Vielfachheit ist. Weil wir hier nur eine
kurze Einfiihrung in Eigenwerte geben, diskutieren wir dies an dieser Stelle nicht
weiter — dies gehort aber zum Stoff der Linearen Algebra 2.

9.2 Diagonalisierung

Zum Abschluss kommen wir noch einmal auf den Begriff der Diagonalisierbarkeit
zuriick, den wir in Abschnitt 5.6 eingefiihrt hatten. Ob eine Matrix diagonalisierbar
ist, lasst sich mit Hilfe von Eigenwerten und Eigenvektoren charakterisieren:

Theorem 9.2.1. Sei K ein Korper, n € N* und A € K"*™. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(i) Die Matriz A ist diagonalisierbar.
(ii) Es gibt eine Basis von K", die aus Figenvektoren von A besteht.

(iii) Die Summe der geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte von A ist gleich
n.

Fiir den Beweis des Theorems verweisen wir entweder auf die handschriftlichen
Aufzeichnungen der letzten Vorlesung im Semester oder auf die Literatur. Besonders
wichtig ist es, die Aquivalenz der Aussagen (i) und (ii) gut zu verstehen. Diese
Aquivalenz wird zum Beispiel auch in [Mey00, Seiten 506-507] erklart.

Bevor wir Bespiele diskutieren, fligen wir noch einige Bemerkungen an.

Bemerkung 9.2.2. (a) Wie weiter oben bereits erwéhnt, kann man zeigen, dass
die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes niemals grofier als die algebrai-
sche Vielfachheit sein kann.

(b) Fiir Matrizen iiber C folgt aus dem Fundementalsatz der Algebra, dass die
algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte einer Matrix n x n-Matrix sich
immer zu n summieren. Somit erhdlt man aus Theorem 9.2.1: Eine Matrix
A € C™™ (mit n € N*) ist genau dann diagonalisierbar, wenn fiir jeden ihrer
Eigenwerte die geometrische Vielfachheit gleich der algebraischen Vielfachheit
ist.®

Lassen Sie uns nun zwei Beispiel besprechen.

Beispiele 9.2.3. (a) Wir betrachten die Matrix

|11 2%2
A_[O JE(C .

8Solche Eigenwerte nennt man auch semi-simpel oder halbeinfach.
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Laut Beispiel 9.1.11(a) besitzt diese nur den Eigenwert 1, und dieser hat geo-
metrische Vielfachheit 1. Also ist die Summe der geometrischen Vielfachheiten
aller Eigenwerte echt kleiner als 2, und somit ist A laut Theorem 9.2.1 nicht
diagonalisierbar.

(b) Lassen Sie uns nun die Matrix

_ 0 1 2%X2
A= [_3 4} € C¥2,

betrachten. Indem man die Nullstellen des charakteristischen Polynoms be-
rechnet, sieht man, dass die Eigenwerte von A die Zahlen 1 und 3 sind. Zum
Beispiel mit dem Gaufsverfahren kann man sehen, dass ihre Eigenrdume jeweils
gleich ein-dimensional sind und von den beiden Eigenvektoren

o

aufgespannt werden (wobei der linksstehende Vektor zum Eigenwert 1 gehort
und der rechtsstehende Eigenvektoren zum Eigenwert 3.

Weil die beiden Eigenwerte die geometrische Vielfachheit 1 haben, summie-
ren sich ihre geometrischen Vielfachheiten zu 2 auf. Deshalb ist A laut Theo-
rem 9.2.1 diagonalisierbar. Wenn man dem Beweis von Theorem 9.2.1 folgt,
kann man leicht eine invertierbare Matrix 7" und eine Diagonalmatrix D be-
stimmen, welche AT = TD bzw. A = TDT~! erfiillt. Dazu schreibt man
einfach auf die Diagonale von D die beiden Eigenwerte von A und wéhlt als
Spalten von T' die zugehorigen Eigenvektoren, d.h. man setzt

10 11
D—{O 3] und T—L 3].

Zum Abschluss wollen wir zeigen, wie man die Diagonalisierung von Matrizen
benutzen kann, um explizite Formeln fiir Matrixpotenzen zu berechnen.”

Beispiel 9.2.4 (Eine Matrix-Potenz). Lassen Sie uns erneut die Matrix

_ 0 1 2X2
A= [_3 4] e C"~.

aus dem vorangehenden Beispiel 9.2.3(b) betrachten. Lassen Sie uns aus Spafs ver-
suchen, die Matrixpotenz A%°?? zu berechnen.
Mit der Notation aus Beispiel 9.2.3(b) gilt A = TDT !, und somit

A2 —rpr—tTpr=' ...TDT'*TDT'=TD D --- D DT~! = TD*2?7-1,

9Sir kennen hierfiir bereits eine Methode: Am Ende von Abschnitt 8.3 haben wir besprochen,
wie man diese mit Hilfe des Satzes von Caley—Hamilton tun kann. Hier lernen Sie nun noch eine
weitere Methoden kennen.
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Wir haben unsere Aufgabe also im Wesentlichen darauf reduziert, D?°?? zu bestim-
men — was aber viel leichter ist, weil man Potenzen von Diagonalmatrizen ganz
einfach berechnen kann: Es gilt

022 _ [17°%% 0 I 0
D = 0 32022 = 0 32022 -

Hieraus folgt nun

A2022 _ 20221 _ [1 1] [1 0 } 1 [3 _1] 1 [3_32022 32022 _
1

1 3| lo 320225 1 25 3 _ 32023 32023 _ 1

A2022

Wir haben somit unser Ziel erreicht, eine explizite Formel fiir zu finden.
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Anhang A

Eine Einfihrung in Octave und
Matlab

A.1 Uberblick

Was sind Octave und Matlab?

Die beiden Computerprogramme Matlab und Octave werden hauptsétzlich dazu ver-
wendet numerische Berechnungen und Simulationen durchzufiithren. Weil Methoden
aus der Linearen Algebra eine wichtige Rolle in der Numerik spielen, sind beide Pro-
gramme auch sehr gut dazu geeignet, um Konzepte und Verfahren aus der Linearen
Algebra zu veranschaulichen.

In der Vorlesung Lineare Algebra 1 beschéftigen wir uns so gut wie gar nicht
mit numerischen Fragestellungen (hierzu kénnen Sie spéter im Studium spezielle
Veranstaltungen belegen). Wir werden aber Octave in vielen Bonusaufgaben auf
den Ubungsblittern benutzen um Konzepte aus der Vorlesung am Computer zu
implementieren und zu visualisieren.

Octave vs. Matlab

Matlab ist ein proprietdres Programm, das vom Unternehmen The MathWorks ent-
wickelt und vertrieben wird. Es ist in manchen Branchen in der Industrie sehr ver-
breitet. Octave hingegen ist ein Freeware-Programm, welches Matlab stark nachemp-
funden ist. Es verwendet zur Bedienung dieselbe Programmiersprache wie Matlab,
ist allerdings komplett unabhéngig von Matlab implementiert.

In diesem Anhang werden wir die Verwendung von Octave beschreiben — aller-
dings lédsst sich Matlab in vielerlei Hinsicht genauso bedienen. Insbesondere lduft
Code, der fiir Octave geschrieben wurde, meist auch in Matlab, und umgekehrt.!

Octave konnen Sie von der folgenden Internetseite kostenfrei herunterladen und
anschliefend installieren:?

Selbstverstindlich gibt es aber auch Ausnahmen von dieser Regel.
ZWobei die Installation of Apple-Endgeriten womdglich etwas umsténdlicher sein kann als auf
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A. EINE EINFUHRUNG IN OCTAVE UND MATLAB

https://octave.org

Matlab wiederum ist auf den Rechnern in einigen PC-Pools die Universitat Passau
installiert.

Programmieren

Die Steuerung von Octave und Matlab erfolgt hauptsichlich iiber eine Program-
miersprache, die speziell fiir Matlab entwickelt wurde (und deshalb manchmal als
Matlab-Programmiersprache bezeichnet wird). In diesem Anhang wird erklart, wie
sie Octave mit Hilfe der Matlab-Programmiersprache bedienen kénnen.

Somit gibt dieser Anhang auch automatisch eine kurze Einfiihrung in einige Pro-
grammiergrundlagen. Der Anhang ist so konzipiert, dass Sie ihn auch dann gut ver-
stehen kénnen, wenn Sie noch nie zuvor programmiert haben und auch nicht nebenbei
in einer anderen Veanstaltung programmieren lernen.3

Wichtiger Hinweis:

Falls Sie Lehramt Gymnasium studieren und Thr zweites Fach nicht Informatik ist,
gibt es in Threm Studium keine Pflichtveranstaltung, bei der Sie laut Modulkatalog
Programmieren lernen miissen. Deshalb ist es auf jeden Fall empfehlenswert, diese
Chance zu nutzen, um freiwillig einen Einblick in die Programmierung zu erhalten
— Prorgammieren ist eine Fahigkeit, die Thnen in verschiedenen Situationen sehr
niitzlich sein kann, und mit Octave ist der Einstieg sehr einfach.

Graphische Version vs. Kommandozeilen-Variante

Nach der Installation konnen Sie Octave in zwei Varianten offenen:

e Wenn Sie die graphische Variante (GNU Octave GUI?) starten, 6ffnet sich ein
Fenster mit einigen verschiedenen Bedienelementen. Das wichtigste Element ist
das Befehlsfenster (das manchmal auch Konsole oder Kommandozeile genannt

wird).

e Wenn Sie die Kommandozeilen-Variante (GNU Octave CLI®) starten, ffnet
sich ein sehr farbloses Fenster, das nur aus dem Befehlsfenster besteht.

Wir werden zwar im Wesentlichen mit dem Befehlsfenster arbeiten (fiir welches
es egal ist, welche Variante Sie verwenden) — aber falls Sie noch keine Erfahrung
mit der Verwendung von Kommandozeilen haben, ist es trotzdem empfehlenswert,
dass Sie die graphische Variante benutzen. Im Laufe der Veranstaltung werden wir

Windows- oder Linuxrechnern. Aber auch auf Apple-Geriten sollte es (mit etwas Mehraufwand bei
der Installation) gut funktionieren.

3Falls Sie bereits Programmiererfahrung haben oder nebenbei in einer anderen Veranstaltung
programmieren lernen, macht das die Sache fiir Sie natiirlich noch einfacher.

4@ UI steht fiir Graphical User Interface.

5CLI steht fiir Command Line Interface.
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A.1. Uberblick

namlich auch ein paar wenige Funktionen verwenden, die in der graphischen Variante
etwas zugénglicher sind.

Erste Eingaben im Befehlsfenster

Nachdem Sie (die graphische Variante von) Octave gedffnet haben, konnen Sie zum
Einstieg ein paar Rechnungen ins Befehlsfenster eingeben. Die Syntax ist dhnlich,
wie Sie es zum Beispiel von einem modernen Taschenrechner erwarten wiirden. Wenn
Sie eine Rechnung eingeben und Enter driicken, erhalten Sie das Ergebnis.

Ein paar Hinweise:

e Das Multiplikationszeichen ist der Stern *.
Das Divisionszeichen ist der Schrigstrich /. Ein Doppelpunkt als Divisionszei-

chen wird vom Programm nicht erkannt.%

e Kommazahlen werden im englischsprachigen Format eingegeben, d.h. anstelle
eines Kommas wird ein Punkt verwendet.

e Um Potenzen zu berechnen kénnen Sie das Symbol " benutzen.
Zum Beispiel wird 3* in Octave eingegeben als 3"4. Als Ergebnis erhalten Sie,

wie erwartet, 81.

e Octave respektiert die Konvention ,,Punkt vor Strich“, und Sie kénnen auch
Klammern verwenden.

e Es ist in Octave hingegen nicht moglich, das Multiplikationszeichen wegzulas-
sen. Die Eingabe (3 + 1)2 — die man in der Mathematik als (3 + 1) - 2 lesen
wiirde — fithrt in Octave zu einem Syntaxfehler.”

Probieren Sie es ruhig einmal aus — als Ausgabe in der ndchsten Zeile erfolgt
dann eine Fehlermeldung, und Sie kénnen anschliefend weiterarbeiten, als hét-
ten Sie die Zeile ,,(3 4 1)2“ nie eingegeben.

Machen Sie sich mit dem Befehlsfenster vertraut, indem Sie einige Rechnungen
eingeben und ein wenig herumprobieren.

Variablen

Nun wird es etwas interessanter: Sie konnen im Befehlsfenster in Octave auch Varia-
blen definieren und ihnen einen Wert zuweisen. Hierzu wird in Octave das Symbol

5Der Doppelpunkt als Divisionszeichen ist namlich sowohl in der Mathematik als auch in der
Informatik dufierst uniiblich.

"Das ist iibrigens keine Eigenheit von Octave, sondern in vielen weiteren Programmiersprachen
genauso.
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= verwendet.® Wenn Sie zum Beispiel
a=2

eingeben und auf Enter driicken, wird dadurch eine Variable mit dem Namen a
definiert und ihr der Wert 2 zugewiesen.? 10

Sie konnen eine Variable auch jederzeit iiberschreiben. Nachdem Sie wie oben
beschrieben der Variable a den Wert 2 zugewiesen haben, knnen Sie zum Beispiel

a=-—1

eingeben (und anschliefend nicht vergessen, auf Enter zu driicken). Der Wert der
Variablen wird dadurch iiberschrieben und die Variable hat ab sofort den Wert —1.

Mit Variablen konnen Sie rechnen wie mit Zahlen. Geben Sie zum Beispiel als
néchstes

ax2+7

ein, und Sie erhalten (wie immer nach Driicken der Enter-Taste) erwartungsgeméfs
das Ergebnis 5.

Bemerkungen:

e Natiirlich kénnen Sie auch mehrere Variablen einfithren (und mit ihnen rech-
nen).

e Variablennamen miissen nicht unbedingt aus nur einem Buchstaben bestehen,
sondern kénnen auch ganze Worter sein.

e Ubrigens: Wenn es Sie nervt, dass nach der Eingabe jeder Zeile eine weitere
Zeile mit dem Ergebnis eingeblendet wird, dann kénnen Sie eine Zeile, die Sie
eingeben, einfach mit einem Semikolon abschlieffen — dadurch wird die Ausgabe
des Ergebnisses unterdriickt.

Probieren Sie ein wenig herum, indem Sie ein paar Variablen eingeben und mit
ihnen einige Rechnungen durchfiihren!

In Abbildung A.1.1 (auf der néchsten Seite) sehen Sie einen Screenshot des Be-
fehlsfenster, in dem einige (einfache und willkiirliche) Rechungen durchgefiihrt wur-
den.

8Das ist am Anfang ein bisschen gewShnungsbediirftig: Das = wird in dieser Software also nicht
verwendet um mathematische Aussagen — wie zum Beispiel ,,3 + 4 = 7 — zu beschreiben, sondern
es wird verwendet um einer Variable einen Wert zuzuweisen.

9Hier unterscheidet sich Octave von Sprachen von C++ oder Java: Sie miissen eine Variable
in Octave nicht erst deklarieren oder irgendwie anderweitig einfiihren — sondern die Variable wird
automatisch angelegt, wenn Sie ihr einen Wert zuweisen.

10Falls Sie schon einmal in einer Sprache wie C++ oder Java programmiert haben (falls nicht,
ignorieren Sie den Rest dieser Fufnote bitte!), wird Thnen vermutlich noch etwas anderes auf den
ersten Blick auffallen: Sie miissen eine Variable in Octave nicht typisieren um Sie zu verwenden.
(Was sehr bequem ist, aber auch grofse Nachteile mit sich bringt.)
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Abbildung A.1.1: Screenshot: Einige einfache Eingaben im Befehlsfenster von Octave.

A.2 Logische Ausdriicke

Wahrheitswerte

Sie konnen in Octave auch mit Wahrheitswerten rechnen. Die beiden Wahrheitswerte
heifsen in Octave true und false. Das sind aber nur Schliisselworter, die in Octave
in Wirklichkeit als 1 (fiir true) und 0 (fir false) dargestellt werden. Wenn Sie zum
Beispiel

A = false

im Befehlsfenster eingeben, sehen Sie, dass der Variablen A einfach der Wert 0 zuge-
wiesen wird (Sie héitten stattdessen also genauso gut auch ,,A = 0“ eingeben konnen).
Und wenn Sie

B = true

eingeben, dann wird B der Wert 1 zugewiesen (d.h., Sie hétten genauso gut auch
»,B = 1“ eingeben kénnen).
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A. EINE EINFUHRUNG IN OCTAVE UND MATLAB

Es gibt die iiblichen logischen Operationen auch in Octave, allerdings mit etwas
anderer Schreibweise. Die folgende Tabelle listet die zugehorigen Befehle fiir zwei
Variablen A und B auf:!!

Logische Verkniipfung ‘ und ‘ oder ‘ exkl. oder ‘ nicht
Mathematische Notation ANB AV B AV B -A

Notation in Octave and(A, B) | or(A, B) | xor(A, B) | not(A)
Alternative Notation in Octave A& B A|B ~ A

Machen Sie sich mit den Schreibweisen vertraut, indem Sie sie im Befehlsfenster
ausprobieren.

Skripte

Wenn Sie etwas ldngere Rechnungen durchfiihren, ist es sinnvoll diese nicht einfach
im Befehlsfester einzugeben, sondern die entsprechenden Befehle alle in eine Datai
zu schreiben. Dies hat den Vorteil, dass Sie die komplette Berechnung jederzeit mit
wenig Aufwand dndern und dann wieder komplett ausfiihren konnen. Eine Datei,
die eine Abfolge von Befehlen enthélt, nennt man Skript. Skripte funktionieren in
Octave folgendermafsen:

e Jedes Skript ist schlicht eine Datei, die die Dateiendung .m hat und deren
Inhalt aus Text besteht. Jede Zeile des Skriptes muss ein Kommando sein,
dass Sie genauso gut auch im Befehlsfenster eingeben konnten.

Leerzeilen sind in Skripten auch erlaubt und werden beim Ausfithren ignoriert.

e Oben links in der graphischen Benutzeroberfliche von Octave sehen Sie ein
kleines Fenster, in dem Sie erkennen, auf welchen Ordner auf IThrem Computer
Octave gerade zugreift. Sie konnen wie gewohnt durch Ihre Ordnerstruktur
navigieren.

Wichtig ist vorerst nur: Wenn Sie ein Skript ausfithren wollen, muss das Skript
in dem Ordner liegen, der in diesem Fenster gerade gedffnet ist.

e Zum Erstellen von Skripten finden Sie ganz oben links (in der Nihe des Reiters
Datei) einen Button. Wenn Sie daraufklicken, wird ein leeres Skript erstellt.
Sie kénnen in jede Zeile ein Kommando eingeben, genau wie im Befehlsfenster.
Vergessen Sie nicht, die Datei zu speichern, bevor Sie sie ausfithren mdochten
(und achten Sie darauf, sie in dem Ordner zu speichern, in dem Sie sie ausfithren
mochten).

"Falls Sie Programmierkenntnisse z.B. in C++ oder in Java haben (falls nicht, ignorieren Sie
diese Fufitnote bitte), sollten Sie beim Lesen der Tabelle folgendes beachten: Das kaufménnische
und-Zeichen & bzw. der einfache Strich | werden in Octave — anders als in C++ und in Java — nicht
als bitweise und bzw. oder verwendet, sondern einfach nur als logisches und bzw. oder.
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e Zum Ausfithren des Skripts geben Sie im Befehlsfenster von Octave den Namen
der Datei ein — allerdings lassen Sie dabei die Dateiendung .m weg.

(Denken Sie daran, dass Sie, wie oben bereits gesagt, zuerst in den Ordner
navigieren miissen, in dem das Skript liegt, damit das Ausfithren funktioniert.)

e Oft ist es eine gute Idee, ein bisschen zu erkldren, was der eigenen Code tut.
Dazu kann man sogenannte Kommentare verwenden:

Wenn Sie irgendwo im Skript ein Prozentzeichen verwenden, dann wird der
Rest dieser Zeile (ab dem Prozentzeichen) von Octave beim Ausfiithren des
Skripts ignoriert. Alles, was hinter einem Prozenzeichen steht, bezeichnet man
als Kommentar. Weil Kommentare die Ausfithrung des Skriptes nicht beein-
flusst, kénnen Sie sie nutzen, um Erlduterungen im Skript einzufiigen.

Hinweis: Nutzen Sie Kommentare sehr grofiziigig! Das erleichtert das Lesen
Ihrer Skripte.

Das war’s im Wesentlichen. In Abbildung A.2.1 auf der néchsten Seite finden Sie
einen Screenshot!? eines Skripts, mit dem man in Octave nachpriifen kann, dass die
de Morgansche Regel aus Proposition 1.2.10(a) tatsichlich stimmt.!® Die Ausgabe,
die Sie erhalten, wenn Sie das Skript im Befehlsfenster ausfiihren, koénnen Sie in
Abbildung A.2.2 auf der {iberndchsten Seite sehen.

2Der Grund, weshalb hier nur Screenshots abgebildet werden statt das Skript als Text einzubin-
den (was deutlich besser aussehen wiirde), ist folgender: Viele Leute neigen dazu, zu ,,programmie-
ren“, indem sie eine ,,Vorlage irgendwo rauskopieren und dann nur an ihre Bediirfnisse anpassen.
Diese Methode ist aber denkbar schlecht geeignet, um Programmieren allgemein und eine Program-
miersprache im Speziellen wirklich zu lernen. Die Verwendung der Screenshots soll verhindern, dass
Sie beim Bearbeiten der Ubungsaufgaben diese Copy- & Paste-Methode verwenden.

13D h. anstatt die Werte in der Wahrheitstabelle per Hand zu bestimmen, ldsst man sie von Oc-
tave berechnen. Am besten vergleichen Sie die Wahrheitswerte, die vom Skript ausgegeben werden,
mit denen, die wir im Beweis der Proposition ,,per Hand* in die Wahrheitstabelle eingefiigt haben.
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A. EINE EINFUHRUNG IN OCTAVE UND MATLAB

£ Editor

Editor
Datei Bearbeiten Ansicht Debuggen  Ausfihren  Hilfe
-2 E w0 #2 4
dEMurgan.mm
1 % Uberpriifen von Proposition 1.2.10(a):
2
3 % 1. Zeile in der Wahrheitstabelle:
4 display('') % Leerezeile
o displayi } % Textausgabe
6 L = true
7 B = true
8 -~(h & B)
8 (~&) | (~B)
10
11: % 2. Zeile in der Wahrheitstakelle:
12 display('') % Leerczeile
13 display/( } % Textausgabe
14 A = true
15: B = false
16 ~(A £ B)
17T (~&) | (~B)
18
189: % 3. Zeile in der Wahrheitstakelle:
20 display('') % Leerczeile
21 display| } % Textausgabe
22 &k = false
23: B = true
249 ~ (A £ B)
25 (~R) | (~B)
26
27: % 4. Zeile in der Wahrheitstakelle:
28 display('') % Leereczeile
29 display| } % Textausgabe
30 A = false
31: B = false
32 ~(A £ B)
33 (~R) | (~B)

Zeile: 1 Spalte: 38  Kodierung: SYSTEM  Zeilenende: CRLF

Abbildung A.2.1: Screenshot des Skripts deMorgan.m, mit dem eine der aussagenlo-
gischen de Morganschen Regeln am Computer iiberpriift werden kann. Die Ausgabe
beim Ausfiihren des Skripts ist in Abbildung A.2.2 gezeigt.
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A.3. Fallunterscheidungen und Funktionen

Befehlzfenster
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Abbildung A.2.2: Screenshot der Ausgabe im Befehlsfenster beim Ausfithren des
Skripts deMorgan.m (welches in Abbildung A.2.1 gelistet ist).

A.3 Fallunterscheidungen und Funktionen

In diesem Abschnitt besprechen wir zwei Themen, die auf den ersten Blick wenig
mit einander zu tun haben, die aber beide gut zu Abschnitt 1.5 passen.

Fallunterscheidungen

Im Alltag sind Sie héufig mit Situationen konfrontiert, in denen Sie Entscheidungen
treffen miissen; wie Sie sich entscheiden, kann von einer Vielzahl von Einflussfaktoren
abhangen. Man koénnte durchaus behaupten: Das Leben wird vor allem dadurch
interessant und facettenreich, dass Sie Entscheidungen treffen miissen.

Bei Computerprogrammen ist es ganz dhnlich: Interessant (und niitzlich) werden
Programme vor allem dadurch, dass an manchen Stellen im Programmverlauf eine
Entscheidung getroffen werden kann, was das Programm nun als néichstes tun soll.'

14Genau das passiert iibrigens stindig, wenn Sie einen Computer oder ein Smartphone oder ein
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fallunterscheidung.m @

1
2. zahll = 3;
2 =ahl2 = -2:
4: =ahl3 = 5S;
5
6§ [E]if (zahll <= =zahl2)
T a = 2;
8 | elseif (zahll < zahl3)
9 a = o;
10 jelseif (zahlZ2 == =zahl3)
11 a = H
12 | el=se
13 a = 0;
14 | end
15
16: a

Abbildung A.3.1: Beispiel-Listing einer sehr einfachen Fallunterscheidung in Octave.

Alle Programmiersprachen verfiigen tiber Befehle, mit denen solche Entscheidun-
gen des Programms modelliert werden kénnen. Das einfachste solche Konstrukt ist
eine Fallunterscheidung. In Octave kann man Fallunterscheidungen mit Hilfe der
Schliisselworter if and else programmieren. Dies lasst sich am einfachsten mit Hilfe
eines kurzen Videos (ca. 74 Minuten) erkléren, das Sie sowohl im Stud.IP (in der
Ubungs-Veranstaltung) als auch unter folgendem Link finden:

Link zum Video iiber Fallunterscheidungen in Octave (ca. 7% Minuten)

Um Thnen das Nachgucken der verwendeten Befehle zu erleichtern, kénnen Sie
den Screenshot einer sehr einfachen Fallunterscheidung zudem in Abbildung A.3.1
ansehen.

Funktionen

Funtionen funktionieren in Programmiersprachen &hnlich wie in der Mathematik
(auch, wenn die Details sich haufig unterscheiden): Es handelt sich im Teiles ei-
nes Programms, denen man Eingaben — die sogenannten Argumente — iibergeben

anderes elektronisches Gerét benutzen: Je nachdem was Sie tun, reagiert das Programm anders:
Klicken Sie in Ihrem Browser zum Beispiel auf einen Link, dann wird die verlinkte Seite geo6ffnet.
Klicken Sie hingegen auf den Button zum Schliefsen des Browsers, so wird er tatséchlich geschlossen.
Das Programm Browser reagiert also auf unterschiedliche Situationen (,, Wohin wurde geklickt?)
mit einer unterschiedlichen Fortsetzung des Programmverlaufs — in den genannten Beispielen 14dt
der Browser entweder die Seite die unter dem angeklickten Link hinterlegt ist, oder er beendet sich
selbst.
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A.4. Komplexe Zahlen in Octave

meineErsteFunktion.m E]

1 F]function rueckgakeWert = meineErsteFunktionz)

2

3] 1if (z == 0)

4q rueckgabelWert = 2%z;
= else

& rueckgabelWert = -1;
T Enci

3 =

9 tendfunction

Abbildung A.3.2: Octave-Implementierung der Funktion ¢ aus Beispiel 1.5.3(c).

kann, und die diesen Eingaben Ausgaben — die man, wie Sie bereits wissen, in der
Mathematik Funtionswerte nennt — zuordnen.

Ein wichtiger Unterscheid ist, dass Funktionen in Programmiersprachen wie z.B.
Octave Teile des Programms sind, die wirklich ausgefiihrt werden kénnen. Sie kénnen
eine Funktion also zum Beispiel im Befehlsfenster ausfithren (wobei Sie ihr konkrete
Werte als Argumente iibergeben miissen), und der Computer berechnet dann den
zugehorigen Funktionswert.

Damit dies funktionieren kann, muss eine Funktion natiirlich so programmiert
werden, dass sie das Gewiinschte tut. Wie man das in Octave macht, ldsst sich
ebenfalls am besten in einem kurzen Video (ca. 6% Minuten) erkléren:

Link zum Video tiber Funktionen in Octave (ca. 65 Minuten)

Die im Video implementierte Funktion (die aus Beispiel 1.5.3(c) stammt) finden
Sie auch in Abbildung A.3.2 nochmals als Screenshot.

A.4 Komplexe Zahlen in Octave

Octave kann nicht nur mit reellen Zahlen rechnen, sondern genauso gut auch mit
komplexen Zahlen. Die imagindre Einheit wird in Octave ebenfalls einfach mit ¢
bezeichnet.

Wenn Sie im Befehlsfenster also zum Beispiel

(14 24) * (=3 +1)
eingeben, berechnet Octave das Ergebnis fiir Sie; es lautet!®

—5 — oi.

5Das konnen Sie natiirlich ganz leicht auch per Hand nachrechnen.

235


https://vimeo.com/642097931/f7994f3f0d
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Sie konnen komplexe Zahlen in Octave auch addieren, subtrahieren, dividieren oder
potenzieren. Wenn Sie zum Beispiel

1/(1414)
eingeben, erhalten Sie als Ergebnis 0.5 — 0.5¢, and wenn Sie zum Beispiel

;6
eingeben, erhalten Sie —1 als Ergebnis.'¢
Zwei niitzliche Funkionen, die Sie auf eine komplexe Zahl z anwenden koénnen,
sind conj und abs:

Octave-Kommando ‘ Ergebnis ‘ Beschreibung
conj(z) zZ konjugierte komplexe Zahl von z
abs(z) H Betrag von z

A.5 For-Schleifen

Damit ein Computer gréfere Aufgaben verrichten kann, bendtigt man eine Moglich-
keit, dem Computer sehr viele Kommandos auf einmal mitzuteilen. Hierzu kann man
unter anderem Schleifen verwenden — diese sorgen dafiir, dass ein bestimmtes Stiick
Code sehr oft durchlaufen wird.

Es gibt verschiedene Varianten von Schleifen. Besonders einfach zu verwenden ist
in Octave die for-Schleife. Sie besteht aus mehreren Zeilen: Die erste Zeile ist zum
Beispiel von der Form

for k=1:100
und die letzte Zeile lautet
endfor

und zeigt somit das Ende der for-Schleife an. Sobald die Schleife ausgefiihrt wird,
passiert folgendes:

e Zuerst wird k auf den Wert 1 gesetzt. Dann werden alle Code-Zeilen ausgefiihrt,
die vor endfor stehen.

e Nun springt der Computer zuriick an den Anfang der Schleife, setzt k auf 2,
und fiihrt wieder alle Code-Zeilen aus, die vor endfor stehen.

e Dies geht so weiter, bis k auf den Wert 100 gesetzt wird. Auch dann wer-
den noch einmal alle Code-Zeilen bis endfor ausgefiihrt. Anschliefend ist die
Ausfiihrung der Schleife beendet.

15{Ibrigens: Warum eigentlich?
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QaUSSSUMIME, M E]

1 F]function ergeknis
2 % Berechnet die
3

4

= % Lege eine Var
& % von 1 bis n a
7 ZWischensumme =
8

9 % Starte eine 5
10 -] for k=1:n

11 % Lddiere im
12 % zur Zwische
13 zwischensumme
14 endfor

15

16

17 E

18 %

15 ergebnis = zwis
20

21 Lendfunction

gaussSuamme (mn)

Summe der ganzen Zahlen von 1 bis n
iable an, auf die schrittweise alle Zahlen
ddiert werden sollen
H
“hleife, die insgesamt n mal durchlaufen wird:
kE-ten Schritt die Zahl k
nsumnme
= zwWischensumme + k;

chensumme ;

Abbildung A.5.1: Octave-Implementierung einer Funktion names gaussSumme. Sie

berechnet die Summe Y ,_; k.

Diesselbe Summe konnte man aber auch ohne Schleife

berechnen, indem man die Gaufsche Summenformel auf Beispiel 3.2.5(a) verwendet.

Selbstverstdndlich muss die Variable, die von 1 bis 100 durchgezihlt wird, nicht &
heiffen — Sie kénnen ihr auch einen beliebigen anderen Namen geben. Und selbstver-
stdndlich muss die Schleife auch nicht von 1 bis 100 zéhlen; sie kénnen auch andere

Grenzen angeben.

Wenn Sie Schleifen in einem Skript oder in einer Funktion benutzen, ist es zudem
niitzlich zu wissen, dass die Grenzen selbst auch Variablen sein diirfen — so kann
man erreichen, dass erst zur Laufzeit entschieden wird, aus wievielen Durchlaufen

die Schleife besteht.

In den Abbildungen A.5.1

und A.5.2 sehen Sie die Screenshots zweier Octave-

Funktionen, mit denen die Summe aller Zahlen von 1 bis n sowie die n-te Fibonacci-

Zahl berechnet werden kann.

237



A. EINE EINFUHRUNG IN OCTAVE UND MATLAB

fibonacc.m m
lEﬂﬁunction ergebnis = fibonacci (i)
2 % Berechnet die n-te Fibonacci-Zahl.
3
4 % Die Fibonacci-Zahlen £ 0 und £ 1 sind beide 1.
= % Wir speichern diese Werte in Variabklen £ und fHext:
6 f = 1:
7 fiext = 1;
8
] % Wir starten nun eine Schleife, die n-1 mal durchlaufen wird:
10 ] for k=2:n
11 % An dieser Stelle hat die Variable f den Wert £ (k-2},
12 % und die Variable fNext hat den Wert £ (k-1)
13 % Im Folgenden werden beide Variablen so geaendert, dass Sie
14 % jeweils die naechsthochere Fibonmacci-Zahl als Wert haben.
15
16 % Berechne den Wert wvon f k:
17 fk = £ + fHext:
18
15 % Ueberschreibe jetzt £ und fHext mit den
20 % jeweils nachfolgenden Fibonacci-Zahlen:
21 f = fNext; % Numn hat f den Wert £ (k-1)
22 fNext = fk; % Nun hat fNext den Wert £ k.
23
24 ~ endfor
25 % Wenn die Schleife zu Ende ist, hatte k zuletzt den Wert n,
26 % also hat fHext nun den Wert £ m.
27 % Wir uebergeben diesen Wert an die Variakle,
28 % die wvon der Funktion zurueckgegeben wird:
29 ergebnis = fHext:
30
31 tendfunction

Abbildung A.5.2: Octave-Implementierung einer Funktion names fibonacci. Sie be-
rechnet die n-te Fibonacci-Zahl aus Beispiel 3.2.2.
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A.6 Vektoren und Matrizen

In Octave kann man Vektoren und Matrizen sehr einfach handhaben.!” Grundsétzlich

gilt hierbei:

Jeder Vektor ist ebenfalls einfach eine Matrix.

Um Matrizen explizit anzugeben, benutzt man eckige Klammern, innerhalb de-
rer die Eintrage der Matrix dann zeilenweise aufgelistet werden. Zeilen werden
durch Strichpunkte getrennt; die Eintrdge innerhalb einer Zeile werden durch
Kommata!® getrennt.

Auf den k-ten Eintrag eines Vektors x greifen Sie durch die Notation z(k) zu,

Auf den Eintrag einer Matrix A an der Stelle (j, k) greifen Sie durch die Nota-
tion A(j,k) zu.t® 20

Mit dem Befehl size(A) erhalten Sie einen Zeilenvektor mit zwei Eintridgen
zuriick; sein erster Eintrag gibt die Anzahl der Zeilen von A und, und sein

zweiter FEintrag die Anzahl der Spalten von A.

Das Ganze lédsst sich am Besten anhand eines Beispiel demonstrieren. Sehen Sie
sich hierzu einfach das Skript matrizen.m an, welches Sie im Stud.IP in der Vorle-

sungsveranstaltung unter dem Dateiordner Weitere Materialien finden.

Im selben Ordner finden Sie auflerdem eine Datei matrizSumme.m; sie enthalt
eine Funktion, in der ,,per Hand“ die Summe von zwei Matrizen mit Hilfe von for-

Schleifen berechnet wird.

17Vektoren in Octave verhalten sich in vielerlei — aber nicht in jeder — Hinsicht &hnlich wie Arrays

in vielen anderen Programmiersprachen.

180der durch Leerzeichen — aber bei Verwendung von Leerzeichen zur Trennung der Eintrige

kénnen manchmal Subtilitdten auftreten, wenn man zugleich noch Minuszeichen verwendet.

YWie in der Mathematik durchgehend {iblich, bezeichnet j dabei den Zeilenindex und k den

Spaltenindex.
20 Also bedeutet A(j, k) in Octave das, was wir in der Vorlesung als A, notieren wiirden.
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Anhang B

Ipvertierbare Matrizen — Ein
Uberblick zum Abschluss

Wir hatten im Laufe der Vorlesung zahlreiche verschiedene Charakterisierungen der
Invertierbarkeit von Matrizen besprochen. Des besseren Uberblicks halber fassen wir
viele von Thnen hier noch einmal zusammen:

Theorem B.0.1 (Charakterisierung invertierbarer Matrizen). Sei K ein Korper, sei
n € N* und A € K"*". Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) A ist invertierbar.

(i) AT ist invertierbar.
(iii) A ist rechtsinvertierbar.
(iv) A ist linksinvertierbar.
(v) Die reduzierte Zeilenstufenform von A ist gleich I,,.
(vi) Es gilt ker A = {0}.

(vii) Der Spaltenraum von A ist gleich K.
(viii) Es gilt rang(A) = n.
(ix) Die Spalten von A sind linear unabhdingig.
(x) Die Zeilen von A sind linear unabhdingig.
)

(xi) Fir jedes b € K™ besitzt das Gleichungssystem Az = b mindestens eine Losung

r € K",

(xil) Fir jedes b € K™ besitzt das Gleichungssystem Ax = b hichstens eine Losung
x e K",
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(xiii) Fir jedes b € K™ besitzt das Gleichungssystem Ax = b genau eine Liésung
x e K",

(xiv) FEs gilt det(A) # 0.

(xv) Das Element 0 € K ist kein Eigenwert von A.
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