BERGISCHE
UNIVERSITAT
WUPPERTAL

Grundlagen der
Mathematik

JOCHEN GLUCK

Vorlesungsmanuskript
Sommersemester 2024

Vorléaufig finale Version
22. September 2024






Inhaltsverzeichnis

Vorwortl iii
|1 Aussagen und Mengen| 1
(1.1 FExaktheit in der Mathematikl . . . . . ... ... .. .. ... ... 1
1.2 Aussagen und Wahrheitswerte|. . . . . . . . ... 2
1.3 Mengen und Tupell . . . . . .. ... oo oo 11
1.4 Verkniipfung beliebig vieler Aussagen: Quantoren| . . . . . . . . .. 22
2__Funktionenl 35
2.1 _Was ist elne Funktion?l . . . . . . . . ... L. 35
[2.2  Bildliche Darstellung von Funktionen|. . . . . . . . ... ... ... 41
[2.3  Eigenschaften von Funktionen: Injektivitat, Surjektivitat und Bijek- |
[ tivitatl . . .. 45
2.4 Bilder und Urbilder|. . . . . . . .. .. ... oo 51
[2.5  Machtigkeit von Mengen| . . . . . . . . . ..o 53
|3 Die natirlichen Zahlen und vollstandige Induktion| 59
3.1 Folgen und Rekursion| . . . .. .. ... ... ... ... 59
8.2 Induktion| . . . . . .. ... 62
8.3 Primzahlenl . . . .. ... ... ... 65
3.4 Binomialkoeffizientenl . . . . . . . . ... oo 66
[3.5  FErganzung: Die Peano-Axiome] . . . . . . . .. . ... ... 73
|4 Algebraische Strukturen| 75
4.1 Assoziative Verknuptungen und Halbgruppen| . . . . . . . ... .. 75
4 STUPPEN| . . . . e e e e 79
4.3 Permutationen| . . . . . ... ... oo 84
4.4 Teilen mit Restl . . . . . . . . ... 89
4.5 Korper|. . . . . .. 91
[ "Geometrie in der komplexen Ebene| 99
.1 Der Korper der komplexen Zahlen| . . . . . ... ... .. ... .. 99
5.2 Die komplexe Zahlenebene|. . . . . . . . ..o 102
5.3  Bewegungen in der Ebene| . . . . . . ..o 107




INHALTSVERZEICHNIS

5.4 Trigonometrische Funktionen und Polarkoordinaten komplexer Zahlen| 109

5.5 Polynomfunktionen und rationale Funktionen| . . . . . . . . .. .. 112
[6 Relationen und Quotientenstrukturen| 117
6.1  Was ist eine Relation? . . . ... ... ... ... ... ..., 117
6.2 Aquivalenzrelationen und die Faktorgruppe Z/nZ{ . . . . . . . . .. 119
6.3 Konstruktion der ganzen Zahlen|. . . . . . . ... ..o 000 125
APP d 129
[A Griechisches Alphabet] 131

[Literaturverzeichnis| 133

ii



Vorwort

Einige Teile dieses Manuskripts habe ich aus meinem Vorlesungsmanuskript Lineare
Algebra 1 aus dem Wintersemester 2021/22 an der Universitédt Passau tibernommen.
Dies betrifft insbesondere grofse Teile der Kapitel [I] und [2] und manche Teile der
Kapitel [3] und [4
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Kapitel 1

Aussagen und Mengen

Einstiegsfragen. (a) Schauen Sie sich die folgende Aussage an: ,,Alle Mathepro-

1.1

fessorinnen sind Star Trek-Fans.“

Wie lautet die Verneinung dieser Aussage? Konnen Sie die Verneinung for-
mulieren, ohne die Worte ,alle“ und ,jede” (bzw. Synonyme dieser Worte) zu
verwenden?

Ko6nnen Sie in einfachen Worten erkléaren, was die Vereinigung von zwei Mengen
ist?

Wias sind eigentlich Variablen und wozu braucht man sie?

Wie unterscheidet sich die Bedeutung des Wortes ,,Menge* in den folgenden
drei Sétzen?

Satz 1: ,Ich habe letzten Sommer eine Menge Eis gegessen.”

Satz 2: ,Die Eisdiele hat letzten Sommer ein geringere Menge Eis verkauft als
im Jahr zuvor.“

Satz 3: ,Die Menge der Primzahlen ist in der Menge aller ganzen Zahlen
enthalten.”

Exaktheit in der Mathematik

Ein zentrales und besonderes Merkmal der Wissenschaft Mathematik ist, dass mathe-
matische Resultate nicht empirisch — also beruhigend auf realen Beobachtungen und
Experimenten — gewonnen werden, sondern dass alle Behauptungen stets zweifelsfrei
zu beweisen sind. Dies ist nur moglich, indem eine Reihe von Regeln konsequent
beachtet wird:

e Wann immer man einen mathematischen Begriff verwendet, muss man prézise

beschreiben, wie dieser Begriff zu verstehen ist. Dies ist der Sinn von Defini-
tionen.
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e Mathematische Resultate bestehen aus Annahmen und Konklusionen, und sind
von der Form: Wenn die Annahmen alle erfiillt sind, dann sind auch die Kon-
klusionen wahr.

Je nach Kontext werden mathematische Resultate oft als Theorem, Satz, Lem-
ma, Proposition oder Korollar bezeichnetﬂ Sie werden im Laufe der Vorlesung
noch haufig sehen, welcher dieser Begriffe fiir welche Art von mathematischem
Resultat verwendet wird.

e Mathematische Resultate werden stets sauber getrennt von IThrer Begriindung;:
Zunéchst schreibt man das Resultat auf, anschliefend folgt der Beweis des
Resultats. Der Zweck des Beweises ist es, darzulegen, dass aus den Annahmen
des Resultats die Konklusionen logisch folgen. Erst nach dem Beweis darf man
davon ausgehen, dass das Resultat tatséachlich giiltig ist.

e Wichtig: Das Wort , logisch® im vorangehenden Punkt darf auf keinen Fall um-
gangssprachlich im Sinne von ,,plausibel” verstanden werden. Mit dem Begriff
logisch folgen meint man in der Mathematik stattdessen eine Situation, in der
die Richtigkeit der Annahmen zwangslaufig und in jedem Fall dazu fihrt, dass
auch die Konklusionen richtig sind.

Damit es hier nicht zu Missverstdndnissen oder Ungenauigkeiten kommt, be-
dient man sich der Aussagenlogik, in der genau festgelegt ist, wie man mit
mathematischen Aussagen umgehen darf, und wann eine Aussage logisch aus
einer anderen folgt.

Wir werden uns in den nachfolgenden Abschnitten [I.2] und [I.4) mit der Aussa-
genlogik beschéftigen.

Aufserdem werden Sie in den weiteren Abschnitten dieses Kapitels einige weitere
Konzepte lernen, die in allen mathematischen Teilgebieten eine wichtige Rolle spielen:
Mengen und Tupel (Abschnitt dienen dazu, mehrere mathematische Objekte
(z.B. mehrere Zahlen) zu einem groferen Objekt zusammenzufassen. Funktionen
(Kapitel sind wichtig, um verschiedene mathematische Objekte zueinander in
Beziehung setzen zu kénnen.

1.2 Aussagen und Wahrheitswerte

In der Aussagenlogik geht es darum, Aussagen {iber mathematische Objekte zu tref-
fen und festzulegen, wie man mit diesen Aussagen arbeiten darf.

Wobei die Unterscheidung zwischen diesen Begriffen recht subjektiv und hiufig auch etwas
willkiirlich ist. Dies ist aber kein Problem, da es fiir den Inhalt eines mathematischen Resultats
nicht von Bedeutung ist, ob man das Resultat z.B. als Theorem oder als Lemma bezeichnet.
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Was ist eine Aussage?

In der Mathematik moéchte man wahre Dinge iiber mathematische Objekte sagen
— dazu muss man stets sauber unterscheiden kénnen, was wahr und was falsch ist.
Formulierungen, bei denen diese Unterscheidung mdoglich ist, bezeichnen wir als Aus-

sagen:

Definition 1.2.1 (Aussagen und Wahrheitswerte). (a) Unter einer Aussage ver-

(b)

stehen wir einen sprachlichen AusdruckEL von dem eindeutig feststeht, ob er
wahr oder falsch ist.

Wenn eine Aussage wahr ist, dann sagen wir, sie hat den Wahrheitswert
,2wahr*; wenn sie hingegen falsch ist, dann sagen wir, sie hat den Wahrheits-
wert . falsch.

Es folgen sowohl einige alltdgliche Beispiele als auch einige mathematische Bei-
spiele.

Beispiele 1.2.2. (a) Der Ausdruck ,,Friedrich Schiller ist keine Aussage, denn

(b)

(2)

(h)

es ergibt keinen Sinn zu sagen, dass eine Person war oder falsch sei.

Der Ausdruck ,,Friedrich Schiller hat das Drama ‘Der Gétz von Berlichin-
gen’ geschrieben.“ ist eine Aussage. Sie ist falschEL hat also den Wahrheitswert
falsch.

Der Ausdruck ,, Friedrich Schiller hat das Drama ‘Die Rauber’ geschrieben. ist
eine Aussage. Sie ist wahr, hat also den Wahrheitswert ,, wahr*.

Der Ausdruck ,,Friedrich Schiller hat vielleicht die Ballade ‘Die Biirgschaft’
geschrieben® ist keine Aussagdﬂ denn aufgrund des Wortes ,,vielleicht” ist es
nicht moglich zu sagen, ob der Ausdruck wahr oder falsch ist.

Der Ausdruck ,,2 4+ 2“ ist keine Aussage, denn ,,2 4+ 2“ ist weder wahr noch
falsch.

Der Ausdruck ,2 + 2 = 5 — 1“ ist eine Aussage. Sie ist wahr, hat also den
Wahrheitswert ,, wahr.

Der Ausdruck ,,2+2 = 4“ ist eine Aussage. Sie hat ebenfalls den Wahrheitswert
,wahrt.

Der Ausdruck ,,2 + 2 = 5 4+ 2“ ist eine Aussage. Sie hat den Wahrheitswert
falsch.

2Man kénnte auch sagen: Eine sprachliche Formulierung.
3Das Drama ‘Der Gotz von Berlichingen’ wurde von Goethe verfasst.
“Im mathematischen Sinne.
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Inhalt der Mathematik ist es, wahre Aussagen iiber mathematische Objekte zu
machen und zu beweisen. Deshalb hat man wenig Lust, zu jeder wahren Aussage stets
explizit dazuzuschreiben, dass sie wahr ist. Denken Sie zum Beispiel an die Aussage
aus Beispiel |1.2.2(c); Wenn Sie einem Kommilitonen mitteilen méchten, dass Schiller
‘Die Rauber’ geschrieben hat, dann sagen Sie nicht etwa

Die Aussage ,, Friedrich Schiller hat das Drama ‘Die Rduber’ geschrieben.” ist wahr.
Sondern Sie sagen einfach:
Friedrich Schiller hat das Drama ‘Die R&uber’ geschrieben.

Damit wollen Sie selbstverstdndlich zum Ausdruck bringen, dass diese Aussage wahr
ist. Ebenso hélt man es auch in der Mathematik:

Konvention 1.2.3. Wenn wir eine Aussage machen ohne Thren Wahrheitsgehalt zu
spezifizieren, so wollen wir damit zum Ausdruck bringen, dass die Aussage wahr ist.

Verkniipfungen von Aussagen und Wahrheitstabellen

Einzelne Aussagen sind aus mathematischer Sicht recht unspektakuldr. Interessant
wird es erst, wenn man mehrere Aussagen verkniipft — das bedeutet, man baut aus
mehreren gegebenen Aussagen eine neue. Ein einfaches Beispiel fiir solche eine Ver-
kniipfung ist die Vemndungﬂ von zwei Aussagen. Sehen wir uns das zunéchst an
einem Beispiel an:

Beispiel 1.2.4. Die beiden Aussagen Friedrich Schiller hat das Drama ‘Die Rdu-
ber’ geschrieben und Johann Wolfgang von Goethe hat die Ballade ‘Der Erlkénig’
geschrieben konnen wir mit Hilfe des Wortes ,,und* zu einer neuen Aussage verkniip-
fen:

Friedrich Schiller hat das Drama ‘Die Rdauber’ geschrieben und Johann Wolfgang
von Goethe hat die Ballade ‘Der Erlkonig’.

Diese neue Aussage ist wahr, weil die beiden Aussagen, mit denen wir begonnen
hatten, wahr sind.

Dasselbe kann man natiirlich auch fiir beliebige andere Aussagen machen: Wenn
A and B Aussagen sind, dann kénnen wir daraus eine neue Aussage ,A und B“
konstruieren [f]

An dieser Stelle sollten Sie kurz innehalten und an Abschnitt [[.1] zuriickdenken:
Als allererstes haben wir besprochen, dass jeder Begriff, den wir verwenden, sauber
definiert werden muss, damit wir stets genau wissen, wovon wir eigentlich sprechen.

SHiufig auch Konjunktion genannt.

SHier sehen Sie bereits eine Vorgehensweise, die in der Mathematik sehr iiblich und sehr niitzlich
ist: Wenn man etwas nicht nur fiir ein konkretes Beispiel tun moéchte, sondern ganz allgemein, so
verwendet man Platzhalter — haufig bezeichnet man diese Platzhalter mit Buchstaben, wie hier A
und B.
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Wenn also A und B zwei Aussagen sind, was genau ist dann mit der und-Verkniipfung
,A und B“ gemeint?

Wir meinen mit ,,A und B“ eine neue Aussage, und damit keine Meinungsver-
schiedenheit dariiber auftreten kann, ob diese Aussage wahr oder falsch ist, miissen
wir definieren, welchen Wahrheitswert ,A und B“ hat. Dies wird natiirlich davon
abhéngen, welchen Wahrheitswert A und B jeweils haben. Allerdings gibt es fiir
die Wahrheitswerte von A und B nur vier mogliche Félle, und wenn wir fiir jeden
dieser Félle den Wahrheitswert von ,,A und B* festlegen, dann ist immer eindeutig
bestimmt, ob ,,A und B“ wahr oder falsch ist. Also tun wir genau das:

Definition 1.2.5 (und-Verkniipfung). Seien A und B beliebige Aussagen. Wir defi-
nieren eine neue Aussage, die wir als A A B notieren und als ,,A und B* aussprechen,
indem wir die folgenden Wahrheitswerte fiir A A B festlegen:

e Wenn A wahr ist und B wahr ist, dann ist A A B ebenfalls wahr.
e Wenn A wahr ist und B falsch ist, dann ist A A B falsch.

e Wenn A falsch ist und B wahr ist, dann ist A A B falsch.

Wenn A falsch ist und B falsch ist, dann ist A A B ebenfalls falsch.
Die Aussage A A B wird als Konjunktion von A und B bezeichnet.

Diese Definition orientiert sich an der Bedeutung des Wortes ,,und” in der All-
tagssprache: Es gilt A und B“ ist in der Alltagssprache gleichbedeutend mit ,,Fs
gilt sowohl A als auch B“. Diese Aussage ist wahr, wenn A, B beide wahr sind, sie
ist jedoch falsch, wenn mindestens eine der beiden Aussagen A, B falsch ist.

Dies ist eine passende Stelle fiir einige allgemeine Kommentare zu Definitionen
in der Mathematik:

Bemerkungen 1.2.6. (a) Grundsétzlich darf man definieren, was immer man
mochte — solange die Definition sich nicht selbst widerspricht. Wenn man einen
mathematischen Begriff oder ein mathematisches Symbol definiert, muss man
sich also nicht zwangsldufig daran halten, wie dieser Begriff oder dieses Symbol
in der alltdglichen Sprache verwendet werden.

Wichtig dabei ist natiirlich: Jeder Begriff hat dann natiirlich auch nur die
Bedeutung, die ihm in seiner Definition zugewiesen wurde. Ob der Begriff in
der Alltagssprache anders verwendet wird, spielt somit bei der Verwendung
des Begriffs in der Mathematik keine Rolle — man hat sich einzig und allein an
seine Definition zu halten.

(b) Trotzdem wiirde es vermutlich grofe Verwirrung stiften, wenn man einen Be-
griff so definiert, da seine mathematischen Definition der alltagssprachlichen
Bedeutung des Begriffs stark zuwider 1auft. Deshalb versucht man, Begriffe so
zu definieren, dass sich die Definition eines Begriffs zumindest grob an seiner
alltagssprachlichen Bedeutung orientiert. Wie oben erlautert, haben wir das
auch in Definition [1.2.5] so gemacht.
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(c) Beachten Sie trotzdem unbedingt: Ausschlaggebend fiir die Bedeutung eines
mathematischen Begriffs ist letztlich immer seine mathematische Definition!
Wenn Sie also unsicher sind, was ein mathematischer Begriff, den wir verwen-
den, bedeutet, dann lautet der erste Ratschlag immer: Bléittern Sie in Ihren
Unterlagen zuriick und schlagen Sie die Definition des Begriffs nach!

Definition [1.2.5] ist ziemlich ausladend formuliert und wenig iibersichtlich. Den-
selben Inhalt kann man aber auch iibersichtlicher darstellen, indem man einfach
eine Tabelle verwendet: Definition besagt, dass die Wahrheitswerte von A A B

folgendermafsen lauten:

A B|AAB
w w w
w f f
f w f
t f f

Hierbei haben wir ,,wahr mit dem Buchstaben ,,w* abgekiirzt und , falsch” mit
dem Buchstaben ,,f“. Eine Tabelle von obenstehender Form nennt man aus nahelie-
genden Griinden Wahrheitstabelle.

Wir definieren nun noch weitere Verkniipfungen von zwei Aussagen, sowie die Ver-
neinung von Aussagen. Um die Definition dieser Begriffe {ibersichtlicher zu gestalten
als in Definition [I.2.5] schreiben wir sie direkt mit Hilfe von Wahrheitstabellen auf.

Definition 1.2.7 (oder-Verkniipfungen und Negation). Seien A und B beliebige
Aussagen. Wir definieren drei weitere Aussagen AV B, AV B, —A, deren Werte
durch die folgenden Wahrheitstabellen festgelegt werden:

A B|AVB A B|AVB

w W W w W f A —A
w f w w f w w| f
f w w f w w f| w
f f f f f f

Fiir die so definierten Aussagen verwenden wir die folgenden Bezeichnungen:

(a) Die Aussage AV B wird als ,,A inklusiv oder B“ ausgesprochen und als inklu-
sive Disjunktion von A und B bezeichnet; oft sagt man anstelle ,, A inklusiv
oder B auch einfach ,,A oder B“[]

(b) Die Aussage AV B wird als ,,A exklusiv oder B“ ausgesprochen und als ex-
klusive Disjunktion von A und B bezeichnetﬁ

"Das bedeutet, das Wort ,,oder wird in der Mathematik, solange man nichts anderes dazu sagt,

immer als ,,inklusives Oder* verstanden.
8Neben V gibt es noch weitere gebriuliche Symbole fiir das exklusive Oder. Zum Beispiel ist es
in der Informatik iiblich anstelle von AV B die Notation Axor B zu verwenden.
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(c) Die Aussage - A wir als ,nicht A“ ausgesprochen und als Verneinung oder
Negation von A bezeichnet.

Bisher haben wir nur Begriffe und Symbole definiert. Als néchstes wollen wir ein
paar mathematische Resultate aus der Aussagenlogik besprechen, und uns iiberzeu-
gen, dass diese tatsichlich stimmen.

Proposition 1.2.8. Sei A eine beliebige Aussage. Dann gilt immer (d.h. unabhdingig
vom Wahrheitswerte von A)ﬂ

(a) Die Aussage AV (—A) ist wahrH
(b) Die Aussage AN (—A) ist falsch.lﬂ
(c) Die Aussage AV (—A) ist wahr.

Bevor Sie weiterlesen, sollten Sie sich auf jeden Fall iiberlegen, warum die Re-
sultate in Proposition [1.2.8| intuitiv wirklich so erwarten wiirde. Wie Sie schon wis-
sen, reicht Intuition aber in der Mathematik als Begriindung nicht aus — wir wollen
absolut sicher sein, dass Proposition richtig ist. Deshalb beweisen wir die
Proposition nun mit Hilfe von Wahrheitstabellen:

Beweis von Proposition[I.2.8 Die Aussage A hat genau einen der Wahrheitswerte
,2wahr oder ,falsch”. Wenn wir also diese beiden Félle betrachten, und in jedem der
Fille den Wahrheitswert der drei Aussagen AV (=A), AA(=A), AV(=A) bestimmen,
kénnen wir sicherstellen, dass diese drei Aussagen wirklich immer den Wahrheitswert
,2wahr besitzen. Am iibersichtlichsten ldsst sich dies mit Hilfe einer Wahrheitstabelle
darstellen:

A ‘ -A ‘ AV (mA) AN(=A) AV (-A)
w f w f w
f W w f w

Die Eintrége in der Tabelle sind wie folgt zustande gekommen:

e Die Definition einer Aussage (Definition [1.2.1)) besagt, dass A genau einen der
beiden Wahrheitswerte ,,wahr* und ,,falsch* besitzt. Also konnen nur die beiden
Fille auftreten, die in der ersten Spalte aufgelistet sind.

e Die Definition der Negation (in Definition |1.2.7]) sagt uns nun, welchen Wahr-
heitswert = A in jedem der Félle besitzt. Somit sind die Wahrheitswerte in der
zweiten Spalte durch Definition festgelegt.

9An der Notation dieser Aussagen sehen Sie, dass wir Klammern verwenden, um klarzumachen,
in welcher Reihenfolge der Verkniipfungen ausgewertet werden.

%Djeses Resultat bezeichnet man manchmal auch als Satz vom ausgeschlossenen Dritten.

"Djeses Resultat bezeichnet man manchmal auch als Satz vom Widerspruch.
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e Aus den Wahrheitswerten in den ersten beiden Spalten und der Definition der
inklusiven Disjunktion (in Definition|1.2.7)) erhalten wir nun die Wahrheitswer-
te in der dritten Spalte.

e Aus den Wahrheitswerten in den ersten beiden Spalten und der Definition der
Konjunktion (in Definition [1.2.5)) erhalten wir nun die Wahrheitswerte in der
dritten Spalte.

e Aus den Wahrheitswerten in den ersten beiden Spalten und der Definition der
exklusiven Disjunktion (in Definition [1.2.7)) erhalten wir die Wahrheitswerte in
der vierten Spalte.

In der dritten Spalte der Tabelle kénnen Sie sehen, dass die Aussage A V (—A)
tatséchlich in jedem Fall den Wahrheitswert ,,wahr besitzt. Damit ist bewiesen.
In der vierten Spalte kénnen Sie sehen, dass die Aussage A A (-A) immer den
Wabhrheitswert ,,falsch® besitzt. Damit ist @ bewiesen.
Und laut der fiinften Spalte besitzt die Aussage AV (—A) immer den Wahrheits-
wert ,,wahr. Somit ist bewiesen. O

Bemerkung 1.2.9. Am Ende des vorangehenden Beweises konnten Sie eine in der
Mathematik sehr weit verbreitete Notation sehen: Das Ende eines Beweises wird
meist mit einem kleinen Quadra@ markiert. Dies wird als symbolische Abkiirzung
fiir die Wendung ,,was zu zeigen war — auf lateinisch ,,quot erat demonstrandum®
— verstanden. Die Abkiirzung ,,qed” hingegen ist in der Mathematik heute sehr aus
der Mode gekommen.

Mit Hilfe von Wahrheitstabellen kann man auch komplexere Resultate iiber Ver-
kniipfungen von mehreren Aussagen beweisen. Die folgenden vier Propositionen ent-
halten einige solcher Aussagen.

Proposition 1.2.10 (De Morgansche Regeln fiir die Verneinung von Konjunktionen
und Disjunktionen). Seien A, B beliebige Aussagen.

(a) Die Aussage ~(A A B) hat immer denselben Wahrheitswert wie (—A) V (-B).
(b) Die Aussage —(AV B) hat immer denselben Wahrheitswert wie (—A) A (=B).

Es ist wichtig, dass Sie sich in Ruhe iiberlegen, weshalb die Resultat in Propositi-
on[L.2.10]stimmen. Unabhéngig davon muss man die Proposition aber natiirlich auch
beweisen, wobei man nur die Definitionen der logischen Verkniipfungen verwendet.
WEeil dies mit Hilfe von Wahrheitstabellen sehr einfach moglich ist, besprechen wir
hier nur exemplarisch den Beweis von Teil Um mit dem Konzept der Wahrheits-
tabelle vertraut zu werden, sollten Sie selbst versuchen, Teil @ zu beweisen.

12Manche Autorinnen und Autoren verwenden stattdessen z.B. auch eine Raute.



1.2. Aussagen und Wahrheitswerte

Beweis von Proposition|1.2.1(a)| Fiir die moglichen Wahrheitswerte der Aussagen
A, B gibt es insgesamt vier Moglichkeiten. Mit Hilfe der Definitionen und
kénnen wir somit die folgende Wahrheitstabelle ausfiillen:

A B|AAB|=(AAB) | -~A -B | (=4)V(-B)
ww w f f f f
w f f W f W W
f w f w w f w
f f f w w W w

Die Wahrheitswerte fiir A A B sowie fiir die Aussage —A und die Aussage —B haben
wir hier nur als Zwischenergebnisse eingefiigt, um daraus die Wahrheitswerte der
Aussage =(A A B) und der Aussage (—A) V (=B) zu bestimmen, die uns eigentlich
interessieren.

Wie Sie in der Tabelle erkennen konnen, hat die Aussage ~(A A B) immer den-
selben Wahrheitswert wie die Aussage (—A) V (—B). Somit ist die Behauptung von

Proposition [1.2.10f(a)| bewiesen. O

Proposition 1.2.11 (Kommutativgesetz fiir Konjunktion und Disjunktionen). Sei-
en A, B beliebige Aussagen.

(a) Die Aussage AN\ B hat immer denselben Wahrheitswert wie B N\ A.
(b) Die Aussage AV B hat immer denselben Wahrheitswert wie B V A.
(c) Die Aussage AV B hat immer denselben Wahrheitswert wie BV A.

Genau wie Proposition [1.2.10] kann man auch Proposition [1.2.11] mit Hilfe von
Wahrheitstabellen beweisen. Wir verzichten darauf, diese Tabellen hier alle anzuge-
ben.

Proposition 1.2.12 (Assoziativgesetz fiir Konjunktion und Disjunktionen). Seien
A, B, C beliebige Aussagen.

(a) Die Aussage (AN B)AC hat immer denselben Wahrheitswert wie AN (BAC).
(b) Die Aussage (AV B)V C hat immer denselben Wahrheitswert wie AV (BV C).
(c) Die Aussage (AV B)V C hat immer denselben Wahrheitswert wie AV (BV C).

Auch hier lasst sich der Beweis einfach mit Hilfe von Wahrheitstabellen fiihren.
Weil in Proposition drei Aussagen A, B, C' vorkommen (statt wie bisher nur
zwei) geben wir den Beweis fiir Teil @ noch einmal explizit an. Die Beweise der
anderen beiden Aussagen konnen Sie nach diesem Vorbild leicht selbst fiihren.

Beweis von Proposition|1.2.14(a)l. Es gibt insgesamt acht Moglichkeiten, wie die Wahr-
heitswerte von A, B, C' lauten kénnen. Wir gehen alle acht Méglichkeiten in der fol-
genden Tabelle durch:
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A B C|AANB | (AANB)ANC | BAC | AN(BACQ)
w W W w w w w
w w f w f f f
w f w f f f f
w f f f f f f
f w w f f w f
f w f f f f f
f f w f f f f
f £ f f f f f
Also besitzen (AAB)AC und AA(BAC) tatséchlich immer denselben Wahrheitswert.

O

Weil (AAB)AC und AA (B A C) immer denselben Wahrheitswert besitzerﬂ
ist es also nicht wichtig, wo wir die Klammern setzen. Deshalb ist es Konvention,
die Klammern auch einfach ganz wegzulassen, und stattdessen die Aussage mit dem
Wahrheitswert von (AA B) AC (bzw. AN (BAC)) als ANBAC zu notieren.@

Proposition 1.2.13 (Distributivgesetze fiir Konjunktion und Disjunktion). Seien
A, B, C beliebige Aussagen.

(a) Es hat (AV B) A C immer denselben Wahrheitswert wie (ANC)V (B AC).
(b) Es hat (AN B)V C immer denselben Wahrheitswert wie (AV C) A (BV C).

Auch hier erfolgt der Beweis, wie bei Proposition [[.2.12] iiber Wahrheitstabel-
len. Da ist nicht allzu sehr aufschlussreich ist, fertig ausgefiillte Tabellen zu lesen,
verzichten wir darauf, die Tabellen hier alle aufzufiihren. Wie oben gilt stattdessen:
Wenn Sie wissen mochten, weshalb die Proposition stimmt, kénnen Sie die Wahr-
heitstabellen selbst erstellen und somit die Proposition beweisenE

Zum Abschluss dieses Abschnitts noch zwei Bemerkungen {iber die bisher gefiihr-
ten Beweise:

Bemerkungen 1.2.14. (a) Die bisher gefithrten Beweise fanden Sie vielleicht, ob-
gleich iiberzeugend, nicht besonders aufschlussreich oder interessant — Tabellen
auszufiillen ist eine nicht besonders kreative Tatigkeit. Sie kénnen aber unbe-
sorgt sein: Die grofte Mehrzahl der Beweise, die Sie ab sofort sehen werden, hat
mit dem Ausfiillen von Tabellen nichts (oder sehr wenig) zu tun.

Genau gesprochen handelt es sich bei der oben verwendeten Methoden um eine
bestimmte Beweistechnik, ndmlich um Fallunterscheidungen: Wenn man

13Spster werden wir fiir diese Eigenschaft iibrigens noch einen speziellen Begriff einfithren: Wir
werden zwei Aussagen Aquivalent nennen, wenn Sie dieselben Wahrheitswerte besitzen.

1 Ebenso kann man dann auch fiir noch mehr als nur drei Aussagen vorgehen. Darauf gehen wir
aber an dieser Stelle erst mal nicht weiter ein, weil es nicht wirklich zu neuen Einsichten fiihrt.

5Versuchen Sie das ruhig einmal, zumindest fiir eine oder zwei der Propositionen! Sie sollen ja
kritisch sein und nicht einfach alles glauben, was Ihnen im Manuskript oder in der Vorlesung erzihlt
wird!

10



1.3. Mengen und Tupel

weif, dass nur eine bestimmte Anzahl an Féllen auftreten kann (z.B. kénnen
im Beweis von Proposition |1.2.12%(a)| nur acht Fille fiir die Wahrheitswerte
von A, B,C auftreten), dann kann man all diese Félle einzeln durchgehen,
und sehen, was in jedem Fall jeweils passiert. In den obigen Beweisen war
es besonders leicht, in jedem Fall zu sehen, was passiert: Wenn man némlich
die Wahrheitswerte aller gegebenen Aussagen kennt, dann kann man daraus
recht mechanisch auch die Wahrheitswerte von zusammengesetzten Aussagen
bestimmen [9]

Sie werden schon bald noch weitere niitzliche Beweistechniken kennenlernen,
und Fallunterscheidungen werden nur noch ab und zu vorkommen.

(b) Grundsétzlich werden alle Beweise, egal wie sie im Detail ausgestaltet sind,
darauf beruhen, korrekte logische Schlussfolgerungen zu ziehen: Ein ,korrekte
logische Schlussfolgerung zu ziehen* bedeutet hierbei, dass man eine Aussage
gegeben hat, und im néchsten Schritt eine Aussage angibt, die immer richtig
ist, falls die vorangehende Aussage richtig ist.

Um dies effizient und fehlerfrei zu tun, muss man sicher mit Aussagen und
deren Verkniipfungen umgehen. Man kann den Inhalt dieses Abschnitts al-
so, wenn man mochte, als ein wenig ,,meta-mathematisch betrachten: Wir
mochten im Rest der Vorlesung (wéhrend des ganzen Semesters) gerne ver-
schiedenste mathematische Resultate beweisen. Dazu miissen wir sicher mit
Aussagen umgehen kénnen, und deshalb haben wir hier zuerst einige Dinge
iiber Aussagen selbst bewiesen.

In Abschnitt [T.4] bauen wir die Aussagenlogik noch weiter aus, indem wir dort
iiber quantifizierte Aussagen sprechen.

1.3 Mengen und Tupel

Wie Sie schon wissen, méchten wir in der Mathematik Aussagen {iber mathematische
Objekte beweisen. Die einfachsten mathematischen Objekte, die Ihnen vielleicht ein-
fallen, sind vermutlich Zahlen (z.B., ganze Zahlen, rationale Zahlen, reelle Zahlen).

Es gibt aber noch zahlreiche weitere mathematische Objekte, und es ist ein wichti-
ges Grundprinzip in der Mathematik, dass man aus bekannten Objekten neue Objek-
te baut, in dem man zum Beispiel mehrere Objekte zu einem Objekt zusammenfasst.
In diesem Abschnitt besprechen wir zwei Moglichkeiten, um dies zu tun: Mengen
und Tupel.

%Dass wir die Fallunterscheidungen in Tabellenform aufgeschrieben haben, liegt einfach daran,
dass dies fiir die Bestimmung der Wahrheitswerte von Aussagen am iibersichtlichsten ist. Auch im
weiteren Verlauf der Vorlesung und IThres Studiums werden Thnen immer wieder einmal Beweise per
Fallunterscheidung begegnen — allerdings sind die einzelnen Fille dann meist komplizierter als nur
eine einzelne Zeile von Wahrheitswerten, und deshalb werden solche Beweise dann meist nicht mehr
in Tabellenform aufgeschrieben.

11



1. AUSSAGEN UND MENGEN

Was ist eine Menge?

Wenn Sie im Supermarkt eine Gurke, eine Flasche Bier, eine Packung Chips und
eine Melone kaufen, haben Sie vermutlich Schwierigkeiten, diese einzeln nach Hause
zu tragen. Eine bewédhrte Moglichkeit, dies zu 16sen, besteht darin, all Ihre Einkéufe
in eine Tiite (oder einen Korb oder einen Rucksack) zu packen und somit nur noch
ein Objekt transportieren zu miissen statt vier einzelne Objekte. Kurzum: Sie fassen
mehrere Objekte zu einem Objekt zusammen, indem Sie eine Art von Hiille um die
Objekte legen.

Dasselbe tun wir nun in der Mathematik: Wir fassen mehrere Objekte zu einem
neuen Objekt zusammen. Das zusammengefasste Objekt bezeichnen wir dann als
Menge, in die einzelnen Objekte, die wir ,,hineingelegt haben, bezeichnen wir als
Elemente der Menge.

Wie in Threr Einkaufstiite ist es dabei nicht von Belang, in welcher Reihenfolge Sie
die Objekte in die Tiite legenﬂ Es gibt allerdings einen entscheidenden Unterschied
zwischen der Einkaufstiite und einer Menge: In einer Menge verlangt man, dass
jedes Element der Menge dort hochstens einmal VOI‘kOIIIHItE wéahrend Sie in eine
Einkaufstiite durchaus zwei Flaschen Bier derselben Sorte legen kénnen.

Was wir oben beschrieben haben, wird in der folgenden klassischen Definition
des Begriffs Menge, die von Georg Cantoﬂ stammt, kanpp zusammengefasst:

Definition 1.3.1 (Mengendefinition nach Cantor). Eine Menge M ist eine Zu-
sammenfassung bestimmter, wohlunterschiedener Objekte unserer Anschauung oder
unseres Denkens (welche die Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen.

Die Reihenfolge, in der die Objekte zusammengefasst werden, spielt hierbei keine
Rolle”

Das Wort ,,wohlunterschiedene in der Definition stellt klar, dass jedes Element
nur einmal in der Menge M auftreten darf.

Ein Problem bei dieser Definition ist, dass nicht gekldrt wird, war genau man
unter einer ,,Zusammenfassung” versteht, und ob es wirklich immer widerspruchsfrei
moglich ist, beliebige Objekte zu einem neuen Objekt zusammenzufassen. Deshalb
wurde spéter eine formale Mengenlehre entwickelt, die sich dieser Probleme annimmt
und die viel préziser ist. Diese formale Mengenlehre ist aber viel zu abstrakt um sie
im ersten Semester zu besprechen, und in vielen mathematischen Teilgebieten reicht
obige Definition im Arbeitsalltag meist aus.

"Nun gut, vielleicht méchten Sie die Chips nicht ganz nach unten legen — aber lassen Sie uns
dies hier einfach ignorieren.

¥Manchmal kann es auch interessant sein, ein Objekt mehrmals zuzulassen — dafiir gibt es
das Konzept der sogenannten Multimenge. Allerdings kommen Multimengen im mathematischen
Alltag viel seltener vor als Mengen, und in der Linearen Algebra 1 werden wir Multimengen gar
nicht benstigen.

YCGeorg Cantor| (1845 in St. Petersburg — 1918 in Halle) war ein deutscher Mathematiker, der
als Begriinder der Mengenlehre gilt.

20Genau genommen stammt der erste Absatz in der Definition von Cantor; den zweiten Absatz
haben wir hier hinzugefiigt, um Missverstdndnisse auszuschliefsen.
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1.3. Mengen und Tupel

Um eventuelle Widerspriiche auszuschlieffen, wollen wir Definition [1.3.1]noch um
folgende Vereinbarung ergénzen:

Konvention 1.3.2. Wir vereinbaren, dass die ,,Zusammenfassung bestimmter, wohl-
unterschiedener Objekte zu einer Menge nur dann moglich ist, wenn sichergestellt
ist, dass von jedem mathematischen Objekt entschieden werden kann, ob es ein Ele-
ment der Menge ist, oder nicht.

Um zusagen, dass ein Objekt z Element einer Menge M ist, benutzen wir die
Notation

x € M,

man spricht dies beim Vorlesen folgendermafen aus: ,,x Element M*. Um hingegen
zu sagen, dass ein Objekt x nicht Element einer Menge ist, benutzen wir die Notation

x & M;
dies spricht man beim Vorlesen folgendermafien aus: ,,x nicht Element M*.

Wenn Sie sich nun Definition noch einmal durchlesen, dann sehen Sie: Wenn
M eine Menge ist und x irgendein Objekt, dann ist ,z € M* eine Aussage. Ebenso
ist ,,x € M*“ eine Aussage — namlich die Verneinung der vorangehenden Aussage;
anders gesagt hat , o ¢ M* immer denselben Wahrheitswert wie ,,—(z € M)“.

Einige Mengen, deren Elemente bestimmte Zahlen sind, kommen in der Mathe-
matik so haufig vor, dass man eigene Symbole fiir sie einfiithrt und durchgéngig
benutzt. Sie kennen viele dieser Mengen und deren Symbole vermutlich bereits aus
der Schule — aber der Vollstandigkeit halber wiederholen wir sie hier noch einmal
kurz:

Notation 1.3.3.
(a) Mit Z bezeichnen wir die Menge der ganzen Zahlen@

(b) Mit N bezeichnen wir die Menge aller ganzen Zahlen, die grofer oder gleich 0
sind.
Wir nennen N die Menge der natiirlichen Zahlen.

(c) Mit N* bezeichnen wir die Menge der ganzen Zahlen, die grofer oder gleich 1
sind.

21 An dieser Stelle sehen Sie, dass wir mathematisch nicht komplett von vorne beginnen: An
einigen Stellen setzen wir Wissen aus der Schule voraus, zum Beispiel ein intuitives Verstédndnis,
was die ganzen Zahlen, die rationalen Zahlen und die reellen Zahlen sind, und was es bedeutet, dass
eine Zahl grofer oder grofer gleich ist als eine andere Zahl.

Fiir all diese Zahlenmengen und deren Eigenschaft kann man prézise angeben, wie Sie definiert
sind — dies erfordert jedoch einiges an Zusatzaufwand und gehort thematisch nicht zur Linearen
Algebra 1. Méglicherweise werden Sie in der Vorlesung Analysis 1 ansprechen, wie man z.B. die
reellen Zahlen konstruieren kann, und welche axiomatischen Eigenschaften sie besitzen.

13
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(d) Mit Q bezeichnen wir die Menge aller rationalen Zahlen@
(e) Mit R bezeichnen wir die Menge der reellen Zahlen.

Bemerkung 1.3.4. Beziiglich des Begriffs natiirliche Zahlen herrscht Unein-
heitlichkeit in der Literatur: Manche Autorinnen und Autoren verwenden diesel-
be Nomenklatur wie in diesem Manuskript, d.h., sie setzen N* := {1,2,...} und
N :={0,1,2,...}, und nennen die erstgenannte Menge die natiirlichen Zahlen.
Andere hingegen setzen zum Beispiel N := {1,2,...} und Ny := {0,1,2,...} und
nennen die erstgenannte Menge die natiirlichen Zahlen. Wenn Sie etwas in ei-
nem Buch oder Manuskript nachlesen, ist es also wichtig darauf zu achten, wie die
natiirlichen Zahlen dort definiert sind, und welches Symbol hierfiir benutzt wird.

Methoden zur Beschreibung von Mengen

Definition und Vereinbarung [1.3.2| sagen uns zwar, was wir unter einer Menge
verstehen — aber um mit Mengen zu arbeiten, braucht man auch Moglichkeiten um
Mengen effizient aufzuschreiben.

Dazu gibt es in der Mathematik mehrere Moglichkeiten, die im folgenden aufge-
zahlt werden:

Konvention 1.3.5 (Beschreibung von Mengen). (a) Eine Menge, die nur endlich
viele Elemente besitzt, kann man beschreiben, indem man alle Ihre Elemente

aufzihlt 23]

(b) Man kann eine Menge (egal ob sie endlich oder unendlich viele Elemente be-
sitzt) beschreiben, in dem man Bedingungen angibt, die ein Objekt erfiillen
muss, um Element der Menge zu sein.

(¢c) Man kann eine Menge (egal ob sie endlich oder unendlich viele Elemente be-
sitzt) beschreiben, in dem man eine Regel angibt, nach der alle ihre Elemente
konstruiert werden 2]

Einige Beispiele fiir die Moglichkeit haben Sie bereits in Notation m gese-
hen, denn zum Beispiel kann man die dort verwendete Formulierung ,Mit Z bezeich-
nen wir die Menge der ganzen Zahlen“ auch ewas ausfiihrlicher schreiben als ,,Mit Z
bezeichnen wir die Menge aller Objekte, die eine ganze Zahl sind.”

Jedes der drei Moglichkeiten in Vereinbarung kann man auf verschiedene
Weise umsetzen, zum Beispiel indem man eine geeignete natiirlichsprachliche For-
mulierung verwendet oder indem man die in der Mathematik sehr iibliche Notation

227ur Erinnerung: Eine Zahl heift rational, wenn man sie als Bruch schreiben kann, wobei der
Zahler eine ganze Zahl und der Nenner eine von Null verschiedene ganze Zahl ist.

23Fiir Mengen mit sehr vielen Elementen ist das aber manchmal #uRerst unpraktisch, und fiir
Mengen mit unendlichen vielen Elementen geht es gar nicht.

24Tm néchsten Abschnitt, [1.4] werden Sie sehen, dass Moglichkeit im Grunde ein Spezialfall
von Moglichkeit @ ist.
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mit geschweiften Klammern verwendet. Das lasst sich am einfachsten anhand eines
Beispiels demonstrieren:

Beispiel 1.3.6. Die folgenden Formulierungen beschreiben jeweils dieselbe Menge
M:

(a) Aufzihlen der Elemente:
e Natiirlichsprachliche Formulierung:
,Es sei M die Menge, deren Elemente die Zahlen 2, 4 und 6 sind.“
e Notation mit geschweiften Klammern:
wEssei M ={2,4,6}.“

(b) Angeben von Bedingungen, die Objekte erfillen missen, um Elemente von M
Zu sein:

e Natiirlichsprachliche Formulierung:

s sei M die Menge aller ganzen Zahlen, die gerade sind, und die
grofser oder gleich 2 und kleiner oder gleich 6 sind.*

e Natiirlichsprachliche Formulierung, etwas knapper: Dieses Mal driicken
wir uns etwas kiirzer aus, indem wir eine Variable verwenden{®|

»Es sei M die Menge aller Objekte z, die die folgenden Bedingungen
erfiillen: z € Z und z ist gerade und 2 < z < 6.4

e Notation mit geschweiften Klammern:
wEssei M ={z| z€Z und z ist gerade und 2 < z < 6}.

Den Strich ,,| “ liest man hier als ,mit den Eigenschaften oder ,,welche
die folgenden Figenschaften erfiillen“. Die gesamte Beschreibung von M
kann man zum Beispiel folgendermafien lesen:

,Es sei M die Menge aller Objekte z, welche die folgenden Eigenschaften
erfiillen: z ist in Z, und z ist gerade, und 2 < z < 6.

e Notation mit geschweiften Klammern, noch knapper: Wir driicken uns
noch etwas kiirzer aus, indem wir die Symbole zur Verkniipfungen von
Aussagen verwenden, die wir im vorangehenden Abschnitt [I.2] besprochen
haben:

sEssei M ={z| 2€Z AN zistgerade AN 2<z<6}"

25Mehr Informationen zu Variablen folgen zu Beginn des Abschnitts
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e Notation mit geschweiften Klammern, nochmals effizienter: Wir verkiirzen
die Schreibweise ein wenig mehr, indem wir die Bedingung ,z € Z* vor
den Strich | schreiben:

wEssel M ={z€Z| zist gerade A 2<z<6}."

Anschaulich kann man diese Notation so lesen, dass die Elemente von M
diejenigen Elemente aus einer anderen Menge — in diesem Fall Z — sind,
welche die nach dem Strich | folgenden Bedingungen erfiillen.

Man kann diese Beschreibung von M zum Beispiel folgendermafen aus-
sprechen: , Es sei M die Menge aller Elemente z von Z, welche die folgen-
den Eigenschaften erfiillen: z ist gerade, und 2 < z <6.“

(¢) Angeben einer Regel um alle Elemente von M zu konstruieren:
e Natiirlichsprachliche Formulierung:

»Es sei M die Menge der Zahlen, die man erhélt, indem man alle ganzen
Zahlen, die grofser oder gleich 1 und kleiner oder gleich 3 sind, mit 2
multipliziert.®

e Notation mit geschweiften Klammern:
JEssel M ={2y| yeZ N 1<y<3}.

Diese Notation kann man zum Beispiel folgendermafien aussprechen: , Es
sei M die Menge aller Objekte von der Form 2y, wobei folgendes gilt:
yeZand 1 <y <34

Das korrekte Beschreiben von Mengen ist fiir alles, was in dieser Vorlesung folgt
— und auch fiir jede weitere Mathematikvorlesung — absolut essentiell. Beim Uben
sollten Sie die folgende Bemerkung beachten.

Bemerkung 1.3.7. In Beispiel ist fiir die verschiedenen Notationsmdoglichkei-
ten jeweils angegeben, wie Sie diese aussprechen konnen (und die ldsst sich nattirlich
auch auf verschiedene Weise variieren).

Uben Sie auf jeden Fall, Mengen nicht nur zu lesen und aufzuschreiben, sondern
auf jeden Fall auch vorzulesen. Dies wird Thre Intuition fiir den Umgang mit Mengen
starken und es wird Thnen regelméfig ins Gedéchtnis rufen, dass auf dem Blatt Papier
oder Computerbildschirm vor Thnen nicht irgendein Symbolsalat steht, sondern Dinge
mit einer ganz konkreten Bedeutung, die man auch natiirlichsprachlich formulieren
kann 2]

Wichtig: Man kann — und soll! — die mathematische Beschreibung einer Menge
immer so vorlesen, dass das, was man sagt, ein grammatisch sinnvoller Satz in der

26Wenn Sie mit Kommilitoninnen und Kommilitonen iiber die Vorlesungsinhalte und Ubungs-
aufgaben diskutieren (was Sie auf jeden Fall tun sollten!), sollten Sie aus demselben Grund ebenfalls
eine Kombination aus Aufschreiben und miindlicher Diskussion wéhlen.
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verwendeten Sprache (in Ihrem Fall vermutlich: Deutsch) ist. Mathematische Nota-
tion so vorzulesen, dass Sie grammatisch sinnvolle Sétze sagen, ist wichtig, damit Thr
Gegeniiber Sie verstehen kann, und damit Sie sicher sind, dass Sie das Vorgelesene
selbst verstehen. Uben Sie deshalb das Vorlesen von Mengen unbedingt solange, bis
Sie dies stets in vollstdndigen und grammatisch richtigen Sétzen tun!

Als ein weiteres wichtiges Beispiel erwdhnen wir noch die leere Menge:

Beispiel 1.3.8 (Leere Menge). Die Menge, die gar kein Element enthélt, bezeichnet
man als leere Menge. Man notiert sie hidufig mit dem Symbol ().

Auch diese Menge kann man mithilfe von geschweiften Klammern aufschreiben,
indem man alle Elemente dieser Menge zwischen den geschweiften Klammern auf-
z&hlt: Mit dieser Schreibeweise erhélt man die Notation {} fir die leere Menge.lﬂ

Beziehungen zwischen Mengen

Weil wir sehr viel mit Mengen arbeiten werden und dabei keine Missverstédndnisse zur
Bedeutung bestimmter Begriffe aufkommen lassen wollen, wollen wir im folgenden
kldren, wann genau wir zwei Menge als gleich auffassen:

Definition 1.3.9 (Gleichheit von Mengen). Zwei Mengen Mj, Ms heifien gleich,
falls sie genau die gleichen Elemente haben.

Wir verwenden die Notation M; = My um auszudriicken, dass die Mengen M;
und Ms gleich sind und die Notation M7 # My um auszudriicken, dass M7 und M,
nicht gleich sind.

Fir zwei Mengen My, My ist ,My = M5 also ein Aussage; ihre Verneinung
»—(My = M) ist genau die Aussage My # Mo.

Beispiele 1.3.10. (a) Es gilt {7,—1,7} = {—1, 7,7} (denn die Reihenfolge der
Elemente spielt fiir eine Menge keine Rolle[|

(b) Esgilt {neN| 5<n<8}=1{56,7,8}.
(c) Esgilt {k € Z| k? =9} # {3} ]
(d) Es gilt {} # {{}} ]

Neben der Gleichheit der Mengen sind auch noch Teilmengenbeziehungenlﬂ Zwi-
schen Mengen von grofer Bedeutung. Diese sind folgendermafsen definiert:

?"Die beiden Schreibweise () und {} fiir die leere Menge sind beide gebréuchlich, allerdings ist ()
erfahrungsgemaéfs verbreiteter.

28Giehe Definition

29Denn die Menge auf der linken Seite besteht aus den Elementen 3 und —3.

30Denn die Menge auf der linken Seite hat kein Element, wihrend die Menge auf der rechten
Seite das Element {} besitzt.

Wichtig um das zu verstehen, ist die Beobachtung, dass die leere Menge {} nicht ,nichts* ist,
sondern ein mathematisches Objekt: ndmlich eine Menge, die nichts enthélt.

31Die man oft auch Inklusionen nennt.
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Definition 1.3.11 (Teilmengen und Obermengen). Eine Menge M heifit Teilmen-
ge von Mo, falls jedes Element von M; auch ein Element von Ms ist. In diesem Fall
nennt man Ms auch Obermenge von Mj.

Um auszudriicken, dass M; Teilmenge von Ms ist, verwenden wir die Notation
My C Ms oder, alternativ, die Notation My D Mj.

Ahlich wie zuvor schreiben wir My ¢ M, (oder My 2 M) als Abkiirzung fiir die
Aussage —(M; C My).

Bemerkung 1.3.12. Mit diesen Begriffsbildungen folgt fiir alle Mengen Mj, Mo
sofort die folgende Beobachtung: Die Aussage M; = My ist gleichbedeutend mit der
Aussage M1 C My A My DO M.

Beispiele 1.3.13. (a) Es gilt {1,3} C {3,2,1}, aber {3,2,1} Z {1,3}.
(b) Es gilt {3,5} ¢ {—3,10} und {-3,10} Z {3,5}.
(c) Fiir jede Menge M gilt M D ().
(d) Fiir jede nicht-leere Menge M gilt M € 0.
(e) Es gilt 0 € 0P
(f) Es gilt {2} C {2,{2,3}}, aber {2,3}  {2,{2,3}}

Mengenoperationen

Aus gegebenen Mengen kann man neue Mengen bauen — unter anderem folgender-
mafsen:

Definition 1.3.14 (Durchschnitt, Vereinigung und Differenz zweier Mengen). Seien
L, M Mengen.

(a) Die Menge LN M =={x | = € L N x € M} heift der Durchschnitt von L
und M P

(b) Die Menge LUM ={z | = € L V x € M} heift die Vereinigung von L und
M.

(c) Die Menge L\ M :={z| x € L N x ¢ M} heift die mengentheoretische
Differenz — oder kiirzer die Differenz — von L und M.

32Weil ja sogar 0 = 0 gilt.

*Denn die Menge {2, {2,3}} hat nur die beiden Elemente 2 und {2, 3}.

34Das Gleichheitszeichen mit Doppelpunkt auf einer Seite benutzt man in der Mathematik haufig;
es bedeutet: Das Objekt auf der Seite des Gleichheitszeichen, wo der Doppelpunkt steht, wird
definiert als das Objekt auf der anderen Seite des Gleichheitszeichens. Die Verwendung dieses
Symbols ergibt natiirlich nur Sinn, wenn das Objekt auf der Seite, wo der Doppelpunkt steht,
bisher noch nicht definiert ist.
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Die obenstehenden Mengenoperationen wurden alle mit Hilfe der logischen Ver-
kniipfungen definiert, die Sie bereits aus Abschnitt kennen. In diesem Abschnitt
hatten wir mithilfe von Wahrheitstabellen verschiedene Eigenschaften fiir die Ver-
kniipfungen von Aussagen bewiesen. Diese Eigenschaften kénnen wir nun verwenden,
um interessante Eigenschaften von Mengenoperationen zu beweisen.

Als ein erstes einfaches Beispiel zeigen wir, dass die Durchschnittsbildung zweier
Mengen kommutativ ist:

Proposition 1.3.15. Seien L, M Mengen. Dann gilt LN M = M N L.

Beweis. Um die Proposition zu beweisen, verwenden wir die Beobachtung aus Be-
merkung [I.3.12] Es geniigt demnach, wenn wir die beiden Inklusionen ,,L N M C
MNLund ,,LNM D M N L* beweisen.

,C Um die Inklusion ,L N M C M N L“ zu zeigen, miissen wir laut Definiti-
on [I.3.T1] beweisen, dass jedes Element von L N M auch ein Element von M N L
ist.

Sei also x ein beliebiges Element von L N M. Dann gilt laut Definition
relL N xe M.
Aus Proposition wissen wir, dass dann auch die Aussage
xreM N zel

wahr ist. Dies bedeutet laut Definition [1.3.14{(a)| dass x € M N L ist.

, 2 Der Beweis der umgekehrten Inklusion ,,L "M 2 M N L ist sehr éhnlich@
Laut Definition miissen wir, um diese Inklusion zu beweisen, zeigen, dass jedes
Element von M N L auch ein Element von L N M ist.

Sei also x ein beliebiges Element von M N L. Dann gilt laut Definition [1.3.14(a)|
die Aussage.

reM AN xelL.
Somit ist laut Proposition [1.2.11f(a)| auch die Aussage

zel N zeM

wahr. Dies bedeutet geméf Definition |1.3.14(a), dass x € L N M ist. O

Mithilfe der Resultate aus Abschnitt [1.2| kann man noch viele weitere Regeln fiir
Durchschnitt, Vereinigung und Differenz von Mengen beweisen. Darauf kommen wir
in den Ubungen zuriick.

35Wir werden aber schon bald Beweise von Mengengleichheiten fithren, in denen die beiden
Inklusionen auf sehr verschiedene Weise bewiesen werden.
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1. AUSSAGEN UND MENGEN

Tupel und kartesische Produkte

Sie haben bereits gelernt, dass Mengen in der Mathematik genutzt werden, um meh-
rere Objekte zu einem Objekt zusammenzufassen — wobei jedes der Objekte, die
zusammengefasst werden, nur einmal in der Menge auftauchen darf, und die Reihen-
folge der Objekte beim Zusammenfassen keine Rolle spielt.

In diesem Abschnitt besprechen wir, die entgegengesetzte Situation: Wir fassen
mehrere Objekte zu einem neuen Objekt zusammen, wobei wir aber die Reihenfolge
beachten wollen und wobei ein Objekt auch mehrmals vorkommen darf. Auferdem
wollen wir uns in diesem Abschnitt darauf beschrinken, nur endlich viele Objekte
zusammenzufassen P9

Definition 1.3.16 (Tupel). (a) Die Zusammenfassung endlich vieler Objekte (wo-
bei auch einige oder alle dieser Objekte gleich sein diirfen) in einer bestimmten
Reihenfolge zu einem einzelnen Objekt bezeichnet man als Tupel. Die so zu-
sammengefassten Objekte heiffen Eintrage des Tupels.

(b) Zur Notation eines Tupels verwenden wir runde Klammern, innerhalb derer
die Eintrage in entsprechender Reihenfolge aufgezahlt werden. Ist = ein Tupel,
so bezeichnen wir mit x; den ersten Eintrag des Tupels, mit xo den zweiten
Eintrag, und so weiter (wobei der Index nicht grofer sein darf als die Anzahl
der Eintriage des Tupels).

(c) Zwei Tupel z und y heifen gleich, falls die Anzahl Threr Eintrdge die gleiche
Zahl n € N ist, und falls fiir jede natiirliche Zahl k zwischen 1 und n gilt:
Tk = Yk-
Wir verwenden die Notation z = y um zu sagen, dass zwei Tupel x und y
gleich sind, und wir verwenden erneut die Notation x # y als Abkiirzung fiir
die Aussage =(z = y).

Konkret schreibt man die Objekte, aus denen ein Tupel besteht, innerhalb der
runden Klammern oft von links nach rechts auf und trennt sie durch Kommata. Eine
héufig gebrauchte Alternative, die manchmal tibersichtlicher ist, besteht darin, die
Eintrdge von oben nach unten aufzuzédhlen. Zum Beispiel konnten wir das Tupel
(5,7,5) auch in der Form

schreiben, und meinen damit dasselbe@

36Man kann natiirlich auch unendlich viele Objekte auf diese Weise zusammenzufassen; es ist
aber etwas schwieriger, dies sauber aufzuschreiben — insbesondere, weil man darauf achten muss,
was bei unendlich vielen Objekten mit dem Begriff ,, Reihenfolge® iiberhaupt gemeint ist.

3THier muss man aber ein wenig aufpassen, insbesondere in der Linearen Algebra: Wenn man
mit Matrizen und mit sogenannten Spaltenvektoren und Zeilenvektoren arbeitet, dann muss man
tatsdchlich sauber unterscheiden, ob die Eintrége nebeneinander oder iibereinander stehen.
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1.3. Mengen und Tupel

Es folgen ein paar Beispiele:
Beispiel 1.3.17. Die Tupel
(5) ﬂ-? 5)7 (57577T)’ (5’5’7[-75)7 ()

sind alle verschieden. Das letztgenannte ist das Tupel mit Null Eintrdgen, das soge-
nannte leere Tupel. Es gilt beispielsweise

(53777 5)1 — 5; (5577-75)2 =T, (5577-75)3 — 57
wahrend (5,7, 5)4 nicht definiert ist, weil das Tupel (5,7, 5) nur drei Eintrége hat.

Tupel erméglichen die &uferst niitzliche Begriffsbildung des kartesischen Produk-
tes von Mengen. Kartesische Produkte von R mit sich selbst werden spater eines der
héufigsten Beispiele in der Vorlesung sein.

Definition 1.3.18 (Kartesisches Produkt). Sei n € N.
(a) Seien M, ..., M, Mengenﬂ Die Menge
My x -+ x M, = {(ml,...,xn) | 1 € My N+ A anMn}
nennt man das kartesische Produkt der Mengen My, ... M,.
(b) Sei M eine Menge. Dann verwendet man die Abkiirzung

M":=Mx---xM
—_——

n Faktoren

fiir das n-fache kartesische Produkt mit sich selbst.

Die vorangehende Definition wirkt auf den ersten Blick sehr abstrakt; sie wird
aber deutlich klarer, wenn man sich einige einfache Beispiele ansieht:

Beispiele 1.3.19. (a) Sei L = {5,6} und M = {—2,—1,0}. Dann gilt
LxM={(5-2), (5-1), (5,0), (6,-2), (6,—1), (6,0)}.

(b) Bsist R* = {(21,22) | 1 €R A z2 € R}.

Die Menge R? kann man geometrisch interpretieren; dies besprechen wir auf
dem dritten Ubungsblatt genauer.

3%Von diesen Mengen diirfen auch mehrere gleich sein. Dies ist eine generelle Regel in der Ma-
thematik: Wenn man mehrere Objekte mit verschiedenen Namen aufzéhlt, ist trotzdem zugelassen,
dass manche dieser Objekte gleich sind — es sei denn, man sagt explizit dazu, dass die Objekte alle
verschieden sein sollen.
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1. AUSSAGEN UND MENGEN

1.4

Verkniipfung beliebig vieler Aussagen: Quantoren

Variablen

Variablen (oder Platzhalter) werden in der Mathematik verwendet, um nicht nur
Aussagen iiber einzelne mathematische Objekte, sondern iiber viele (oder unendli-
che viele) mathematische Objekte zu treffen. Zur Einstimmung besprechen wir kurz
einige sehr einfache Beispiele:

Beispiele 1.4.1. (a) Sehen Sie sich die folgenden drei (wahren) Aussagen an:

Esgilt (1+1)2 <12 +3-1.
Es gilt (2+1)2<22+3-2. (1.4.1)
Es gilt (3+1)2<3%+3-3.

Diese drei Aussagen kénnen wir komprimierter aufschreiben, indem wir eine
Variable — nennen wir sie zum Beispiel r — verwenden:

Fiir jede Zahl r € {1,2,3} gilt (r +1)> <r®> +3 .. (1.4.2)

Beachten Sie unbedingt, dass der Beginn dieses Satzes, also die Formulierung
,Fir jede Zahl r € {1,2,3}“, benotigt wird um zu erkennen, dass ([1.4.2)) eine
Kurzfassung von genau den drei Aussagen in (1.4.1)) ist.

Mit Hilfe einer binomischen Formel kénnen Sie sich iiberlegen, dass die Aussage
(r+1)? < r?+ 3. r nicht nur fiir » € {1,2,3} stimmt, sondern sogar fiir alle
reellen Zahlen r, die grofer oder gleich 1 sindF’E] Um dies kurz und knapp zum
Ausdruck zu bringen, kénnen Sie schreiben:

Fiir jede reelle Zahl + > 1 gilt (r +1)2 <72 +3 -7,

Sie kénnen hier einen grofien Vorteil der Verwendung von Variablen erkennen:
Mit ihrer Hilfe kann man in einem einzigen Satz Aussagen iiber unendlich viele
Objekte formulieren.

Variablen sind nicht nur niitzlich um auszudriicken, dass eine Formel fiir meh-
rere (oder sogar unendlich viele) Objekte gilt; auch wenn Sie etwas ausdriicken
mochten, wozu Sie gar keine Formel benétigen, kénnen Sie — und sollten Sie
héufig auch — Variablen verwenden, um sich moglichst verstdndlich auszu-
driicken. Betrachten Sie zum Beispiel die folgende Geschichte:

,2Nehmen wir an, dass Adrian und Berta jeweils eine Geldsumme an Christina
verschenken. Anschliefend verschenkt Christina das Doppelte der von Adrian
erhaltenen Summe an die Berta und die Halfte der von Berta erhaltene

39Das kénnen Sie so sehen: Wenn r eine reelle Zahl ist, die groRer oder gleich 1 ist, dann gilt
(r+1)?=r*+2r +1 <>+ 2r +r =124 3r.
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1.4. Verkniipfung beliebig vieler Aussagen: Quantoren

Summe an Adrian. Ob Christina dabei insgesamt einen Gewinn oder Verlust
gemacht hat, hingt davon ab, wieviel sie zu Beginn jeweils von Adrian und
Berta erhalten hatte.“

Sind Sie noch dabei? Lassen Sie uns dasselbe noch einmal formulieren, aber
diedes Mal verwenden wir Variablen um die Geldummen zu bezeichnen:

,Nehmen wir an, dass Adrian und Berta Geldsummen s bzw. sg an
Christina verschenken. Anschlieffend schenkt Christina das Doppelte von s4
weiter an Berta und die Hélfte von sp weiter an Adrian. Ob Christina dabei
insgesamt einen Gewinn oder Verlust gemacht hat, hdangt von der Groéfe der

Betrége s4 und sp ab.“

Wir haben beides mal denselben Sachverhalt beschrieben. Der Vorteil der zwei-
ten Formulierung besteht darin, dass man umsténdliche sprachliche Konstruk-
tionen wie ,,das Doppelte der von Adrian erhaltenen Summe" durch einfachere
Formulierungen wie ,,das Doppelte von s ersetzen kann@

Eine weitere Beobachtung: Sogar in der ersten Formulierung kommen genau
genommen schon Variablen vor: Fiir den beschriebenen Sachverhalt ist es ja
vollig irrelevant, ob die Personen tatséchlich Adrian, Berta und Christina hei-
fen — wir verstehen intuitiv sofort, dass sich nichts &ndert, wenn wir die Namen
durch andere ersetzen. Solange wir uns nicht auf eine ganze konkrete Situati-
on beziehen, sind also ,,Adrian”, ,Berta“ und ,,Christina“ auch nur Variablen,
die fiir generische Personen stehen. Wir kdnnten stattdessen z.B. auch ,,Person
Pi“, ,Person P und ,,Person P3* schreiben.

In Beispiel kam die Aussage (r +1)2 <72+ 3.7 vor. Laut Definition [1.2.1]
konnen wir diesen Ausdruck nur dann als Aussage (r + 1)? < r? + 3 - r bezeichnen,
wenn feststeht, ob die Ungleichung wahr oder falsch ist. Ob die Ungleichung wahr
oder falsch ist, hangt aber vom Wert von r ab — zum Beispiel ist sie fiir » = 0 falsch!

Deshalb ist es sehr wichtig, dass es sich bei der Ungleichung (r +1)? <72 +3 .7
fiir jede reelle Zahl r um eine eigene Aussage handelt! Fiir r = 4 handelt es sich
beispielsweise um die (wahre) Aussage (4 +1)% < 42 + 3 4; fiir 7 = 0 handelt es sich
um die (falsche) Aussage (0 +1)2 < 0%+ 3-0.

D.h. die Ungleich (r + 1)* < r? + 3 - r ist eine Kurzform fiir unendlich viele
Aussagen, von denen manche wahr und manche falsch sind. Um generell mit solche
Situationen umgehen zu koénnen, ist die folgende Notation niitzlich:

Notation 1.4.2. Wenn wir mehrere Aussagen betrachten, die von einer Variablen
abhéngen, so ist die folgende Notation haufig niitzlich: Wir fassen die Aussagen mit
einem Buchstaben — zum Beispiel A — zusammen und bringen die Abhéngigkeit

4ONoch etwas einfacher wird es natiirlich, wenn man auch Formeln verwendet. Dann kann man
z.B. anstelle von ,,Das Doppelte von s4* einfach ,,2s4* schreiben.
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1. AUSSAGEN UND MENGEN

von der Variablen zum Ausdruck, in dem wir anschliefend die Variablen in runden
Klammern angeben.

Um das zu erldutern, betrachten wir nochmals das zuvor besprochene Beispiel:

Beispiel 1.4.3. Fiir jede reelle Zahl r bezeichnen wir mit die Aussage A(r) die
Aussage ,(r +1)2 <72 43¢

Aus Beispiel [1.4.1§(b)| wissen Sie bereits, dass die Aussage A(r) fiir jede reelle
Zahl r» > 1 wahr ist.

Andererseits ist die Aussage A(r) fiir jede reelle Zahl r < 1 falsch@

Folgende Bemerkung ist wichtig, um korrekt mit Aussagen umzugehen, die von
einer Variablen abhéngen:

Bemerkung 1.4.4. Wenn Sie {iber Aussagen sprechen, die von einer Variablen
abhéngen — nennen wir die Variable zum Beispiel z und die Aussage A(z) —, ist es
wichtig, klar zum Ausdruck zu bringen, welche Werte fiir « Sie betrachten. Dies ist
erstens notig, um der Leserin oder dem Leser den richtigen Kontext zu vermitteln;
und zweitens um sicherzustellen, dass A(z) iiberhaupt eine sinnvolle Aussage ist
(egal, ob die Aussage wahr oder falsch ist, zunéchst muss es iiberhaupt eine Aussage
sein).
Lassen Sie uns drei einfache Beispiele hierzu ansehen:

(a) Stellen Sie sich vor, jemand schreibt folgendes auf:

(44

Mit A(z) bezeichnen wir die Aussage ,,% <zt

Es ist im Prinzip gar nicht moéglich, zu verstehen, was genau hier gemeint ist,
denn Sie kénnen als Leserin oder Leser gar nicht wissen, was x iiberhaupt sein

soll 2]
(b) Geringfiigig besser wire es, wenn jemand folgendes schreibt:

Fiir jede reelle Zahl x bezeichnen wir mit A(x) die Aussage ,,% < at.

Nun wissen Sie beim Lesen zumindest, dass x eine reelle Zahl sein soll. Wirklich
Sinn ergibt das ganze trotzdem noch nicht, denn was genau soll mit A(0)
gemeint sein?

Beachten Sie hier unbedingt, dass A(0) nicht etwa falsch ist — es ldsst sich
gar nicht entscheiden, ob A(0) wahr oder falsch ist, denn der Bruch § in der

“1Versuchen Sie sich — als eine kleine Aufgabe — herauszufinden, warum A(r) fiir 7 < 1 falsch ist.

42Tn diesem einfachen Fall konnen Sie mit etwas Fantasie vielleicht noch erraten, dass mit 2 wohl
eine reelle Zahl gemeint ist — aber selbst das ist nicht wirklich klar, und Sie werden schon bald so
viele verschiedene mathematische Objekte kennenlernen, dass es unméglich sein wird, einfach zu
erraten, welcher Typ von Objekt mit einer bestimmten Variable gemeint ist.
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Ungleichung ,,% < 0 ist schlichtweg nicht definiert. Also handelt es sich bei

A(0) gar nicht um eine Aussage.lﬂ

(c) Sinnvoll ist es zum Beispiel, wenn jemand schreibt:
Fiir jede Zahl z € R\ {0} bezeichnen wir mit A(z) die Aussage ,2 < z.

Fiir jede reelle Zahl x, die nicht 0 ist, ist A(x) nun tatséchlich eine Aussage. Die
Aussage A(2) ist zum Beispiel wahr, die Aussage A(%) ist hingegen falsch@

Und-Verkniipfung und oder-Verkniipfung beliebig vieler Aussagen:
Der Allquantor und der Existenzquantor

In Definitionen und haben wir aus zwei Aussagen durch und-Verkniipfung
bzw. oder-Verkniipfung eine neue Aussage konstruiert. Mit Hilfe von Variablen kon-
nen wir, wie soeben beschrieben, auch iiber unendlich viele Aussagen sprechen. Man
kann auch unendlich viele Aussagen mit einem , und“ bzw. einem ,,oder verkniipfen.
Um dies sprachlich prézise zu machen, benutzt man den sogenannten Allquantor
und den sogenannten Fxistenzquantor:

Definition 1.4.5 (Allquantor und Existenzquantor). Sei M eine Menge, und fiir
jedes x € M sei eine Aussage A(x) gegeben.

(a) Wir definieren mit Hilfe der gegebenen Aussagen A(x) eine neue Aussage
Ve e M : A(z)

folgendermaféenﬁ Sie hat den Wahrheitswert ,,wahr, wenn A(x) fiir jedes z
in M wahr ist, und sie hat den Wahrheitswert ,,falsch®, wenn es mindestes ein
x € M gibt, fiir welches A(x) falsch ist.

Man liest diese Aussage vor als ,Fiir alle z in M gilt A von x.“ Das Symbol V
bezeichnet man als Allquantorﬁ

43Fiir mathematische Behauptungen, die weder wahr noch falsch, sondern in Wirklichkeit gar
keine mathematischen Aussagen sind, verwenden Zyniker manchmal die englische Beschreibung
,hot even false, was sich in etwa mit ,,noch nicht einmal falsch® {ibersetzen l&sst.

“{berlegen Sie sich bei Gelegenheit einmal, fiir welche = € R\ {0} die Aussage A(z) wahr ist
und fiir welche z € A(x) sie falsch ist.

4Den Doppelpunkt hinter ,Vz € M*“ kann man genau genommen auch weglassen. Im tagli-
chen Umgang mit logischen Ausdriicken ist es aber oft niitzlich, ihn zu verwenden, da komplizerte
Aussagen hierdurch etwas iibersichtlicher werden.

46Man kann es etwas ungliicklich finden, dass als Allquantor das ,nach oben gedffnete® Symbol
V verwendet wird, wahrend das logische und mit dem ,,nach unten gedffneten Symbol A bezeichnet
wird. Allerdings haben sich diese Symbole eingebiirgert, und man gewo6hnt sich recht schnell daran.

Vielleicht hilft Thnen am Anfang auch die folgende Eselsbriicke: Der Allquantor V sieht aus wie
ein umbedrehtes ,,A“ aus dem Wort ,,Alle®.
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(b) Sei M eine Menge, und fiir jeds = € M sei eine Aussage A(z) gegeben. Dann
definieren wir eine neue Aussage

JreM: Ax)

folgendermaﬁenﬂ Sie hat den Wahrheitswert ,,wahr, wenn es mindestes ein
x € M gibt, fir welches A(x) wahr ist, und sie hat den Wahrheitswert ,,falsch®,
wenn A(z) fir alle z in M falsch ist.

Man liest diese Aussage vor als ,,Es gibt x in M, fiir das A von x gilt“, oder als
,Es gibt ein z in M, fiir das gilt: A von x.“@ Das Symbol 3 bezeichnet man
als Existenzquantor.

Es ist wichtig, sich den Zusammenhang mit der und-Verkniipfung und der oder-
Verkniipfung von Aussagen klarzumachen:

Beispiel 1.4.6. Lassen Sie uns mit A(1) die Aussage
,Friedrich Schiller hat das Drama Die Rduber geschrieben‘
bezeichnen, mit A(2) die Aussage
,,Conrad F. Meyer hat das Gedicht Die Briick’ am Tay geschrieben®,
und mit A(3) die Aussage
»2Max Frisch hat Herr Biedermann und die Brandstifter geschrieben®.

Fiir jedes n € {1,2,3} haben wir hier also eine Aussage A(n)@ Die Aussage A(1)
ist wahr, die Aussage A(2) is falsch, und die Aussage A(3) ist wahr. Aus diesen
Aussagen kénnen wir neue Aussagen konstruieren:

(a) Die Aussage A(1) A A(2) A A(3) kann man auch in der Form
Vn € {1,2,3}: A(n)
schreiben. Sie ist falsch (weil A(2) falsch ist).
(b) Die Aussage A(1) A A(3) kann man auch in der Form
Vn e {1,3}: A(n)

schreiben. Sie ist wahr (weil A(1) und A(3) beide wahr sind).

47 Auch hier kann man den Doppelpunkt hinter ,3z € M* genau genommen weglassen, aber es
ist haufig {ibersichtlicher, ihn mit anzuschreiben.

48Wenn man sich noch etwas klarer und unmissversténdlicher ausdriicken will, kann man zum
Beispiel die Formulierung ,,Es gibt mindestens ein x in M. ..“ anstelle von , Es gibt ein  in M...“
verwenden.

“9Hier kénnen Sie {ibrigens beobachten: Variablen, die fiir Zahlen stehen, miissen nicht unbedingt
verwendet werden, um Grofien zu beschreiben, mit denen man rechnen moéchte. Man kann sie auch
schlicht benutzen, um Ding durchzunummerieren.
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(c) Die Aussage A(1) V A(2) V A(3) kann man auch in der Form
dne{1,2,3}: A(n)
schreiben. Sie ist wahr (weil z.B. A(1) wahr ist).
(d) Die Aussage A(2) V A(3) kann man auch in der Form
dn € {2,3}: A(n)
schreiben. Sie ist wahr (weil A(3) wahr ist).

Sie fragen sich vermutlich, wozu der Allquantor und der Existenzquantor taugen,
wenn wir doch auch einfach die Symbole A bzw. V verwenden kénnen. Hier sind
einige Situationen, in denen der Allquantor (bzw. Existenzquantor) sehr niitzlich ist:

e Wenn Sie sehr viele Aussagen mit einer und-Verkniipfung (bzw. einer oder-
Verkniipfung) verkniipfen mochten.

e Wenn Sie sogar unendlich viele Aussagen mit einer und-Verkniipfung (bzw.
einer oder-Verkniipfung) verkniipfen mochten.

e Wenn Sie die Menge, aus der die Variablen stammen, die Sie mit einer und-
Verkniipfung (bzw. einer oder-Verkniipfung) verkniipfen moéchten, nicht genau-
er spezifiziert ist.

Lassen Sie uns fiir die und- bzw. oder-Verkniipfung von unendlich vielen Aussagen
mit Hilfe von Quantoren noch ein Beispiel besprechen:

Beispiele 1.4.7. Lassen Sie uns noch einmal die Ungleichung (r +1)2 < 72 + 3r fiir
reelle Zahlen r betrachten.

(a) Die Aussage
VreR: (r+1)2 <r?43r
ist falsch (weil die Ungleichung zum Beispiel fiir » = 0 falsch ist).

(b) Wenn wir aber die Menge L := {x € R | x > 1} betrachten, dann ist die
Aussage

VreL: (r+12<r>43r

wahr.

Ubrigens ist es natiirlich etwas umsténdlich, extra die Menge L einzufithren um
auszudriicken, dass der Allquantor sich auf alle reellen Zahl, die grofer oder
gleich 1 sind, bezieht. Deshalb kombiniert man den Quantor haufig mit einfach
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natiirlichsprachlichen Ausdriicken um dasselbe zum Ausdruck zu bringen; zum
Beispiel so:

Vr € Rmit > 1: (r+1)% <72 + 3.

Diese Aussage kann man zum Beispiel folgendermafen vorlesen: ,,Fiir alle 7 in
R mit r > 1 gilt (r + 1)? < 7? 4+ 3r.* Oder noch etwas ausfiihrlicher: , Fiir alle
r in R mit der Eigenschaft r > 1 gilt (r 4+ 1)? < 72 4 3r.¢

(c) Die Aussage
IreR: (r+1)?<r*+3r
ist wahr, weil z.B. Ungleichung (4 + 1)? < 42 + 3 - 4 wahr ist.

Im Kontext der vorangehenden Beispiele hier nochmals ein wichtiger Hinweis:
Bitte achten Sie, wie bereits frither erwdhnt, darauf, dass alle Aussagen, die Sie vor-
lesen, grammatisch sinnvolle Sétze ergeben miissen. Wenn Sie eine Aussage vorlesen
und den Eindruck haben, dass das, was Sie sagen, grammatisch keinen Sinn ergibt,
dann halten Sie inne und versuchen Sie, das Vorgelesene zu korrigieren.

Bemerkung 1.4.8 (Quantifizierung iiber die leere Menge). In Definition ist
auch der Fall zugelassen, dass die Menge M leer ist. In diesem Fall ist die Aussage

Ve e M: A(z)
Wahrm und die Aussage

dre M: A(x)
falsch P1]

In der formalen Logik wird tibrigens sehr prézise beschrieben, wie genau die
Quantoren V und 3 zu verwenden sind (wesentlich genauer, als wir dies hier tun). Fiir
den alltdglichen Gebrauch in der Mathematik geniigt es aber oft, sich das Symbol
V tatséchlich als Abkiirzung fiir ,fiir alle® zu denken, und sich das Symbol 3 als
Abkiirzung von ,.es gibt ein“ zu denken.

Entsprechend wird es haufig vorkommen, dass wir anstelle der Symbole V und 3
einfach die Worte ,,fiir alle“ und ,,es gibt ein“ ausschreiben.

Exklusiv-oder-Verkniipfung beliebig vieler Aussagen

Es gibt noch einen weiteren Quantor, der immer von Bedeutung ist, weil er eine die
exklusiv-oder-Verkniipfung auf beliebig viele Aussagen verallgemeinert:

50Bitte iiberlegen Sie sich in Ruhe, weshalb.
51Bitte iiberlegen Sie sich auch hier in Ruhe, weshalb.
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1.4. Verkniipfung beliebig vieler Aussagen: Quantoren

Definition 1.4.9 (Existenz- und Eindeutigkeitsquantor). Sei M eine Menge, und fiir
jedes x € M sei eine Aussage A(x) gegeben. Dann definieren wir eine neue Aussage

dlx e M: A(z)

folgendermaﬁen@ Sie hat den Wahrheitswert ,,wahr, wenn es genau ein x € M gibt,
fir welches A(z) wahr ist (und A(z) somit fiir alle anderens x € M falsch ist). Sie
hat den Wahrheitswert , falsch”, wenn A(x) fiir alle x € M falsch ist oder wenn A(x)
fiir mindestens zwei verschiedene z € M wahr ist.

Man liest diese Aussage vor als ,,Es gibt genau ein x in M, fiir das A von x gilt“.

Beispiele 1.4.10. (a) Die Aussage
JzeR: 22=4

ist falsch, denn es gibt zwei reelle Zahlen, deren Quadrat gleich 4 ist (ndmlich
2 und —2).

(b) Die Aussage
NreR: 22=4 AN 2x2>0

ist hingegen wahr, denn es gibt genau eine reelle Zahl, deren Quadrat gleich 4
ist und die zugleich grofer oder gleich 0 ist (ndmlich die Zahl 2).

(c) Die Aussage
JzeR: 22=-1

ist falsch, denn es gibt gar keine reelle Zahl, deren Quadrat gleich —1 ist.

Verneinung und Verschachtelung von Quantoren

Sie werden sehr hdufig in die Situation kommen (insbesondere in der Analysis, aber
auch bereits im aktuellen Semester in der Linearen Algebra 1), die Sie Aussagen,
die Quantoren enthalten, verneinen miissen. Anhand der Definition des All- und de
Existenzquantors in Definition kann man sich leicht {iberlegen, wie das funk-
tioniert:

Bemerkung 1.4.11 (Verneinung von Aussagen, die Quantoren enthalten). Sei M
eine Menge und fiir jedes = € M sei eine Aussage A(z) gegeben. Dann gilt:

(a) Die Aussage
(Ve e M : A(z))
hat denselben Wahrheitswert wie die Aussage

JreM: -A(z).

52Manche Autorinnen und Autoren verwenden anstelle des Symboll 3! das Symbol 3;.
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1. AUSSAGEN UND MENGEN

(b) Die Aussage
—(Jz e M: A(x))
hat denselben Wahrheitswert wie die Aussage

Ve e M: —-A(x).

Richtig interessant wird es, wenn man Aussagen baut, in denen mehrere Quanto-
ren verschachtelt sind. Auch dies kommt sehr héufig vor; hier ein Beispiel mit einer
ersten Kostprobe:

Beispiel 1.4.12 (Verschachtelung von Quantoren). Es bezeichne A die Aussage
VkeN: IneN: n2>k+1,

und es bezeichne B die Aussage
ImeN: VkeN: n? > k+1.

Dann ist A wahr, B hingegen nicht.

Daran kénnen Sie erkennen, dass man Quantoren nicht einfach vertauschen darf
— es kommt auf die Reihenfolge an! Dieses Beispiel werden Sie in den Tutorien noch
genauer besprechen.

Durchschnitte und Vereinigungen von Mengen: Noch einmal

In Definition hatten wir mit Hilfe des logischen Unds und des logischen Oders
den Durchschnitt und die Vereinigung von je zwei Mengen definiert. Ebenso kann
man mit Hilfe des Allquantors- und mit Hilfe des Existenz-Quantors den Durch-
schnitt und die Vereinigung von beliebig vielen Mengen definieren:

Definition 1.4.13 (Durchschnitt und Vereinigung beliebig vieler Mengen). Sei I
eine nicht-leere Menge und fiir jedes i € I sei eine Menge M; gegeben.

(a) Die Menge

(\Mi={x| Viel: zecM}
icl
heifst der Durchschnitt der Mengen M; fiir ¢ € 1.
(b) Die Menge
UMi::{x| Jel: ze M}
icl

heifst die Vereinigung der Mengen M; fir i € 1.
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1.4. Verkniipfung beliebig vieler Aussagen: Quantoren

Wenn man zwei Mengen M, My gegeben hat (d.h., wenn I = {1,2} ist), kann
man sehen, dass

(| Mi={x|Vie{l,2}: 2 Mj}={x| x€ My A €M} =MnNM,.
1€{1,2}
giltﬁ Ebenso kann man sehen, dass in diesem Fall

U M; = My U M,
ie{1,2}

gilt ]

Implikationen und Aquivalenz

Nun kommen wir noch einmal zuriick zur Verkniipfung von Aussagen (zunéchst
ganz ohne Variablen; in Abschnitt hatten wir bereits mehrere Verkniipfungen
von Aussagen eingefiihrt. Nun folgen noch drei weitere Verkniipfungen:

Definition 1.4.14 (Implikationen und Aquivalenz). Seien A und B beliebige Aus-
sagen. Wir definieren drei weitere Aussagen A = B, A < B, A & B, deren Werte
durch die folgenden Wahrheitstabellen festgelegt werden:

A B|A=B A B|A<B A B|A&B
w oW w wow w w oW w
w f f w f w w f f
f w w f w f f w f
f f w f f w f f w

Fiir die so definierten Aussagen verwenden wir die folgenden Sprechweisen:

(a) Die Aussage A = B wird als ,,A impliziert B* ausgesprochen, oder als ,, Wenn
A, dann auch B*“, oder als ,,Aus A folgt B“. Manchmal sagt man stattdessen
auch ,, A ist hinreichend fiir B“ oder ,,B ist notwendig fiir A“E

53Hier haben wir also die Mengengleichheit ﬂi€{1,2} M; = M; N My bewiesen, indem wir die
Menge ;¢ (1.2} M; solange anders dargestellt haben — ohne die Menge selbst dabei zu verdndern
— bis wir die Menge M; N M, erhalten haben. Selbstverstéandlich kann man die Mengengleichheit
016{1,2} M; = M; N My aber auch zeigen, indem man die Methode verwendet, die im Beweis von
Proposition vorgestellt wurde — d.h., indem man die beiden Inklusionen ,,C“ und ,,D% einzeln
beweist.. Davon iiberzeugen Sie sich am besten, indem Sie es auf einem Blatt Papier (oder auf einem
Tablet) selbst versuchen.

54Uberpriifen Sie fiir hier die Details unbedingt auf einem Blatt Papier noch einmal selbst um
sicherzustellen, dass Sie das richtig verstanden haben.

5°Bei einem Feierabendbier kénnen Sie sich ein wenig den Kopf dariiber zerbrechen, weshalb
man hier die Begriffe , hinreichend“ und ,,notwendig“ verwendet. Oder Sie bleiben lieber bei drei
erst genannten Formulierungen, die intuitiv vermutlich etwas klarer sind.
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1. AUSSAGEN UND MENGEN

(b) Weil die Aussage A <= B immer denselben Wahrheitswert wie B = A hat,
spricht man sie genauso aus wie B = A.@

(c) Die Aussage A < B wird ausgesprochen als ,,A ist dquivalent zu B“ oder als
»A genau dann, wenn B“ oder als ,,A dann und nur dann, wenn B*.

Bevor wir genauer darauf eingehen, was es mit den Implikationen A = B und
B = A auf sich hat, sind zwei Bemerkungen sinnvoll:

Bemerkungen 1.4.15. (a) Die Aquivalenz A < B ist in genau denjenigen Fillen
wahr, in denen A und B den gleichen Wahrheitswert haben. Zu sagen , Es gilt
die Aquivalenz A < B“ ist somit eine andere Moglichkeit um zu sagen ,, A und
B haben denselben Wahrheitswert.“

Auf diese Weise kann man einige der Resultate aus Abschnitt formulieren,
indem man Aquivalenzen verwendet. Zum Beispiel besagt Proposition
fiir jede Aussage A und jede Aussage B folgendes: die Aussage —(A A B) hat
immer denselben Wahrheitswert wie die Aussage (—A) V (=B). Genauso gut
konnten wir auch sagen: es gilt stets

(~(anB) e (v EB).

(b) Mit Hilfe einer Wahrheitstabelle kann man sich leicht von folgendem tiberzeu-
genﬂ Die Aussage A < B hat stets denselben Wahrheitswert wie die Aussage
(A= B)A (A<= B)PY

Also bedeutet ,, A ist dquivalent zu B“ dasselbe wie ,,Aus A folgt B und aus B
folgt A“.

Diese harmlos anmutende Beobachtung wird Sie den Rest Thres Studiums ver-
folgen, den sehr viele Resultate in der Mathematik sind als Aquivalenzen for-
muliert, und diese werden meist bewiesen, indem man die beiden Implikationen
einzeln beweist.

Wie versprochen besprechen wir nun, was es mit der Implikation A = B auf sich
hat@ Erfahrungsgemafs fallt es vielen Studierenden am Anfang schwer, die vorletzte
Zeile in der Wahrheitstabelle von A = B intuitiv nachzuvollziehen — warum sollte es
richtig sein zu sagen, dass aus etwas Falschem etwas Wahres folgt? Am einfachsten
kénnen Sie dies vermutlich nachvollziehen, wenn Sie nicht nur einzelne Aussagen
betrachten, sondern Aussagen, die von einer Variablen abhingen:

56 Also z.B. als ,,B impliziert A“ oder ,Aus B folgt A“.

®TUnd das sollten Sie sogleich auf einem Blatt Papier tun!

58Ubrigens kénnen Sie hier gleich testen, ob Sie Teil @ der Bemerkung verstanden haben: Wie
koénnen Sie den Satz, der mit dieser Fufinote abschlieft, stattdessen formulieren, wenn Sie anstelle
der Worte “stets denselben Wahrheitswert” lieber einen Aquivalenzpfeil verwenden méchten?

5990bald Sie diese Implikation wirklich verstanden haben, verstehen Sie automatisch auch die
Bedeutung der Implikation B = A (denn hierbei sind ja nur die Bezeichnungen der Aussagen
vertauscht) und somit auch die Implikation A <= B (weil diese ja dquivalent zu B = A ist).
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Diskussion 1.4.16. Sei M eine Menge, und fiir jedes © € M seien Aussagen A(x)
und B(x) gegeben. Wie Sie bereits wissen, kann es passieren, dass A(x) fiir manche
x € M wahr ist, und fiir andere = € M falsch; ebenso kann es passieren, dass B(x)
fiir manche x aus M wabhr ist, fiir andere hingegen nicht. Diejenigen z, fiir die A(x)
wahr ist, miissen natiirlich nicht unbedingt dieselben sein, fiir die auch B(z) wahr
ist.

Nun will man in konkreten Situationen haufig wissen, wie die Aussagen A(x) und
B(x) zusammenhéngen. Besonders interessant ist zum Beispiel die folgende Situati-
on, die wir zunachst umgangssprachlich beschreiben:

Fiir jedes x in M gilt: Wenn A(zx) gilt, muss auch B(z) gelten. (1.4.3)

Beachten Sie, dass ,,Wenn A(z) gilt, muss auch B(x) gelten“, kein Aussage dariiber
macht, was passiert, wenn A(x) falsch ist. Wir konnen (1.4.3) also auch folgender-

maflen formulieren:

Fiir jedes « in M tritt einer der folgenden beiden Fille auf:
(i) A(x) and B(z) sind beide wahr; (ii) A(z) ist falsch;

oder etwas kiirzer und formallastiger aufgeschrieben:
Vo e M : (A(z) AB(z)) V (—A(z)).

Nun hat (A(z) A B(z) ) \/éﬂA(x)) stets denselben Wahrheitswert wie A(z) = B(x)

lauft Definition
Das heift, die Wahrheitstablle fiir die Implikation in Definition [[.4.14] erlaubt es

uns, die Aussage (|1.4.3)) in der Form
Ve e M: (A(z) = B(x))
zZu schreiber@ — und das ist ja durchaus intuitiv.

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir noch einmal demonstrieren, wie man
Aquivalenzen verwenden kann um mathematische Resultate zu formulieren — und
wie man Bemerkung [1.4.15|(b)| verwenden kann, um solche Resultate zu beweisen.
Als Anschauungsobjekt verwenden wir das folgende Resultat:

Proposition 1.4.17. Seien L, M Mengen. Dann gilt

LCM & LNnM-=L.

60 Achtung: Glauben Sie das nicht einfach! Seien Sie kritisch und iiberzeugen Sie sich selbst,
indem Sie alle vier moglichen Félle durchgehen.

5'Der spannenste Fall ist hier natiirlich derjenige, in dem uns die linksstehende Wahrheitstabelle
aus Definition auf den ersten Blick unintuitiv erscheint — also, wenn A(xz) falsch und B(x)
wahr ist. In diesem Fall ist (A(z) A B(z)) V (~A(z)) wahr, und dies erklirt, warum der Eintrag in
der vorletzten Zeile der Wahrheitstabelle so gew&hlt wird, wie in Definition beschrieben.

%2Die Klammer um A(z) = B(z) haben wir hier nur der einfacheren Lesbarkeit halber hinzuge-
fligt.
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1. AUSSAGEN UND MENGEN

Die Proposition besagt also in Worten: Fiir zwei Mengen M und L ist die Teil-
mengenbezichung L. C M genau dann erfiillt, wenn der Durschnitt L N M gleich
L ist. Wir beweisen die Proposition in Kiirze. Vorher aber ist folgende Bemerkung
extrem wichtig:

Bemerkung 1.4.18. In Proposition sehen Sie eine Sprechweise, die in mathe-
matischen Resultaten sehr iiblich ist: Man beginnt mit dem Wort , Seien“ und fiihrt
dann einige Objekte ein. Anschliefsend macht man eine Aussage iiber diese Objekt.

Diese Formulierung ist als eine Verwendung eines Allquantors zu verstehen, nur
dass sie sprachlich iber mehrere Sétze verteilt ist. Die komplette Aussage von Pro-
position [[.4.17 konnte man zum Beispiel ganz knapp und formal auch in folgender
Form schreiben:

VY Mengen L, M : LCM < LNM-=L.

Beweis von Proposition[1.7.17. Unser Ziel ist es, eine Aquivalenz zu beweisen. Laut
Bemerkung [1.4.15(b)} ist dies gleichbedeutend damit, die beiden Implikationen

LCM = LnNnM-=L.
und
LCM <« LnM-=L.

zu beweisen. Dies tun wir im Folgenden.
“=" Es gelte L C M. Wir miissen LN M = L zeigen, und dies tun wir wie iblich,

indem wir beide Inklusionen zeigen.

e “C” Sei x € L N M beliebig, aber fest. Dann gilt wegen der Definition des
Durchschnitts automatisch « € L. Somit ist gezeigt, dass LN M C L gilt.

e “D” Sei x € L beliebig, aber fest. Weil L C M ist, gilt dann auch x € M.
Das heifst, insgesamt gilt * € L und x € M, also x € L N M. Somit haben wir
L C LNM gezeigt.

Insgesamt ist also LN M = L.

“«<=“ Sei nun LN M = L. Wir miissen L C M zeigen.
Sei also « € L beliebig aber fest. Wegen der Voraussetzung L N M = L gilt dann
auch x € LN M, und somit z € M. Somit haben wir L C M gezeigt. O
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Kapitel 2

Funktionen

Einstiegsfragen. (a) Finden Sie eine Gemeinsamkeit zwischen den folgenden fiinf
Dingen? (i) Ein Telefonbuch; (ii) der Verlauf des DAX iiber die letzten sechs
Monate; (iii) der Sachindex eines Fachbuchs; (iv) eine aktuelle Tabelle der Fuf-
ballbundesliga; (v) ein Radiosignal, dass Sie mit einem Autoradio empfangen.

(b) Koénnen Sie eine mdglichst einfache Funktion von R — R angeben? Und auch
eine nicht ganz so einfache?

Was ist die komplizierteste Funktion von R nach R, die Ihnen spontan einfallt?

(c) Wie viele Elemente hat die Menge {1,2,5,6}7 Wie viele Elemente hat die leere
Menge?

(d) Wie viele Elemente hat Z? Hat Q genauso viele Elemente von Z7 Und hat R
genauso viele Elemente von Z7

2.1 Was ist eine Funktion?

Was ist eine Funktion?

Bisher haben wir nicht nur iiber mathematisch Aussagen gesprochen, sondern auch
iiber verschiedene mathematische Objekte: Zum Beispiel Zahlen, Mengen und Tupel.
Um die Mathematik wirklich ,,zum Leben zu erwecken”, brauchen wir aber noch einen
weiteren Typ von mathematischen Objekten: Funktionen.

Definition 2.1.1 (Funktion/Abbildung). Seien X,Y Mengen. Eine Funktion (oder
Abbildung) f von X nach Y ist eine Zuordnungsvorschrift, die jedem Element
z € X ein eindeutig bestimmtes Element aus Y — welches wir mit f(z) bezeichnen
— zuweist.

Wir nennen X den Definitionsbereich von X und Y den Wertebereich von

f.
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2. FUNKTIONEN

Beachten Sie unbedingt: Um eine Funktion konkret anzugeben, miissen Sie auf
jeden Fall auch den Definitions- und den Wertebereich angeben. Funktionen erhalten
nicht auf magische Weise von selbst einen Werteebereich[l|sondern der Definitionsbe-
reich der Funktion muss explizit angegeben werden, wenn man eine Funktion angibt.
Ohne Angabe des Definitionsbereich kann man eine Funktion nicht wirklich verste-
hen.

Wenn man keine Lust hat, Sétze wie ,,Sei f eine Funktion von X nach Y* jedes
mal auszuschreiben, ist folgende Notation nititzlich:

Notation 2.1.2. Seien X,Y Mengen. Jede der folgenden beiden Notationen wird
synonym mit dem Satz ,Sei f eine Funktion von X nach Y* verwendet:

(a) Sei f: X =Y.

(b) Sei X L V.

Verschiedene Arten um Funktionen zu beschreiben

Bis jetzt haben wir lediglich abstrakt gesagt, was man unter einer Funktion versteht.
Um mit diesem Begriff arbeiten zu koénnen, brauchen man natiirlich Méglichkeiten,
um eine Funktion explizit anzugeben. Es gibt verschiedene solche Moglichkeiten;
einige wichtige stellen wir im folgenden vor:

Beispiele 2.1.3. Seien X,Y Mengen. Es folgen einige Moglichkeiten um eine kon-
krete Funktion von X nach Y zu spezifieren.

(a) Wenn X nur endlich viele Elemente hat, kann man eine Funktion f: X — Y
angeben, indem man alle Elemente x von X aufzéhlt und fiir jedes dieser
Elemente den Wert f(x) konkret angibt — zum Beispiel in einer Tabelle.

Sei zum Beispiel X = {1,2,3,4} und Y = {-3,0,7}. Wir definieren eine
Funktion f : X — Y durch die folgende Wertetabelle, in der alle Elemente
x € X aufgezahlt sind:

1 2 3 4
f@y o -3 0 «

[\SJ[OY

(b) Manche Funktionen lassen sich mit Hilfe von Formeln darstellen. Wir kénnen
zum Beispiel eine Funktion g : R — R durch die Formel

glx)=a® -7 fir alle x € R

! Auch, wenn in der Schule manchmal dieser Eindruck erweckt wird.
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deﬁnierenEHﬂ

Anstatt ,g(x) = 23 — 7 fiir alle 2 € R“ zu schreiben, benutzt man in der
Mathematik auch sehr hiufig die Notation ,x — 23 — 7“E|

Wenn man eine Funktion sehr effizient definieren will, kann man die Notation
fiir Definitions- und Wertebereich sowie die zugehorige Forme]lﬂ auch direkt
untereinander schreiben — zum Beispiel kann man eine Funkton h so folgender-
mafen beschreiben:

h:R— R,
T+ Tr — 5.

Ubrigens konnen Funktionen natiirlich auch kompliziertere Definitions- und
Wertebereiche haben — betrachten Sie als Beispiel die Funktion

k:R? - R3,
T+ x2
x1
—> 1 — T2
2
2%‘1

(c) Eine weitere niitzliche Moglichkeit um manche Funktionen zu beschreiben ist
die Verwendung einer Fallunterscheidung. Hier ist ein Beispiel: Es seiﬁ
/:R — R,

2z falls z > 0,

0z) =
@ =921 fas <o,

Natiirlich kénnte man dasselbe genauso gut mit Hilfe des Pfeils — zum Aus-
druck bringen, indem man stattdessen schreibt: Es sei

/:R—R

2Beachten Sie aber unbedingt, dass man nicht jede Funktion von R nach R mit solch einer
einfachen Formel ausdriicken kann. Man kann sogar beweisen, dass es Funktionen von R nach R
gibt, die sich gar nicht mit Hilfe einer Formel darstellen lassen!

3Ubrigens haben wir uns hier ein wenig am eigenen Schopf aus dem Sumpf gezogen: Eine
Funktion auf diese Weise zu definieren, ist uns nur deshalb mdoglich, weil wir bereits einige andere
Funktionen kennen und von ihnen hier sehr freigiebig Gebrauch machen: Addition und Multiplika-
tion.
Uber Addition, Multiplikation und #hnliche Funktionen werden wir in Abschnitt ?? noch ausgiebig
diskutieren.

4Beachten Sie hier den vertikalen Strich am Beginn des Pfeils —. Der Pfeil —, mit dem ange-
geben wird, von wo nach wo die Funktion abbildet, hat diesen Strich nicht.

5Sofern sich die Funktion durch eine Formel beschreiben lisst.

5Tn diesem Beispiel sehen Sie iibrigens, dass man die Variable keineswegs = nennen muss — auch
jede andere Variable ist in Ordnung.
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2z falls z > 0,
Z =
—1 falls z < 0.
Ubrigens ist die Spezifizierung einer Funktion mit Hilfe einer Tabelle, die wir
in Beispiel @ besprochen haben, auch nur eine Kurzschreibweise fiir eine Fall-
unterscheidung. Beispielsweise kann man die Funktion f aus Beispiel @ auch
folgendermafsen beschreiben:

f:{1,2,3,4} =Y,

0 falls x = 1,

—% falls x = 2,
T +—

0 falls z = 3,

7r falls x = 4.

In diesem Fall ist die Tabelle aber vielleicht etwas libersichtlicher.

Funktion, Argument und Funktionswert

In der Mathematik ist die folgende Terminologie {iblich:

Konvention 2.1.4 (Argument und Funktionswert). Seien X,Y Mengen und sei
f: X — Y. Fiir ein Element © € X betrachten wir die Notation ,, f(x)“: in dieser
Notation heifst

e ...z das Argument,
e und f(z) der Wert von f an dieser Stelle mm

Die folgende Bemerkung finden Sie auf den ersten Blick wahrscheinlich subtiﬂ
aber sie ist enorm wichtig um im Laufe der Vorlesung — und im Laufe Thres restlichen
Studiums — korrekt mit Funktionen umzugehen:

Bemerkung 2.1.5 (Funktion vs. Funktionswert). Man muss auf jeden Fall eine
Funktion von ihren Funktionswerten unterscheiden: Seien X,Y Mengen und sei f :
X — Y. Es ist nicht richtig zu sagen, ,,f(x) ist eine Funktion®“. Die Funktion heift
f, nicht f(z). Mit f(z) ist etwas anderes gemeint: Fiir ein Element x € X ist f(z)
— wie Sie der vorangehenden Vereinbarung entnehmen konnen — der Wert von f an
der Stelle z. Es handelt sich bei f(z) also um ein Element von Y, wihrend es sich
bei f um eine Zuordnung von X nach Y handelt.

Das lésst sich am besten mit Hilfe eines Beispiels veranschaulichen: Sei X die
Menge aller Einwohner von Passau, die im Telefon verzeichnet sind, und sei Y die
Menge aller in Passau vergebenen Telefonnummern. Dann ist das Telefonbuch von

TOft sagt man hier anstelle von ,,Wert* auch etwas linger ,, Funktionswert.
8Und woméglich steht die Bemerkung auch der Art entgegen, wie Sie in der Schule iiber Funk-
tionen gedacht oder gesprochen haben.
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Passau schlicht und einfach diejenige Funktion f, die jeder Person x € X ihre Te-
lefonnummer zuordnet. Hier sehen Sie den Unterscheid zwischen f und f(z): Bei
f handelt es sich um das gesamte Telefonbuch; bei f(z) handelt es sich um eine
einzelne Telefonnummer]

Hintereinanderausfiithrung und Gleichheit von Funktionen

Wenn wir zwei Funktionen f und g gegeben haben und der Wertebereich von f mit
dem Definitionsbereich von g iibereinstimmt, dann kénnen wir die beiden Funktionen
zu einer neuen Funktion verkniipfen:

Definition 2.1.6 (Hintereinanderausfithrung). Seien X,Y, Z Mengen und seien f :
X —- Y und g : Y — Z. Dann definieren wir eine Funktion go f : X — Z durch die
Formel™]

(go f)(x)=g(f(x)) firallez e X.

Die Funktion go f heift die Hintereinanderausfiithrung (oder Komposition) von
f und g.

Wenn man anstelle der Notation f: X — Y und g : Y — Z die Notation X i> Y
und Y % Z Verwende ldsst sich die Komposition von go f besonders anschaulich
in der Form

darstellen.

Wir wollen in Kiirze das sogenannten Assoziativgesetz fiir die Hintereinander-
ausfithrung von Funktionen beweisenB Damit wir dies sinnvoller Weise tun konnen,
miissen wir uns aber zunédchst einmal darauf einigen, wann wir zwei Funktionen als
gleich ansehen [T

Definition 2.1.7 (Gleichheit von Funktionen). Zwei Funktionen f und g heifsen
gleich, wenn die drei folgenden Aussagen wahr sind:

9Welche Telefonnummer das konkret ist, kann man natiirlich nur wissen, wenn man weifs, welche
Person gerade mit x gemeint ist.

10Beachten Sie hierbei unbedingt die Reihenfolge: Anschaulich gesprochen wird f zuerst ausge-
fiihrt und dann erst g — man schreibt in der Notation g o f allerdings g nach links.
Der Grund fiir diese Konvention ist einfach: Man mochte in den beiden Ausdriicken (g o f)(z) und
g( f (ac)) die Funktionen f und g gerne in derselben Reihenfolge anschreiben.

"Die wir ebenfalls in Notation eingefithrt hatten.

12Ein Assoziativgesetz fiir die Addition und die Multiplikation reeller Zahlen kennen Sie bereits
aus der Schule; und einige Assoziativgesetze in der Aussagenlogik haben Sie bereits in Propositi-
on [[:22:.12] gesehen. Auf dieser Grundlagen kdnnen Sie vielleicht jetzt schon erraten, was sich hinter
dem Begriff |, Assoziativgesetz fiir die Hintereinanderausfithrung von Funktionen* verbirgt.

13Denken Sie an dieser Stelle zuriick an die Einfithrung in die Mengentheorie in Abschnitt [1.3
Dort sind wir auch nicht einfach davon ausgegangen, dass schon irgendwie klar sein wird, wann zwei
Mengen gleich sind, sondern haben in Definition exakt festgelegt, wann zwei Mengen gleich
heifien.
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2. FUNKTIONEN

(I) Die Funktionen f und g haben denselben Definitionsbereich.
(IT) Die Funktionen f und g haben denselben Wertebereich.
(III) Fiir jedes x aus dem Definitionsbereich von f und g gilt f(z) = g(z).
Wir verwenden die Notation f = g um auszudriicken, dass f und g gleich sind.
Nun kommen wir zum bereits angekiindigten Assoziativegesetz:

Proposition 2.1.8 (Assoziativgesetz fiir die Hintereinanderausfithrung von Funk-
tionen). Seien W, X,Y,Z Mengen und seien

whx, x%vy, vhz

Funktionen. Dann gilt
(hog)of=ho(gof)
Beweis. Laut Proposition [2.1.7 miissen wir folgende Aussagen zeigen:

Gleichheit der Definitionsbereiche und Gleichheit der Wertebereiche: Weil f von
W nach X abbildet und h o g von X nach Z, bildet (ho g) o f von W nach Z ab.

Ebenso gilt: Weil g o f von W nach Y abbildet und A von Y nach Z, bildet
ho(go f) von W nach Z ab. Also haben die Funktionen (hog)o f und ho(go f)
beide den Definitionsbereich W und den Wertebereich Z.

Gleichheit der Funktionswerte an allen Elementen des Definitonsbereichs: Wir
miissen die Aussage

YweW:  ((hog)of)(w)=(ho(gof))(w)

Um dies zu zeigen, betrachten wir ein beliebiges, aber festes Element w € WE Fiir
dieses Element w gilt zum einen

((heg)e £)(w) "B (o g)(£(w)) "B n(g(F(w)) ),
und andererseits

(ho (g0 ) (w) B n((go £)(w) "EEn(g(f(w)).

Also sind ((hog)o f)(w) und (ho(go f))(w) tatséichlich gleich. O

Wichtig: Hier sehen Sie (nicht zum ersten mal in dieser Vorlesung) eine extrem wichtige Be-
weistechnik, die Sie in Threm Studium sténdig bendtigen werden: Wenn man eine Aussage fiir alle
Elemente einer Menge — in der aktuellen Situation heiftt sie W — zeigen will, dann betrachtet man
hierzu ein einzelnes Element w der Menge; dieses Element fixiert man gedanklich fiir die Dauer des
Beweises (damit man sicher ist, wihrend des kompletten Beweises immer {iber dasselbe Element zu
sprechen), aber man bestimmt nicht ndher, um welches Element es sich konkret handelt. Dies wird
mit der Floskel ,,Sei w € W beliebig, aber fest* zu Beginn des Beweises zum Ausdruck gebracht;
das Wort ,,beliebig” ist hierbei also im Sinne von ,nicht ndher bestimmt“ gemeint. Hat man die
gewiinschte Aussage dann am Ende fiir dieses Element w bewiesen, so kann man sicher sein, dass
die Aussage fiir alle Elemente von W stimmt — denn weil w ein nicht ndher bestimmtes Element
von W war, funktioniert der Beweis, den man angegeben hat, fiir jedes Element von W.
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Abbildung 2.2.1: Graph der Funktion R — R, 2+ 22

2.2 Bildliche Darstellung von Funktionen

Es gibt viele verschiedene Moglichkeiten Funktionen graphisch darzustellen. Welche
dieser Moglichkeiten sich gut eignet, hangt jeweils von der Funktion ab — und ins-
besondere von ihrem Definitions- und Wertebereich — ab. Im Folgenden besprechen
wir einige Beispiele fiir solche graphischen Veranschaulichungen.

Beispiel 2.2.1 (Veranschaulichung durch Pfeile zwischen Mengen). Betrachten Sie

erneut die Funktion f aus Beispiel [2.1.3(a)|

[In der Vorlesung wurde hier an der Tafel gezeigt, wie sich f mit Hilfe von Pfeilen
zwischen zwei Mengen veranschaulichen ldsst. Im Manuskript fehlt diese Skizze, da
ich zeitlich nicht dazu gekommen bin, sie zu erstellen.|

Fiir die nachsten bildlichen Darstellungen von Funktionen benétigen wir den
Begriff des Funktionsgraphen.

Definition 2.2.2 (Funktionsgraph). Seien X und Y Mengen und sei f: X — Y
eine Funktion. Die Teilmenge

Gr(f) = {(z, f(z)) | =€ X}
von X X Y heifst der Funktionsgraph oder kurz der Graph von f.

Beispiel 2.2.3 (Der Graph einer Funktion f : R — R). Betrachten Sie die Funktion
f:R =R,z 22 Thr Graph

Gr(f) = {(z,2?) | z €R} CR® = {(z,y) | 2,y € R}
wird in Abbildung gezeigt:
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R

Abbildung 2.2.2: Graph der Funktion f: N —- R, n — ni—&—l

Beispiel 2.2.4 (Der Graph einer Funktion f : N — R). Lassen Sie uns die Funktion

" N—=>R,
3
—
n—+1

betrachten. Thren Funktionsgraphen

3
Gr(f) = {(”am) | n€ N}
koénnen Sie in Abbildung sehen.

Beispiel 2.2.5 (Der Graph einer Funktion f : R — R2). Betrachten Sie die Funk-
tion

f:R—R?
v (S0,

Ihr Funktionsgraph

Gr(f) = cos(X)| | zeR3 ) CR3
sin(x)

wird in Abbildung gezeigt.
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2.2. Bildliche Darstellung von Funktionen

Abbildung 2.2.3: Graph der Funktion f: R — R2, 2+ (cos(x),sin(z))

Beispiel 2.2.6 (Der Graph einer Funktion f : R?2 — R als Funktionsgebirge).
Lassen Sie uns die Funktion

f:R? SR,

(z1,x2) — z2 + 23
betrachten. IThren Funktionsgraphen
Gr(f) = {(z1, 22,21 +a3) | (21,22) €R*} CR’

koénnen Sie in Abbildung sehen. Funktionengraphen von Funktionen R? — R
bezeichnet man manchmal naheliegender Weise als Funktionsgebirge.

Beispiel 2.2.7 (Eine Funktion von R? nach R? als Vektorfeld). Betrachten Sie die
Funktion

fiR* = R?
z - R?.

Der Graph dieser Funktion ist eine Teilmenge von R? x R? = R*, deshalb kann man
ihn nicht in ein zwei- oder drei-dimensionales Bild zeichnen. Man kann die Funktion
f aber stattdessen als ein sogenanntes Vektorfeld veranschaulichen. Damit nimmt
man sich einige Punkte 2 des Definitionsbereichs R? und zeichnet den Vektor f(z)
so im R? ein, dass sein FuRpunkt in den Punkt x verschoben ist. Das konnen Sie in

Abbildung sehen.
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z3

Abbildung 2.2.4: Graph der Funktion R? — R, (21, 72) — 2% + 23

Z2

> L1

Abbildung 2.2.5: Bildliche Darstellung der Funktion R? — R?, 2 f’Iaz als Vektorfeld.
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2.3 Eigenschaften von Funktionen: Injektivitat,
Surjektivitat und Bijektivitat

Im Umgang mit Funktionen gehoren die folgenden drei Begriffe zum téglichen Hand-
werkszeug. Sie miissen deshalb schon jetzt lernen, den Umgang mit desen Begriffen
zu beherrschen.

Definition 2.3.1 (Injektive, surjektive und bijektive Funktionen). Seien X, Y Men-
genund sei f: X — Y.

(a) Die Funktion f heift injektivF_gl wenn fiir alle z,Z € X gilt: Falls x # T ist,
dann ist auch f(x) # f(Z).

(b) Die Funktion f heift surjektiv, falls es fiir jedes y € Y ein x € X mit der
Eigenschaft f(x) =y gibt.

(c) Die Funktion f heifst bijektiv, falls sie sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

Lassen Sie uns alle drei Teile der Definition noch eimal kurz und knapp und

aussagenlogischer Notation darstellen: Fiir eine Funktion f : X — Y besagt obige
Defintion:

(a) Esist f genau dann injektiv, wenn folgendes gilt:

Ve, 2e€X: z#2 = f(z)# f(2).

(b) Esist f genau dann surjektiv, wenn folgendes gilt:

VyeYdzeX: f(z)=uy.

(c) Esist f genau dann bijektiv, wenn folgendes gilt:

VyeY dzeX: f(z)=uy.

Beispiele 2.3.2. (a) Die Abbildung f aus Beispiel [2.1.3{(a)|ist nicht injektiv, denn
es gilt f(1) = f(3).
Die Abbildung

g:R—R,

x = 22

ist ebenfalls nicht injektiv, denn es ist z.B. g(—1) = g(1).

15\Manchmal sagt man anstelle von injektiv auch ein-eindeutig.
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(b) Die Abbildung

k:R? - R3,

T+ X2
1
<$ > = | 1 — X2
2 2.%1
aus Beispiel [2.1.3(b)|ist injektiv.

Beweis. Seien z,% € R? beliebig, aber fest. Wir miissen die Implikation

r#t = k(z)#k(@) (2.3.1)

zeigen. Hierzu verwenden wir eine aussagenlogisches Resultat, dass Sie in Auf-
gabe 2(a) auf Tutoriumsblatt 2 bewiesen haben: Wenn A und B Aussagen
sind, dann ist die Implikation A = B gleichbedeutend mit der Implikation

-B = -A.
Anstatt die Implikation zu beweisen, konnen wir also auch einfach die
Implikation

k(x)=Fk(z) = z==z

zeigen, und genau dies tun wir nun@lﬂ

Sei also k(z) = k(Z). Aufgrund der Definition von k gilt dann

xr1 + X2 T1 + X2
1 —w2 | = | T1— X2
21’1 212’1

Wegen der Definition der Gleichheit von Tupeln (Definition [1.3.16(c)|) folgt

hieraus

T1+ T2 = T1 + T2
A Ir1 — Ty = :i’l — fg
A 21 = 271.
Aus der dritten dieser Gleichungen erhalten wir 1 = Z1, und wenn wir dann
noch die erste der drei Gleichungen verwenden, folgt zudem xy = Ts.

Dies bedeutet — erneut wegen der Definition der Gleichheit von Tupeln —, dass
x = T ist. O

5Dies ist ein sogenannter Beweis per Kontraposition (ein Spezialfall des sogenannten Wider-
spruchsbeweises).

"Diese Vorgehensweise — also anzunehmen, dass k(z) = k(Z) gilt, und daraus 2 = & zu folgern,
ist in vielen Féllen gut geeignet um Injektivitidt einer Funktion k zu beweisen.
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(c) Die Abbildung f aus Beispiel [2.1.3{(a)|ist nicht surjektiv, denn es gibt z.B. kein
x € {1,2,3,4} mit der Eigenschaft f(z) = 10.

Die Abbildung

g:R—=R,

T 2?
ist ebenfalls nicht surjektiv, denn es gibt kein € R mit g(z) = —1.
(d) Die Abbildung

h:R— R,
Tz 2r+1

ist bijektiv.
Beweis. Wir miissen Injektivitdt und Surjektivitat zeigen.

Injektivitat: Seien z,T € R beliebig, aber fest. Wir fithren den Beweis der
Injektivitdt erneut per Kontraposition, d.h. wir zeigen die Implikation

h(z) =h(Z) = z=2.

Sei also h(xz) = h(Z). Wegen der Definition von h gilt somit 2z + 1 = 27 + 1.
Indem wir auf beiden Seiten der Gleichung zuerst 1 subtrahieren und dann
durch zwei teilen, folgt hieraus = = 7.

Surjektivitat: Wir miissen folgendes zeigen:
Vye R3z eR: h(z) =y.

Sei also y € R beliebig, aber fest. Unsere Aufgabe ist es zu beweisen, dass ein
x € R existiert, welches die Gleichung h(x) = y erfiillt. In der vorliegenden
Situation ist dies sehr einfach, denn wir kénnen ein solches x konkret angeben:
Wir wahlen z = y—gl Dann ist x tatséchlich ein Element von R, und es gilt,
wie gewiinscht, h(z) =2z + 1 =y. O

Lassen Sie uns nun zeigen, dass die Hintereinanderausfithrung zweier injektiver
Funktionen wieder injektiv ist, und dass die Hintereinanderausfithrung zweier sur-
jektiver Funktionen wieder surjektiv ist.

Proposition 2.3.3. Seien X,Y,Z Mengen, und seien f: X - Y undg:Y — Z.
(a) Wenn f und g beide injektiv sind, dann ist auch g o f injektiv.

(b) Wenn f und g beide surjektiv sind, dann ist auch go f surjektiv.
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Beweis. Seien f und g injektiv. Wir miissen zeigen, dass g o f injektiv ist.
Seien dazu z, & € X. Wie Sie nun bereits zweimal gesehen haben, geniigt es die
Implikation

(gof)x)=(gof)(&) = z=2

zu zeigen. Also gelte nun (g o f)(z) = (g o f)(Z). Laut Definition der Hintereinan-
derausfiihrung von Funktionen ist dann

Weil g injektiv ist, folgt hieraus f(z) = f(Z). Und weil f injektiv ist, folgt hieraus
wiederum = = Z.

@ Seien f und g surjektiv. Wir miissen die Aussage
Ve Zdx e X (go f)(z) ==

zeigen. Sei also z € Z beliebig, aber fest.

Weil g surjektiv ist, gibt es ein y € Y mit der Eigenschaft g(y) = z. Und weil
auch f surjektiv ist, gibt es ein € X mit der Eigenschaft f(x) = y. Fiir dieses x
gilt somit

(go f(x) =g(f(x)) =g(y) = =

Also haben wir gezeigt, dass es tatsichlich ein € X mit der Eigenschaft (go f)(z) =
z gibt. O

Bijektive Funktionen sind deshalb besonders niitzlich, weil man Sie umkehren
kann:

Definition 2.3.4 (Umkehrfunktion). Seien X,Y Mengen und sei f : X — Y eine
bijektive Abbildung[™]

Wir definieren eine Funktion f~' : Y — X, die jedem y € Y genau dasjenige x €
X zuordnet, fiir welches f(z) = y gilt. Die Funktion f~! heikt die Umkehrfunktion
(oder Umkehrabbildung) von f.

Man beachte: Die Definition der Umkehrabbildung f~! besagt gerade, dass fiir
jedes y € Y die Gleichung

W) =y

gilt. Bevor wir einige Eigenschaften der Umkehrfunktion beweisen, benétigen wir die
folgende Terminologie:

18D h., es gibt fiir jedes y € Y genau ein = € X mit der Eigenschaft f(z) = y.
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Definition 2.3.5 (Identische Funktion). Sei X eine Menge. Die Abbildung

idy : X — X,
Tr— X

heifst die identische Abbildung oder die Identitéat auf X.
Wenn die Menge X aus dem Kontext klar ist, lassen wir das X im Index manch-
mal auch weg und schreiben einfach nur id anstelle von idx.

Wenn wir die Identitdt mit einer anderen Funktion verkniipfen, dann erhalten
wir diesselbe Funktion. Genauer: Wenn f : X — Y eine Funktion zwischen zwei
Mengen X,Y ist, dann gilt

foidx = f und idyof = f.

Dies kann man sich leicht mit Hilfe der Definition der Identitdt und der Definition
der Gleichheit von Funktionen ﬁberlegen@

Proposition 2.3.6 (Eigenschaften der Umkehrfunktion). Seien X,Y,Z Mengen,
und seien f: X =Y und g: Y — Z zwei bijektive Funktionen.

(a) Fir alle x € X und alley €Y gilt

FHf@) =z und  F(f7' ) =y;

d.h. etwas kiirzer ausgedriickt:
flof=idx  und  fof '=idy.
(b) Die Umkehrabbildung f~1:Y — X ist ebenfalls bijektiv, und es gilt
(fHt=r
(¢) Die Hintereinanderausfihrung g o f ist ebenfalls bijektiv, und es gilt
(gof)y ' =fTlogh.
Bewets. @ Die Eigenschaft

YweY:  f(f'y) =y

ist exakt die Eigenschaft, durch die wir die Umkehrfunktion definiert haben (siehe
Definition und die Erlauterung direkt nach der Definition).

9Erinnern Sie sich daran, was schon in einer vorherigen Fufinote stand: Das Wort ,,leicht® ist hier
als Zielmarke zu verstehen, und die Formulierung ,,Das kann man sich leicht iiberlegen* bedeutet
nicht, dass Sie das ohne weitere Uberlegung glauben diirfen, sondern Sie bedeutet, dass Sie sich das
jetzt noch einmal selbst im Detail iiberlegen miissen um zu sehen, dass es wirklich direkt aus den
Definitionen folgt.

49



2. FUNKTIONEN

Wir miissen noch die zweite Eigenschaft zeigen. Sei also x € X beliebig, aber
fest. Wir setzen y := f(x). Fiir dieses y gilt aufgrund der soeben besprochenen
Eigenschaft die Gleichheit f ( f _l(y)) =y, also

WEeil f injektiv ist, folgt daraus die Gleichheit

FHf@) ==

Wenn wir die Definition der Gleichheit von Funktionen (Definition [2.1.7]) verwenden,
konnen wir aus den bisher gezeigten Eigenschaften sofort folgern, dass

flof=idy und fof'=idy.

gilt I
@ Injektivitit: Seien y,§ € Y und sei f~!(y) = f~(7). Dann ist
F W) = F(F1@)-

Wie bereits in @ festgestellt, ist die linke Seite dieser Gleichung gleich y und die
rechte Seite gleich ¢. Es folgt also y = .

Surjektivitdt: Sei x € X. Wir miissen zeigen, dass ein y € Y existiert, fiir welches
f~1(y) = = gilt. Hierzu wihlen wiir einfach y = f(x). Fiir dieses y gilt tatséichlich

i) =1 (f @) =,

wobei die letzte Gleichheit aus @ folgt.

20 Achtung: Wenn in einer Vorlesung in einem Beweis gesagt wird, dass etwas ,,sofort folgt,
dann bedeutet dies lediglich, dass man die behauptete Aussage ohne grofen Aufwand aus dem
folgern kann, was soeben gesagt wurde. Das bedeutet aber nicht automatisch, dass Ihnen dies auch
wirklich klar ist. Wann immer Sie eine Aussage von der Form ,nun folgt sofort* (oder eine &hnliche
Formulierung wie ,,jetzt folgt leicht*) lesen, miissen Sie also noch einmal nachpriifen, ob Sie diese
Folgerung wirklich bis ins Detail begriinden kénnen. Dies tun Sie am besten auf einem Blatt Papier
(oder einem Tablet).

Nehmen Sie sich also sogleich einen Stift und versuchen Sie extrem detailliert aufzuschreiben,
weshalb die Gleichungen f~'of =idx und fo f~! = idy an dieser Stelle im Beweis wirklich folgen.
Beachten Sie dabei: Sie kdnnen dies natiirlich nur dann korrekt begriinden, wenn Sie verwenden,
wie die Gleichheit von Funktionen definiert ist. Ihre Begriindung kann also nur funktionieren, wenn
Sie Definition 2.1.7 zu Rate ziehen.

Ubrigens: Es besteht kein Grund zur Frustration, falls Sie fiir das Ausarbeiten der Details lin-
ger brauchen, als Sie aufgrund des Wortes ,,sofort erwarten wiirden: Was eine Person mit einiger
Erfahrung innerhalb von Sekunden sehen kann, kann jemand ohne Erfahrung manchmal erst nach
einer viertel oder halben Stunde sehen. Fassen Sie den hier verwendeten Begriff ,,sofort” deshalb als
Zielmarke auf: Sie miissen sich solche ,,einfachen* Details solange ausfiihrlich und mit viel Zeitauf-
wand iiberlegen, bis Sie soviel Ubung, Verstindnis und Erfahrung gesammelt haben, dass Sie solche
Details selbst auch sofort verstehen.
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Gleichheit (f~Y)~' = f: Hier zu miissen wir laut Definition zeigen, dass
beiden Funktionen f und (f~1)~! denselben Definitions- und Wertebereich haben,
und dass sie an alle Elementen des Wertebereichs denselben Werte annehmen.

Weil f von X nach Y abbildet, bildet f~! laut Definition der Umkehrfunktion
von Y nach X ab. Erneut aufgrund der Definition der Umkehrfunktion folgt hieraus,
dass (f~1)~! von X nach Y abbildet. Also haben beide Funktionen f und (f~!)~!
den Definitionsbereich X und den Wertebereich Y.

Nun miissen wir noch zeigen, dass fiir alle * € X die Gleichheit f(z) = (f~1)~!(z)
gilt. Sei also € X beliebig, aber fest. Der Ubersicht halber ist es niitzlich, im
folgenden die Notation h := f~! zu verwenden. Somit ist h eine bijektive Abbildung
von Y nach X, und unsere Aufgabe ist es, f(z) = h~!(x) zu zeigen.

Indem wir die rechtsstehende Formel aus Teil @ anwenden — allerdings nicht auf
die Funktion f : X — Y, sondern auf die Funktion h : ¥ — X — erhalten wir die
Formel

h(h ' (z)) ==,  dh. (A '(2) ==

Jetzt wenden wir auf letztgenannte Gleichheit noch die Funktion f an, und erhalten
somit

F(r @) = f@)

Die linke Seite dieser Formel ist aber — erneut wegen der rechtsstehenden Formel in
Teil (die wir aber dieses Mal auf die Funktion f: X — Y, und auf das Element

y = h™(z) € Y anwenden) — gleich h=!(z). Somit haben wir, wie gewiinscht,
h~l(x) = f(x) gezeigt.
Diesen Beweis lagern wir in die Ubungen aus. O

2.4 Bilder und Urbilder
Definition 2.4.1 (Bild und Urbild). Seien X,Y Mengen und sei f: X — Y.
(a) Fiir eine Menge A C X nennt man
F(A) = {f(a)| ac A} ={yeV | TaeA: y= f(a)}

das Bild von A unter f.

Das Bild von X unter f — also die Menge f(X) — bezeichnet man manchmal
auch einfach als das Bild von f.

(b) Fiir eine Menge B C Y nennt man
fH(B)={zeX| f(x) € B}
das Urbild von B unter f.
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Beispiele 2.4.2. (a) Sei X = {1,2,3,4} und Y = {3,4,5,6}. Wir definieren f :
X =Y durch die Tabelle

Dann gilt zum Beispiel
fO)y =0, f{1hH=«rhH, f{1,2}) =136},
f({17233}) = {3a6}7 f({1>27374}) = {37476}'
Zudem gilt zum Beispiel

FHO) =0, FUBH =0, f1({8h) =1{2}
Frdey) ={1,3},  f'({5,6}) ={1,3}.

(b) Sei g : R — R gegeben durch g(z) = 22 fiir alle z € R. Dann gilt zum Beispiel

9(R) =[0,00), ¢([-1,1]) = ¢([0,1]) = [0,1], q([2,3]) = [4,9],

sowie

g ((0,4]) = [-2,00U(0,2], ¢ '({9}) ={-3,3}, ¢ ([~1,0]) = {o}.

Aus der Definition der Begriffe Bild und Urbild folgt sofort die folgende Propo-
sition:

Proposition 2.4.3. Seien X,Y Mengen und sei f : X =Y

(a) Die Abbildung f ist genau dann injektiv, wenn fir jedes y € Y das Urbild
f~t*({y}) hochstens ein Element hat.

(b) Die Abbildung f ist surjektiv genau dann, wenn thr Bild f(X) gleich Y ist,
genau dann, wenn fiir jedesy € Y das Urbild f~'({y}) mindestens ein Element
hat.

Bemerkung 2.4.4. Sei f : X — Y eine Abbildung von einer Menge X in eine
Menge Y.
Beachten Sie unbedingt, dass das Urbild f~!(B) einer Menge B C Y auch dann
definiert ist, wenn f nicht bijektiv ist (und f somit keine Umkehrfunktion besitzt).
Zur Unterscheidung der Notationen fiir Urbild und Umkehrfunktion muss man
den Kontext verwenden:

e Wenn y € Y ist, ist mit f~!(y) die Umkehrfunktion f, ausgewertet an der
Stelle y, gemeint. Diese Notation ergibt somit nur Sinn, wenn f bijektiv ist.

e Wenn aber B C Y ist, ist mit f~!(B) das Urbild von B unter f gemeint. Diese
Notation ergibt immer Sinn, egal ob f bijektiv ist.
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2.5. Machtigkeit von Mengen

Sie sollten sich nun die folgenden beiden Fragen stellen um zu iiberpriifen, ob Sie
das richtig verstanden haben:

e Wenn y € Y ist — was ist dann mit f~1({y}) gemeint?

e Sei B C Y und sei aukerdem f bijektiv ist. Oben haben wir gesagt, dass mit
f~1(B) tatsichlich das Urbild von B unter f gemeint ist. Aberda f~!:Y — X
ja auch die Umkehrfunktion von f bezeichnet, kénnte mit der Notation f~!(B)
ja auch das Bild von B unter der Funktion f~! gemeint sein — woher weif man
nun, welches von beiden wirklich gemeint ist?

2.5 Maichtigkeit von Mengen

Definition 2.5.1 (Endlichkeit und Méchtigkeit). Eine Menge X heift endlich, falls
es ein n € N und eine bijektive Abbildung X — N<,,_; ={k € N| k <n— 1} gibt.
In diesem Fall heiftt n die Méachtigkeit oder Kardinalitat von X E

Die Méchtigkeit einer endlichen Menge X ist also eine natiirliche Zahl. Wir no-
tieren@ sie mit dem Symbol #X oder #(X).

Proposition 2.5.2. Sei X, Y endlich Mengen. Es gilt #X = #Y genau dann, wenn
es eine bijektive Abbildung X —'Y gibt.

Beweis. “=" Sei n = #X = #Y € N. Dann gibt es laut Definition eine
bijektive Abbildung f : X — N<,_1 und eine bijektive Abbildung g : ¥ — N«,,_;.
Laut Proposition ist die Umkehrabbildung ¢~ : N<,_; — Y ebenfalls
bijektiv und laut Proposition [2.3.6(c)|ist somit die Hintereinanderausfithrung

glof: XY

ebenfalls bijektiv. Also gibt es eine bijektive Abbildung von X nach Y.
“<“Es h : X — Y eine bijektive Abbildung und sei n = #X € N. Laut

Definition [2.5.1] gibt es eine bijektive Abbildung f : X — N«,_;. Laut Propositi-
on [2.3.6(b)[ist A71: Y — X bijektiv und laut Proposition ist somit auch

foh 1Y — Ng,_1 bijektiv. Somit gilt laut Definition 1}, dass #Y = n ist, das
heifst, wird haben #X = #Y gezeigt. O

Definition 2.5.3 (Gleichméchtigkeit). Seien X,Y Mengen. Die Menge X heifst
gleichméichtig zu Y, wenn eine bijektive Abbildung f : X — Y existiert.

Wir beweisen einige Eigenschaften des Konzeptes ,,Gleichméchtigkeit®:

Proposition 2.5.4 (Eigenschaften von Gleichméchtigkeit). Seien X,Y,Z Mengen.
Es gelten folgende Eigenschaften des Gleichmdachtigkeits- Begriffs:

2!Man kann auch fiir unendliche Mengen einen Kardinalititsbegriff definieren. Dieser ist aber
subtiler und abstrakter, weshalb wir uns an dieser Stelle der Vorlesung nicht weiter damit beschéaf-
tigen.

22Hiufig wird anstelle des Symbols #X auch das Symbol | X| fiir die Michtigkeit verwendet.
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2. FUNKTIONEN

(a) Reflexivitéit: Die Menge X ist gleichmdchtig zu sich selbst.

(b) Symmetrie: Wenn X gleichmdchtig zu Y ist, dann ist Y auch gleichmdchtig zu
X.

(c¢) Transitivitdt: Wenn X gleichmdchtig zu Y ist und Y gleichmdchtig zu Z ist,
dann ist X ebenfalls gleichmdchtig zu Z.

Beweis. Die identische Abbildung idy : X — X ist bijektiﬂ , also existiert eine
bijektive Abbildung X — X.

Sei X gleichméchtig zu Y. Dann gibt es eine bijektive Abbildung f: X — Y.
Laut Proposition [2.3.6(b)|ist auch f~! : Y — X bijektiv. Somit gibt es eine bijektive
Abbildung Y — X, d.h., Y ist gleichméchtig zu X.

Sei X gleichméchtig zu Y und Y gleichméchtig zu Z. Dann gibt es eine
bijektive Abbildung f : X — Y und eine bijektive Abbildung ¢ : Y — Z. Laut Pro-
position ist die Hintereinanderausfithrung g o f : X — Z ebenfalls bijektiv.
Somit gibt es eine bijektive Abbildung von X nach Z, d.h. X ist gleichméchtig zu
Z. O

Nun kommen wir zu einer Sache, die viele Studierende am Anfang iiberrascht:
Wir sehen uns an, zwischen welchen unendlichen Mengen es im bijektive Abbildungen
gibt — d.h., welche unendlichen Mengen gleichméchtig sind (und welche nicht).

Definition 2.5.5 (Abzdhlbare und iiberabzéhlbare Mengen). Sei X eine Menge.
(a) Die Menge X heikt unendlich, falls sie nicht endlich ist.
(b) Die Menge X heift abzihlbar unendlich, falls sie gleichméchtig zu N ist.
(c) Die Menge X heifst abzéhlbar, falls sie endlich oder abzéhlbar unendlich ist.
(d) Die Menge X heift iiberabzédhlbar, falls sie nicht abzahlbar ist@

Die folgende Proposition bestimmt fiir einige interessante Mengen, ob Sie abzahl-
bar sind:

Proposition 2.5.6 (Einige abzéhlbare und iiberabziahlbare Mengen). (a) Die Men-
ge N* ist abzdihlbar unendlich.

(b) Die Menge Z ist abzidhlbar unendlich.
(c) Die Menge N? ist abzihlbar unendlich.

(d) Wenn X undY abzihlbar unendliche Mengen sind, dann ist auch X x'Y ab-
zd@hlbar unendlich.

2Warum eigentlich?
24 Anders ausgeriickt: Falls sie unendlich, aber nicht abzihlbar unendlich ist.
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2.5. Machtigkeit von Mengen

Beweis. @ Die Abbildung

f:N— N,
n—n-—1
ist bijektivﬁ Somit ist N* laut Definition gleichmé&chtig zu N.
@ Lassen Sie uns die Funktion
f:N—>Z,

{"+1 falls n ungerade ist,
nw—

—5  falls n gerade ist.

[\

Diese ist bijektivm Somit ist Z gleichmé&chtig zu N.
Das kann man mit einer Diagonalabzahlung beweisen.
... Details und Bild werde noch hinzugefiigt. ...

.. 0

Theorem 2.5.7 (Cantor-Bernstein-Schroder). Seien X,Y Mengen. Wenn es eine
injektive Funktion f: X — Y und eine injektive Funktion g: X — Y gibt, dann gibt
es eine bijektive Funktion h: X —'Y (und somit sind X und Y gleichmdchtig).

Beweis. Wir konstruieren Teilmengen Cy, C1,Co, ... von X durch folgendes Vorge-
hen: Wir setzen

CO = X\g(Y)7
C1 = g(f(Cy)),
Cy = g(f(Ch)),

und so weiter.

Allgemein ausgedriickt bedeutet das also: Wenn wir fiir ein n € N die Menge C,, defi-
niert haben, dann definieren wir als néchstes die Menge C), 41 als Cj, 41 == g( f (Cn)) m
Auferdem setzen wir C' == | J,,cy Cn € X.

Nun definieren wir eine Funktion h: X — Y folgendermafen: Wir jedes z € X
fithren wir eine Fallunterscheidung durch: Falls = in C liegt, definieren wir h(z) =
f(z). Falls z hingegen nicht in C liegt, dann liegt = erst recht nicht in Cp und somit
liegt x insbesondere in g(Y). Wegen der Injektivitdt von ¢ gibt es also genau ein
y € Y mit der Eigenschaft z = ¢g(y) und wir definieren h(x) als eben dieses y.

Lassen Sie uns folgende Beobachtung machen:

(%) Fiir ein beliebiges Element x € C' und ein beliebiges Element Z € X \ C' gilt
stets h(x) # h(Z).

2Warum?

26Warum?

2"Ein solches Vorgehen bezeichnet man als Rekursion. Darauf werden in Abschnitt noch
ausfiithrlicher zu sprechen kommen.
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2. FUNKTIONEN

Das kann man mit einem sogenannten Widerspruchsbeweis Sehen:@ Wir neh-
men dazu an, dass h(z) = h(Z) und fiihren dies nun zu einem Widerspruch. Wegen
z e Cgilt T = g(h(z)) = g(h(z)) = g(f(x)), wobei die letzte Gleichheit aus x € C
folgt. Wegen der Definition von C' gibt ein n € N mit z € C),. Somit gilt f(z) € f(C,)
und folglich & = g(f(z)) € g(f(Cn)) = Cny1 C C. Das ist ein Widerspruch, da wir
T ¢ C vorausgesetzt hatten.

Wir zeigen nun, dass h bijektiv ist:

Injektivitit von h: Seien z1,xe € X mit h(z1) = h(xz). Wir unterscheiden die
folgenden beiden Fille:

e Erster Fall: Es gilt 1 € C.

Wegen (x) gilt dann auch o € C. Somit ist f(x1) = h(z1) = h(z2) = f(x2).
WEeil f injektiv ist, folgt x1 = 2.

e Zweiter Fall: Es gilt 1 € X \ C.
Wegen () gilt dann auch xo € X\ C. Somit ist z1 = g(h(x1)) = g(h(x2)) = x2.

Also ist h wie behauptet injektiv.
Surjektivitdat von h: Sei y € Y beliebig. Auch hier unterscheiden wir wieder zwei
Félle:

e Erster Fall: Es gilt g(y) € X \ C.

In diesem Fall definieren wir z := ¢(y) und erhalten wegen =z € X \ C die
Gleichheit h(x) = y.

o Zweiter Fall: Es gilt g(y) € C.

Dann gibt es ein n € N mit g(y) € C,. Wegen der Definition von C kann nicht
g(y) € Cy gelten, also ist n > 1 und somit Cy, = g(f(Cn—1)). Also gibt es ein
x € Cp—1 C X derart, dass g(y) = g(f(z)) gilt. Wegen der Injektivitat von g
folgt daraus y = f(x).

Somit ist auch die Surjektivitit von h gezeigt. O

Korollar 2.5.8 (Cantor-Bernstein-Schroder umformuliert). Seien X,Y Mengen.
Wenn es eine injektive Funktion X — Y wund eine surjektive Funktion X — Y gibt,
dann gibt es eine bijektive Funktion X — Y (und somit sind X undY gleichmdchtig).

Beweis. Wegen Theorem [2.5.7 miissen wir nur zeigen, dass es eine injektive Funktion
g:Y — X gibt. Laut Voraussetzung des Korollars gibt es eine surjektive Funktion
g : X — Y. Deshalb gibt es laut Aufgabe 2(b) auf Hausaufgabenblatt 5 eine Funktion
g:Y — X, fiir die gog = idy gilt. Aus Teil (a) derselben Aufgabe folgt, dass g
injektiv ist. O

28Unter einem Widerspruchsbeweis versteht man folgendes: Fiir zwei Aussagen A und B beweist
man die Implikation A = B, indem man annimmt, dass A wahr ist und B falsch ist und daraus
eine falsche Aussage herleitet.
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2.5. Machtigkeit von Mengen

Proposition 2.5.9 (Die rationalen Zahlen sind abzdhlbar). Die Menge Q ist ab-
zahlbar unendlich.

Beweis. Es Abbildung f : N — Q, n +— n ist injektiv. Aufserdem ist die Abbildung
g2 : ZxN* = Q, (2,n) = Z surjektiv und laut Proposition @ gibt es eine bijektive
Abbildung g1 : N — Z x N*. Damit ist die Abbildung g2 o g1 : N — Q laut Propo-

sition [2.3.3{(b)| surjektiv, also folgt aus Korollar dass N und Q gleichméchtig
sind. =

Wenn L eine unendliche Teilmenge von N ist, kann man seine Elemente der Reihe
nach abzéhlen und erhélt somit eine bijektive Abbildung N — L — d.h., L ist dann
abzdhlbar unendlich. Wenn L eine endliche Teilmenge von N ist, dann ist L ebenfalls
abzéhlbar. Somit gilt also die folgende Proposition:

Proposition 2.5.10 (Teilmengen von N sind abzdhlbar). Sei L C N. Dann ist L
abzdhlbar.

Proposition 2.5.11 (Teilmengen abzahlbarer Mengen sind abzahlbar). Sei M eine
abzdhlbare Menge und sei L C M. Dann ist auch L abzdhlbar.

Beweis. O
Definition 2.5.12 (Potenzmenge). Sei X eine Menge. Die Menge
P(X):={M| Mcx},

das heiftt die Menge, deren Elemente alle Teilmengen von X sind, nennt man die
Potenzmenge von X E

Beispiele 2.5.13 (Einige Beispicle fiir Potenzmengen).
(a) Bs gilt P(0) = {0}.
(b) Es gilt P({1}) = {0, {1}}.
(c) Bs gilt P({1,2}) = {0, {1}, {2}, {1,2}}.
(4) Bs gilt P({1.2,3)) = {0. {1}, {2}, {3}, {1.2}. {1.3}. 2.3}, {1.2.3} }.

Theorem 2.5.14 (Eine Menge ist kleiner als IThre Potenzmenge). Sie X eine Menge.
Dann gibt es keine surjektive Funktion f: X — P(X).

2Manchmal findet man auch die Notation 2% fiir die Potenzmenge von X.
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Beweis. Wir nehmen widerspruchshalber an, dass es eine surjektive Funktion f :
X — P(X) gibt. Lassen Sie uns nun die Menge

M={zeX| zd& f(x)} € P(X)

betrachten. Da f surjektiv ist, gibt es ein zp € X mit f(z¢) = M. Nun gilt entweder
xo € f(xo) oder g € f(xp). Wir zeigen, dass in beiden Fillen ein Widerspruch
auftritt:

o [Lrster Fall: xo & f(xp). In diesem Fall gilt laut Definition von M, dass g € M
ist. Wegen M = f(zo) kann das nicht sein.

o Zweiter Fall: xo € f(xg).
In diesem Fall gilt laut Definition von M, dass x¢ & M ist. Wegen M = f(x0)

kann das nicht sein.

Also fiihrt die Annahme, dass es eine surjektive Funktion f : X — P(X) gibt, zu
einem Widerspruch, das heifst, es gibt keine solche Funktion. O

Korollar 2.5.15 (N hat tiberabzahlbar viele Teilmengen). Die Menge P(N) ist uber-
abzdhlbar.

Beweis. Die Menge P(N) ist unendlichﬂ Auferdem folgt aus Theorem [2.5.14] dass
es keine surjektive Funktion N — P(N) gibt. Insbesondere gibt es also keine bijektive
Funktion N — P(N), d.h., P(N) ist nicht abzéhlbar unendlich. O

3OWarum?
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Kapitel 3

Die naturlichen Zahlen und
vollstandige Induktion

Einstiegsfragen. (a) Sein eine natiirliche Zahl. Kennen Sie eine effiziente mathe-

(b)

()

3.1

matische Notation fiir ,,die Summe der ersten n ungeraden natiirlichen Zahlen“?

A propos: Welcher Wert kommt eigentlich heraus, wenn man die Summe der
ersten n ungeraden natiirlichen Zahlen berechnet?

Ein Gedankenspiel aus dem Marchenland: In den néchsten Semesterferien ha-
ben Sie bei einer guten Fee einen Wunsch frei, und Sie wiinschen sich, dass
immer und stets, egal was auch passiert, der erste Tag der Vorlesungszeit lie-
ber noch ein Ferientag sei.

Die gute Fee erfiillt freilich Thren Wunsch (sonst wére sie ja keine gute Fee).
Wann gehen Sie das néchste mal zur Vorlesung?

Wie viele Teilmengen hat die Menge {1,2,...,10}?

Sechs Leute sitzen beim Bier. Bevor getrunken wird, stoft jede Person einmal
separat mit jeder anderen an. Wie oft klirren die Glaser?

Und was hat das mit der Fuftballbundesliga zu tun?

Folgen und Rekursion

Sie X eine Menge. Wie Sie bereits wissen, kann man zwei Elemente x1,x2 von X
zu einem Tupel (z1,72) € X? zusammenfassen. Ebenso kann man drei Elemente
r1, 22,73 € X zu einem Tupel (71,22, 23) € X zusammenfassen, und so weiter. Es
es naheliegend, dass man auch abzéhlbar viele Elemente

xo,x1,T2, - € X

zu einer Art ,, Tupel* zusammenfassen mochte. Das tun kann man mit dem Begriff
der Folge tun:
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Definition 3.1.1 (Folgen). Sei X eine Menge. Eine Funktion z : N — X bezeichnet
man auch als eine Folge in X. Fiir n € N schreibt man anstelle von z(n) hiufig auch
x,, und oft notiert man die Folge z als (x5, )nen.

Den Definitionsbereich N der Folge bezeichnet man in dieser Schreibweise als die
Indexmenge der Folge. Fiir jedes n € N heift das Elemente x,, = z(n) € X das
n-te Folgenglied der Folge.

Analog kann man auch Folgen betrachten, deren Indexmenge N* ist — also Ob-
jekte der Form (xy,)nens.

Anschaulich ldsst sich eine Folge notationell andeuten, indem man die ersten paar
Folgenglieder auflistet, das heifst, indem man zum Beispiel schreibt

(-’En)nGN = (1'0,131,172,‘1'3, ce. )

Beispiele 3.1.2 (Einige Beispiele fiir Folgen). (a) Fiir jedes n € N sei =, = 2n.
Dann besteht die Folge

(Zn)nen = (2n)pen = (0,2,4,6,...)
aus den geraden natiirlichen Zahlen.

(b) Fiir jedes n € N* sei y,, den n-te ungerade natiirliche Zahl, d.h., es sei y, =
2n — 1 fiir jedes n € N. Dann ist also

(yn)neN = (2n - 1)n€N = (1, 3,5,7,... )
(¢) Fiir jedes n € N* sei p,, die n-te Primzahl. Dann ist
(Pn)nen = (2,3,5,7,11,13,...).

Ubrigens: An diesem Beispiel konnen Sie ein Problem der Piinktchen-Schreibweise
fiir Folgen erkennen: Sie ist etwas ungenau. Hatten wir nicht genau gesagt, dass
prn die n-te Primzahl sein soll, sondern lediglich die Piinktchenschreibweise an-
gegeben, so ware nicht wirklich klar gewesen, ob das néchste Folgenglied nach
der 13 tatsdchlich die Zahl 17 oder vielleicht doch eher die Zahl 15 — oder
vielleicht doch eine ganze andere Zahl — ist.

In den vorangehenden Beispielen haben Sie bereits zwei Moglichkeiten gesehen
um die Glieder einer Folge exakt zu beschreiben: Man kann dies — zumindest fiir
manche Folgen — jedes Folgenglied mit Hilfe einer Formel oder mit Hilfe von Worten
beschreiben.

Es gibt noch eine weitere sehr niitzliche Mdéglichkeit um alle Glieder einer Folge
festzulegen: die Rekursion. Dabei legt man das fithrende Glied der Folge fest — wenn
die Indexmenge gleich N ist also das 0-te Folgenglied — und beschreibt aufterdem,
wie man aus jedem Folgenglied das nachfolgende Folgenglied erhalt.

Das lésst sich am besten an einige Beispiele verstehen:
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Beispiele 3.1.3 (Einige Beispiele fiir rekursive definierte Folgen). (a) Wir definie-
ren eine Folgen (sy,)nen in R durch ag == E und s,11 = 28, — 1 fiir jedes n € N.

Zum Beispiel die ersten fiinf Folgenglieder sind dann also
So = 4, S3 — 7, S4 = 13.

(b) Wir definieren eine Folge (n!),en, durch 0! := 1 und (n+1)! :=n!-(n+1) for
jedes n € N. Man spricht die Zahl n! aus als ,,n Fakultiit“ﬂ

Sie konnen sich leicht iiberlegen, dass fiir jedes n die Formel n! = 1-2--- (n—1)-n
gilt.

(¢) Am Anfang des Beweises des Theorems von Cantor-Bernstein-Schroder
hatten wir eine Folgen (C),),en von Teilmengen von X — das heift also eine
Folge in P(X) — rekursiv definiert durch den Rekursionsbeginn Cj := X'\ g(Y)
und die Rekursionsvorschrift Cy, 1 = g( f (C’n))

(d) Man kann Folgen auch rekursive definieren, indem man zum Beispiel die ersten
beiden Folgenglieder festlegt und zudem angibt, wie man aus zwei aufeinander
folgenden Folgenglieder das néchste erhélt.

Seien zum Beispiel fp == 0 und f; := 1 und fiir jedes n € Nsei f42 = fot1+fn-
Die Folge (fn)nen nennt man die Fibonacci-Folge. Thre ersten Glieder sind

f(]:Ov f1:17 f2:17 f3:2a f4:37
f5:57 f6:87 f7:13a f8:21>

Zum Abschluss dieses Abschnitts definieren wir noch eine sehr niitzliche Schreib-
weise fir Summen und Produkte von Zahlen:

Definition 3.1.4 (Summen- und Produkt-Schreibweise). Seien m,n € Z mit m <n
und seien apy, Gmt1,-- -, Ap—1, @y € R. Wir definieren

n
Zak =Qmt+amt1+ -t ap—1+ap
k=m

und

n

H A = Qm " A1 - -7 an—1 " Qnp.
k=m

Hierbei ist k der sogenannte Lauﬁndexﬂ Die Wahl der Variablen k fiir den Laufindex
spielt keine Rolle — man kann stattdessen auch jedes andere Variable verwenden, die
im gegebenen Kontext noch nicht mit einer anderen Bedeutung belegt ist.

! Auf Englisch ,,n factorial®.
*In der Summe Y }_  ai nennt man den Laufindex manchmal auch Summationsindex.
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Der Zusammenhang der Summen- und Produktnotation mit dem Thema dieses
Abschnitts ist folgendermafen: Wenn man bei der Definition der beiden Notationen
noch etwas genauer sein und die Piinktchen vermeiden will, so kann man sie rekursiv
definieren: Hat man zum Beispiel eine Folge (ax)ren gegeben, so kann man fiir jedes
n € N die Summe )} aj, rekursiv definieren durch

0
E ar = aop,
k=0

n+1 n
Z ap = ap41 + Z ap fur alle n € N.
k=0 k=0

Beispiele 3.1.5 (Einige Beispiele fiir Summen und Produkte). (a) Fiir jedes n €
N* kann man n! schreiben als n! = [7_, k.

(b) Fiir jedesn e Nist Y ) (=0+1+2+---4+(n—1) +n.

(c) Fiir jedes n € N*ist Y ) ;(2k—1) =143+ ---+ (2n — 1) gleich die Summe
der ersten n ungeraden Zahlen.

(d) Fir jedesn e N*ist [[}_,2=2----- 2=2"

3.2 Induktion

Die natiirlichen Zahlen haben eine sehr niitzliche Eigenschaft, die Teil der Definition
der natiirlichen Zahlen sind und die wir deshalb im folgenden in einer Definition
auflisten.

Definition 3.2.1 (Prinzip der vollstindigen Induktion). Fir jedes n € N sei eine
Aussage A(n) gegeben. Falls A(0) gilt und zudem die Aussage

VneN: (A(n) = A(n+1))
gilt, dann gilt A(n) fir alle n € N.

Wenn wir also eine Aussage A(n) fiir alle n € N beweisen wollen, dann geniigt es
zu zeigen, dass A(0) giltE| und dass fiir jedes n € N die Implikation A(n) = A(n+1)
giltﬁ Man muss {ibrigens nicht unbedingt bei 0 anfangen: Sie kdnnen zum Beispiel
auch die ersten drei Aussagen A(0), A(1) und A(2) direkt tiberpriifen und miissen
dann die Implikation A(n) = A(n + 1) nur fir alle n > 2 zeigen.

Lassen Sie uns das an einigen Beispielen zeigen.

3Das zu zeigen, bezeichnet man auch als Induktionsanfang.
“Das zu zeigen bezeichnet man auch als Induktionsschritt.
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Beispiel 3.2.2 (Gaufssche Summenformel). Fiir jedes n € N gilt die Formel

- _n(n+1)
Skl
k=0

Beweis. Wir beweisen die Aussage mit Hilfe des Prinzips der vollstdndigen Indukti-
on. Fiir jedes n € N bezeichne A(n) die Aussage ,Es gilt > )k = W“.

Dann ist A(0) wahr, denn es ist Y3} _ k=0 = %ﬂ).

Als néchstes zeigen wir, dass fiir jedes n € N die Implikation A(n) = A(n + 1)

gilt. Sei dazu n € N beliebig und sei A(n) wahr. Dann ist

n+1 n

dk=>k+ n+1A§‘)n(n;1)+(n+1)
k=0 k=0
_nn++20n+1)  (n+)n+1)  (+D((r+1)+1)
2 2 2 '

Also ist A(n + 1) wahr.

Somit haben wir die Implikation A(n) = A(n + 1) fiir jedes n € N gezeigt.
Aufgrund des Prinzips der vollstandigen Induktion aus Definition [3.2.1] ist somit
A(n) fur jedes n € N wahr. O

Folgendes Resultat zeigt, dass man bei Induktionsbeweisen nicht unbedingt bei
0 beginnen muss:

Lemma 3.2.3 (Induktion ab einer beliebigen Zahl). Sein; € Z und fir jedes n € Z
sei eine Aussage A(n) gegeben. Falls A(ny) gilt und zudem die Aussage

Vn€Z mitn>ny: (A(n) = A(n+1))
gilt, dann gilt A(n) fir alle n € Z mit n > ny.

Beweis. Bezeichne fiir jedes n € N mit B(n) die Aussage A(n + ny). Weil A(nq)
wahr ist, ist B(0) wahr. Fiir jedes n € N gilt auferdem n + n; > n; und somit gilt
Voraussetzung die Implikation A(n +n;) = A(n+ ny + 1); also gilt die Implikation
B(n) = B(n+1). Laut Definition [3.2.1]ist somit B(n) fiir alle n € N wahr. Also gilt
A(n 4+ nq) fiir alle n € N und somit gilt A(n) fiir alle n € Z mit n > ny O

Theorem 3.2.4 (Starke Induktion). Seien ng,ni € Z mit ng < ny und fir jede Zahl
n € Z mit n > ny sei eine Aussage A(n) gegeben. Falls A(no), ..., A(n1) wahr sind
und falls fiir alle n > ny die Implikation

(A(no) A A A(n)) = Aln+1)
gilt, dann ist A(n) fir alle n € N mit n > ng wahr.
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Beweis. Fiir jedes n € N mit n > n; kiirzen wir die Aussage A(ng),. .., A(n) mit
B(n) ab. Laut Voraussetzung ist B(ni) wahr. Auferdem gilt fiir jedes n € Z mit
n > ny die Implikation B(n) = B(n + 1): Wenn némlich B(n) wahr ist, dann sind
A(ng), ..., A(n) wahr; somit ist nach Voraussetzung auch A(n + 1) wahr und somit
ist B(n + 1) wahr.

Laut Lemma ist somit B(n) fiir alle n € Z mit n > n; wahr. Folglich ist
A(n) fur alle n € Z mit n > ng wahr. O

Beispiel 3.2.5 (Fibonacci-Zahlen). Sei ¢4 = 1+‘[ und p_ = 15 ‘f (ibrigens wird

die Zahl # oft als der Goldene Schnitt bezelchnet). Fiir dle Fibonacci-Folge
(fn) gilt die Formel

e il e
P+ — P-

fn:

fiir alle n € N.

Beweis. Zuniachst beobachten wir, dass fiir die beiden Zahlen ¢ und ¢_ die Formeln
goa_ =@+ +1und 2 = p_ + 1 gelten.

Nun beweisen wir die behauptete Aussage per starker Induktion iiber n. Fiir jedes
n € N bezeichne A(n) die Aussage ,,Es gilt f, = Zi i’ “ Wir wollen Theorem (3.2.4
mit ng = 0 und n; = 1 anwenden.

Die Aussage A(0) ist wahr, denn es ist

0 0
YL — - 1-1
Y+ — Y- P+ P
Auferdem ist A(1) wahr, denn es ist
1 1
7 -
P 1=
P+~ P-

Nun zeigen wir, dass fiir alle n € N mit n > 1 die Implikation <A(O) ANAL)A -+ A

A(n)) = A(n+1) gilt. Sei dazu n € N beliebig. Wir nehmen an, dass A(n) war ist.
Dann folgt

fn+1 fn + fn 1 (n—1) und A(n) sind wahr g0+ @7_1 N (,01_1 _ 9071_1
S P+ — P—
_ AT et ) e 1) _ g -t

P+ — P— P+ — P—

wobei die letzte Gleichheit wegen der beiden Gleichheiten im ersten Absatz des
Beweises gilt. Also haben wir gezeigt, dass A(n + 1) wahr ist.
Laut Theorem ist also A(n) fir alle n > ng = 0 wahr. O
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3.3. Primzahlen

3.3 Primzahlen

In diesem kurzen Abschnitt wollen wir das Induktionsverfahren aus Theorem B.2.4]
benutzen um die Existenz von Primfaktorzerlegungen natiirlicher Zahlen zu bewei-
sen. Dazu wiederholen wir zunéchst noch einmal, was genau eine Primzahl ist:

Definition 3.3.1 (Primzahlen). Eine Zahl p € N* heiftt prim, falls sie ungleich 1 ist
und nur durch 1 und sich selbst teilbar ist.

Lassen Sie uns nun beweisen, dass man jede natiirliche Zahl ab 2 in Primfaktoren
zerlegen kann [J]

Theorem 3.3.2 (Existenz der Primfaktorzerlegung). Sei n € N* und n # 1. Dann
besitzt n eine Primfaktorzerleqgung, das heifit, es gibt es ein m € N* und Primzahlen
D1y .-y Pm € N* derart, dassn =py-pa----- DPm gilt.

Beweis. Fiir jedes n € N mit n > 2 sei A(n) die Aussage ,,Die Zahl n besitzt eine
Primfaktorzerlegung.“ Wir wenden Theorem fiir ng = ny = 2 an.

Die Aussage A(2) stimmt, weil 2 seine eigene Primfaktorzerlegung ist — das heift
wir kénnen 2 schreiben als 2 =pq - -+ - - Pm mit m =1 und p; = 2. Wir zeigen nun,

dass fiir alle n € N mit n > 2 die Aussage (A(Q) Ao A A(n)) = A(n + 1) stimmt.
Sei dazu n € N mit n > 2 beliebig und seien A(2),..., A(n) wahr. Wir unter-

scheiden zwei Falle:
e FErster Fall: Die Zahl n + 1 ist eine Primzahl.

In diesem Fall ist n+ 1 ihre eigene Primfaktorzerlegung, also ist A(n+ 1) wahr.

o Jweiter Fall: Die Zahl n + 1 ist keine Primzahl.

In diesem Fall kénnen wir n 4 1 schreiben als n + 1 = bc fiir zwei Zahlen
be € {2,...,n}. Weil A(2),...,A(n) wahr sind, sind insbesondere A(b) und
A(c) wahr. Somit kénnen wir b und ¢ als Produkt von Primzahlen schreiben
und somit ist auch n + 1 = be ein Produkt von Primzahlen. Also ist A(n + 1)
wahr.

In jedem Fall ist also A(n+1) wahr. Laut Theorem gilt also A(n) fiir allen € N
mit n > 2. OJ

Die Primfaktorzerlegung existiert nicht nur, sondern sie ist auch eindeutig;:

5Genau genommen kann man auch die Zahl 1 als ein Produkt von Primzahlen schreiben —
ndmlich als ein sogenanntes leeres Produkt. Auf diesen Begriff kommen wir spéater im Verlauf der
Vorlesung noch einmal genauer zuriick.
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Theorem 3.3.3 (Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung). Sei n € N* mit n # 1.
Die Primzahlen p, ..., pm aus Theorem[3.53.9, dien =p1-pa----- pm erfillen, sind
bis auf Ihre Reihenfolge eindeutig bestimmtﬁ

Den Beweis des Theorems verschieben wir auf spater in der Vorlesung, wenn wir
einige Hilfsresultate {iber Teilbarkeit von ganzen Zahlen bewiesen haben. Sie finden
den Beweis am Ende von Abschnitt In der Zwischenzeit diirfen Sie das Theorem
aber bereits fiir Ubungsaufgaben verwenden.

3.4 Binomialkoeffizienten

In diesem Abschnitt besprechen wir ein Konzept, dass im mathematische Teilge-
biet Kombinatorik — das ist das Gebiet, dass sich mit dem Zahlen von Objekten
beschéftigt — sehr niitzlich ist, ndmlich die sogenannten Binomialkoeffizienten.

Definition 3.4.1 (Binomialkoeffizient). Fir alle n,k € N definieren wir

<n> B 7,6,(;1,0! falls k < n,
k) )0 falls k > n.

In der Vorlesung Analyis 1 werden Sie sehen, dass man Binomialkoeffizienten (Z)
sogar sinnvoll definieren kann, wenn & € N und n € R ist (oder noch allgemeiner,
wenn n eine komplexe Zahl ist). Im Moment begniigen wir uns aber mit dem Fall
n € N — dieser ist bereits sehr interessant, wie Sie im folgenden sehen werden.

Lassen Sie uns einige grundlegende Eigenschaften von Binomialkoeffizienten zei-
gen:

Proposition 3.4.2 (Eigenschaften von Binomialkoeffizienten). Seien n,k € N.
(a) Esgilt () = (1) = 1.
(b) Es gilt () =n.
(¢) Falls k <nist, gilt (7) = (,",)-
(@) B itt () + () = ()

(e) Esgilt S0 o (1) = (1)

X L. . n | n !
Beweis. Laut Definition gilt (0) = m =1 und (n) = W =1, da
0! =1 ist.
5Beachte Sie, dass manche der Primzahlen pi, ..., pm gleich sein kénnen. Wenn wir sagen, dass
P1, - --,Ppm bis auf Reihenfolge eindeutig bestimmt sind, so beinhaltet das auch die Aussage, das m

eindeutig bestimmt ist und dass eindeutig bestimmt ist, wie oft jede Primzahl innerhalb der Zahlen
P, ..., Dm vorkommt.
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@ Falls n = 0 ist, sind beide Seite der behaupteten Gleichheit gleich 0. Falls
n > 1ist, gilt () = #ll), =n.
Wegen 0 < k < n ist auch 0 <n — k < n und somit gilt laut Definition
no\ _ n! _ n! _(n
[(d)] Um zu wissen, in welchem der beiden Fille in Definition wir jeweils
sind, unterscheiden wir folgende Félle:

o FErster Fall: k > n.
In diesem Fall ist auch k+1 > nund k+1 > n + 1, also gilt (}) + (kil) =
0+0=0=(}1]).

o Jweiter Fall: k = k.
In diesem Fall ist auch k +1 =n + 1, aber k + 1 > n, also gilt (Z) + (kil) =

1+0=1= (Zi}), wobei wir den bereits bewiesenen Teil der Proposition

verwendet haben.

o Dritter Fall: k <n.
In diesem Fall k+1 <n+1und k + 1 < n, also gilt

n n n! n!
<k> + <k+1> T Hm—R) D=k 1)
_ nl(k+1)+nl(n —k)

(k+1)!(n —k)!
B nl(n+1) B <n—|—1>
Ck+ DY ((n+ 1) —(k+ 1) \k+1)

@ Wir beweisen die Behauptung per Induktion iiber n. Dazu halten wir kK € N
fest und bezeichnen fiir jedes n € N mit A(n) die Aussage ,Es gilt > o (%) =
(k)

Die Aussage A(0) ist wahr, denn es gilt Z?n:O WE (2) = (k-lu) = (gﬁ), dass
die zweite dieser Gleichheiten gilt, kann man sehen, indem man die beiden Félle
k =0 und k£ > 1 unterscheidet.

Nun zeigen wir fiir jedes n € N die Implikation A(n) = A(n+1). Sei dazu n € N

beliebig und sei A(n) wahr. Dann gilt

X (m " /m n+1\ An) n+1 n+1
n;<k>:£(k>+< k > - <k+1>+< k >
@(n—i—Q)_((n—i—l)—i—l)

C\k+1) k+1 )
Also ist A(n + 1) wahr.

Aufgrund des Prinzips der vollstdndigen Induktion (Definition [3.4.1]) folgt somit,
dass A(n) fur alle n € N wahr ist. O
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Mehrere Eigenschaften, die wir in Proposition [3.4.2] bewiesen haben, kann man
veranschaulichen, indem man einige der Binomialkoeffizienten (Z) in eine Tabelle

eintragt:

() =0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=38
n=0| 1 0 0 0 0 0 0 0 0
n=1| 1 1 0 0 0 0 0 0 0
n=2| 1 2 1 0 0 0 0 0 0
n=3| 1 3 3 1 0 0 0 0 0
n=4| 1 4 6 4 1 0 0 0 0
n=>5| 1 5 10 10 5 1 0 0 0
n==6| 1 6 15 20 15 6 1 0 0
n=7| 1 7 21 35 35 21 7 1 0
n=8| 1 8 28 56 70 56 28 8 1

Dass die Eintrdge oberhalb der Diagonalen gleich 0 sind, folgt direkt aus Defini-
tion [3.4.1] In der Tabelle finden sich auferdem viele Aussagen von Proposition [3.4.2

wieder:

e Dass in der Spalte mit £ = 0 und sowie auf der Diagonalen iiberall die 1 steht,

folgt aus Proposition |3.4.2(a)

e Die Eintrdge in der Spalte & = 1 sind genau so, wie Proposition [3.4.2(b)| es
besagt.

e In jeder Zeile der Tabelle konnen Sie von & = 0 bis k = n eine Symmetrie
der Binomialkoeffizienten sehen: Die Zahlen bis zur Mitte wiederholen sich
anschliefend in umgekehrter Reihenfolge wieder. Das ist genau die Aussage

von Proposition [3.4.2(c)

e Proposition [3.4.24(d)| besagt folgendes: Wenn man zwei nebeneinander stehen-
de Eintrage in der Tabelle addiert, dann erhalt man die Zahl, die unter dem

rechten der beiden Eintrage steht.

Mit dieser Beobachtung kann man iibrigens alle Eintrége der Tabelle rekursive
berechnen ohne die explizite Formel aus Definition [3.4.1] zu verwenden: Man
tragt zuerst die Nullen ein sowie die Einsen in der Spalte ganz links und auf
der Diagonalen. Anschliefend geht man die néachste Spalte (fiir K = 1 von oben
nach unten durch — man kann alle ihre Eintrdge bis zu einem gewiinschte n
durch Addition berechnen. Dann macht man dasselbe fiir die Spalte k£ = 2 und

so weiter.

e Proposition [3.4.2(d)| besagt folgendes: Wenn man in einer Spalte der Tabelle
von oben an alle Zahlen bis einer Zeile mit der Nummer n addiert, dann erhé&lt
man den Eintrag, der rechts davon in der Zeile n + 1 steht.

Den Teil der Tabelle, in dem keine Nullen stehen (also den Teil auf und unter-
halb der Diagonalen) bezeichnet man als Pascalsches Dreieck. Um die Symmetrie
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innerhalb der Zeilen deutlicher hervorzuheben, ist es tiblich jede neue Zeile um einen
halben Eintrag nach links zu versetzen. Das Pascalsche Dreieck sieht dann folgen-
dermafen aus:

()

n=>0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1

n=4 1 4 6 4 1

n=>5 1 5 10 10 5 1

n==~6 1 6 15 20 15 6 1
n=7 1 7 21 35 35 21 7 1
n=811 8 28 56 70 56 28 8 1

Hierbei lauft k in der n-ten Zeile von 0 bis n, das heifst in der n-ten Zeilen
sind die Binomialkoeffizienten (ﬁ) bis (Z) eingetragen. In dieser Schreibweise besagt
Proposition [3.4.2(d)| dass in die Summe zweier nebeneinander stehenden Eintrége
jeweils den Wert ergibt, der in der Mitte unter diesen beiden Eintragen steht.

Weil man das Pascalsche Dreieck der Reihe nach Ausfiifllen kann, indem man
zwei vorangehende Zahlen addiert und weil man dabei mit den Zahlen 1 beginnt,
erhélt man sofort die folgende Konsequenz:

Korollar 3.4.3 (Binomialkoeffizienten sind ganzzahlig). Fiir alle natirlichen Zahlen
n,k gilt (}) € N.

Das Korollar ist deshalb bemerkenswert, weil die Ganzzahligkeit der Binomial-
koeffizienten nicht unmittelbar aus Definition [3.4.1] ersichtlich ist.

Bemerkung 3.4.4 (Gaufsche Summenformel, nochmal). Die Summenformel fiir
Binomialkoeffizienten in Proposition [3.4.2(e)| enthélt die Gaufische Summenformel
aus Beispiel [3.2.2] als Spezialfall: Fiir jedes n € N gilt ndmlich

a3 (1)- (5

wobei die erste Gleichheit laut Proposition [3.4.2(b)| gilt und die zweite Gleichheit

aus Proposition fiir £k = 1 folgt. Fiir n = 0 ist (ngl) =0= w und fiir
n > 1 ist

n+1\  (n+1)!  nn+1)
2 ) 2n-1) 2 7
also erhilt man auch so die Gaufische Summenformel.

Ein Grund, weshalb Binomialkoeffizienten niitzlich sind, ist, dass man mit ihrer
Hilfe zéhlen kann, wieviele Teilmenge einer bestimmten Kardinalitét eine gegebene
Menge besitzt:
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Theorem 3.4.5. Seien n,k € N. Jede Menge mit n Elementen besitzt genau (Z)
Teilmengen mit k Elementen.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung per Induktion iiber n. Fiir jedes n € N bezeich-
nen wir mit A(n) die Aussage ,Fiir jedes k € N gilt: Jede Menge mit n Elementen
besitzt genau (Z) Teilmengen mit k Elementen®.

Wir beobachten zunéchst, dass A(0) wahr ist. Sei némlich X eine Menge mit
0 Elementen und sei k € N. Dann ist X = (). Wenn k& = 0 ist, besitzt X genau 1
Teilmenge mit & Elementen — nimlich die Menge () — und zugleich gilt (2) = (8) =1.
Wenn k£ > 1 ist, besitzt X genau 0 Teilmengen mit k£ Elementen und zugleich gilt
(2) = 0. Also ist A(0) tatsdchlich wahr.

Nun zeigen wir fiir jedes n € N die Implikation A(n) = A(n+1). Sei dazun € N
beliebig und sei A(n) wahr. Wir miissen A(n + 1) beweisen. Sei also X eine Menge
mit n + 1 Elementen und sei k& € N.

Der Fall k£ = 0 ist leicht: Wenn k& = 0 ist, gilt (nzl) = 1 und zugleich besitzt X
genau eine Teilmenge mit k& Elementen (ndmlich ().

Seinun also k > 1. Wir nummerieren die Elementen von X durch als x1, ..., xp41.
Die k-elementigen Teilmengen von X, die z,4; nicht enthalten, sind genau die
k-elementigen Teilmengen von {z1,...,z,} — davon gibt es wegen der Giiltigkeit
von A(n) genau (Z) Stiick. Abgesehen davon gibt es noch diejenigen k-elementigen
Teilmengen von X; die z,41 enthalten. Davon gibt es genauso viele, wie es k — 1-
elementige Teilmengen von {1,...,z,} gibt — also (,",) aufgrund der Giiltigkeit
von A(n). Insgesamt besitzt X also (,",) + (}) Teilmengen mit k Elementen. laut
Proposition ist diese Summe gleich ("Zl) Damit ist A(n + 1) bewiesen.

Wegen des Prinzips der vollstdndigen Induktion (Definition ist also A(n)
fiir jedes n € N wahr. O

Auch an dieser Stelle ist es nochmals interessant, auf den Zusammenhang zwi-
schen Binomialkoeffizienten und der Gaufsschen Summenformel zuriickzukommen.
Wir tun das in folgendem Beispiel:

Beispiel 3.4.6 (Anstofen). Nach einer anstrengenden Mathe-Vorlesung am Freitag
gehen Sie gemeinsam etwas trinken. Sie sind insgesamt n > 2 Personen; jede und
jeder hélt eine Flasche in der Hand. Bevor Sie zu trinken beginnen, stofst jede Person
mit jeder anderen einmal an. Wieviele Zusammenstofe von Flaschen gibt es?

Lassen Sie uns zwei verschiedene Mdoglichkeiten diskutieren um die Anzahl der
Zusammenstofe zu berechnen:

e 1. Mdglichkeit: Die erste Person aus Ihrer Gruppe stofit mit allen anderen
n — 1 Personen an. Die zweite Person muss dann noch mit n — 2 verbleibenden
Personen anstoffen. Die dritte Person muss noch mit n — 3 Personen anstofien,
und so weiter. Die vorletzte Person muss noch mit einer Person anstofen, und
die letzte Person mit gar niemandem mehr. Die Gesamtzahl der Anstofe ist
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also
n—1
B _(n=-1)n—-14+1) (—1)n
(n—l)—i—(n—?)—i—-”—i-l—;k— 5 =

wobei die zweite Gleichheit die Gauftsche Summenformel ist.
o 2. Méglichkeit: Wir stellen uns alle n Personen gemeinsam in einer Menge vor.
Fiir jeden Anstoft bendtigt man jeweils genau 2 Personen aus dieser Menge. Also

ist die Anzahl der Anstofe gleich der Anzahl der 2-elementigen Teilmengen der
Menge. Laut Theorem sind das genau (g) Stiick. Es ist

<Z> - zl(nni 2) n(n2_ 4,

also kommen wir — natiirlich — auf dasselbe Ergebnis wie mit Moglichkeit 1.

Ein zweiter Grund, weshalb Binomialkoeffizienten sehr hilfreich sind, ist folgen-
der: Sie erinnern sich aus der Schule gewiss an die binomische Formel

(a+b)? = a® + 2ab + V%,

die fiir alle Zahlen a,b € R gilt; dass die Formel stimmt, sieht man leicht, indem
man den Ausdruck (a + b)2 = (a + b)(a + b) einfach ausmultipliziert und zusam-
menfasst. Was Sie in der Schule vielleicht nicht gesehen haben, ist, dass man eine
ghnliche Formel auch fiir die dritte Potenz herleiten kann: Durch Ausmultiplizieren
und zusammenfassen kénnen Sie sich leicht vergewissern, dass fiir alle a,b € R die
Formel

(a+b)% = a® + 3a%b + 3ab® + b?

gilt. Wie sieht es aber mit hoheren Potenzen (a + b)" aus? Das folgende Resultat
gibt die Antwort. Um das Resultat richtig zu lesen, muss man sich daran erinnern,
dass 20 = 1 fiir jedes reelle Zahl z ist/[]

Theorem 3.4.7 (Binomischer Lehrsatz). Seien a,b € R und sei n € N. Dann gilt
" /n
(a+b)" = kZO <k> akpnk,

Beweis. Den Beweis kann man zum Beispiel per Induktion tiber n fiihren. Wir lagern
ihn in die Ubungen aus. O

"Insbesondere ist auch 0° als 1 definiert.
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Es ist fiir die Intuition sehr hilfreich, wenn man den binomische Lehrsatz fiir die
ersten paar natiirlichen Zahlen n einmal ganz ausschreibt. Man erhalt

(a4+0b)°=1-a"°

:1’
(a+b)t=1-a't"+1-a%"

=a+b,
(a+b)2=1-a*"+2-a'd' +1-a"?

=a% + 2ab + b?,

(a+b)3=1-a3"+3-a’ +3-a'b?>+1-a"°
= a® + 3a%b + 3ab® + 12,
(a+b)* =1-a*"+4-a3" +6-ab* +4a’b" +1-a"*
= a' +4a’b + 6a°b® + 4ab® + b".
Wenn man die Formeln mit den Zeilen im Pascalschen Dreieck vergleicht, kann kann
man sehr gut die Binomialkoeflizienten wiedererkennen.

Mit Hilfe der beiden vorangehenden Theoreme kann man zéhlen, wie viele Teil-
mengen eine endliche Menge besitzt.

Korollar 3.4.8 (Kardinalitit der Potenzmenge). Sei n € N. FEine Menge mit n
Elementen besitzt genau 2" Teilmengen.ﬁ

Beweis. Sei X eine Menge mit n Elementen. Laut Theorem besitzt X genau
(3) Teilmengen der Kardinalitdt 0, genau (Tll) Teilmengen der Kardinalitat 1, ...,
und genau (Z) Teilmengen der Kardinalitdt n. Insgesamt besitzt X also

(g)+(7;)+...+(g)

Teilmengen. Diese Summe kann man schreiben als

$(0)-5 () e marron

k=0 k=0
wobei die zweite Gleichheit aus dem binomischen Lehrsatz (Theorem [3.4.7)) folgt. [

Man kann iibrigens auch einen anderen Beweis von Korollar|3.4.8 geben, der ohne
die beiden Theoreme [3.:4.5 und [3.4.7 auskommt. Wir fithren ihn hier im Manuskript
auf, falls Sie Lust haben, ihn zu lesen (in der Vorlesung wird dieser Beweis aber aus
Zeitgriinden nicht besprochen):

8 Anders ausgedriickt: Fiir jede endliche Menge X gilt #P(X) = 2#%. Das ist tibrigens eine
Motivation dafiir, dass manche Leute fiir die Potenzmenge einer Menge X die Notation 2% anstelle
der Notation P(X) verwenden; mit dieser alternativen Notation gilt also #(2%) = 2#¥.

72



3.5. Ergdnzung: Die Peano-Axiome

Alternativer Beweis von Korollar[3.4.8 Sei X eine Menge mit n Elementen. Fiir
jede Teilmenge M C X sei die Funktion 1,7 : X — {0,1} gegeben durckﬂ

1o () 1, fallsz e M,
xr) =
M 0, fallsz ¢ M.

Nun sei F die Menge aller Funktionen von X nach {0,1}. Dann besitzt F genau 2"
Elemente.
Zugleich kann man nachpriifen, dass die Abbildung

p:P(X)— F,
M — 1y

bijektiv ist (das haben Sie im Detail in einem Groftutorium gesehen). Also besitzen
P(X) und F gleich viele Elemente, das heift, auch P(X) besitzt 2" Elemente. [

3.5 Erganzung: Die Peano-Axiome

Wir haben in dieser Vorlesung nicht sauber definiert, was die natiirlichen Zahlen
sind. Lediglich die Tatsache, dass das Prinzip der vollstandigen Induktion Teil ihrer
Definition ist, wurde in Abschnitt erwahnt. Um genauer zu verstehen, was die
natiirlichen Zahlen eigentlich sind, kann man sie mit Hilfe der sogenannten Peano-
Axiome beschrieben. Details dazu finden Sie beispielsweise in [Forl5, Kapitel 1].

9Man bezeichnet die Funktion 1, auch als die Indikatorfunktion der Menge M.
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Kapitel 4

Algebraische Strukturen

Einstiegsfragen. (a) Erinnern Sie sich, was das Assoziativgesetz fiir die Addition

4.1

reeller Zahlen besagt?

Kennen Sie noch weitere Rechenoperationen, die ebenfalls assoziativ sind? Ken-
nen Sie auch Rechenoperationen, die nicht assoziativ sind?

Wenn Sie zu einer gegebenen reellen Zahl r die Zahl 5 addieren — wie kénnen
Sie das wieder riickgéngig machen?

Wenn Sie eine gegebene reelle Zahl r mit 7 multiplizieren — wie kénnen Sie das
wieder riickgéngig machen?

Wenn Sie ein Blatt Papier auf Ihrem Tisch um 35 Grad gegen den Uhrzeigersinn
drehen — wie kénnen Sie das wieder riickgdngig machen?

Was haben die vorangehenden drei Fragen miteinander zu tun?
Was halten Sie von der Aussage 1+ 1 =07

Auf G.15 gibt es zwischen Treppenhaus und Biiros zwei Glastiiren. Wenn ich
mit einer anderen Person aus dem Aufzug steige, halte ich manchmal die erste
Tiire auf; die andere Person revanchiert sich, in dem sie mir die zweite Tiire
aufhélt. Wenn nun aber drei Personen aus dem Aufzug steigen...?

Assoziative Verkniipfungen und Halbgruppen

Halbgruppen

In diesem Abschnitt werden wir iiber sogenannte assoziative binire Verkniip-
fungen sprechen. Um dies effizient tun zu koénnen, besprechen wir zunéchst kurz
verschiedene Notationen fiir Funktionen, die wir bisher noch nicht explizit diskutiert
haben.

Wenn X and Y Mengen sind und f : X — Y eine Funktion ist, so wissen Sie
bereits, dass man den Funktionswert von f an einem Element x € X iiblicherweise
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4. ALGEBRAISCHE STRUKTUREN

mit f(z) bezeichnet. Es gibt aber auch noch andere mégliche Notationen fiir eine
Funktion:

Bemerkungen 4.1.1 (Postfix- und Infix-Notation fiir Funktionen). (a) Fiir jede
natiirliche Zahl n € N* nennt man das Produkt aller Zahlen von 1 bis n die
Fakultit von n. Man bezeichnet sie iiberlicherweise mit dem Symbol n!. Au-
ferdem erweist es sich als niitzlich, auch die Fakultit von 0 zu definieren, und
zwar als 1 (d.h., 0! = 1 per Definition).

Wie Sie sehen, ist die Fakultét eine Abbildung, ndmlich die Abbildung
N — N*,

n— nl

wobeil n! definiert ist wie oben beschrieben.

Wenn man zur Notation einer Abbildung ein Symbol benutzt und dieser aber
hinter das Argument setzt, so bezeichnet man dies als Postfix-Notation fiir
diese Funktion.

(b) Eine der wichtigsten Abbildungen, die Sie kennen, ist die Addition reeller Zah-
len. Es handelt sich dabei um eine Abbildung von R? nach R (denn die Abbil-
dung nimmt sich ein Tupel aus zwei reellen Zahlen und weist diesem Tupel die
Summe der beiden Zahlen zu).

Das Symbol fiir diese Abbildung, ndmlich ,,+*, schreibt man aber iiblicherweise
zwischen den beiden Zahlen, die man addiert. Dies bezeichnet man als Infix-
Notation.

Neben der Addition reeller Zahlen gibt es noch viele weitere Funktionen, die je
zwei Elementen aus einer gegebenen Menge X ein weiteres Element aus X zuweisen.
Fiir solche Abbildung verwendet man oft die folgende recht intuitive Terminologie:

Sei X eine Menge. Eine biniireﬂ Verkniipfung auf X ist eine Abbildung von
X? nach X. Genau wie die Addition reeller Zahlen notiert man auch andere binire
Verkniipfungen héiuﬁgﬂ mit Hilfe der Infix-Notation.

Besonders interessant sind bindre Verkniipfungen, die assoziativ sind:

Definition 4.1.2 (Halbgruppe). (a) Unter einer Halbgruppe versteht man ein
Tupel (X, o), bestehend aus einer Menge X und einer Abbildungﬂ o, die fol-
gende Eigenschaften erfiillt:

(HGO) Bindre Verkniipfung auf X : Es gilt o : X2 — X.
(HG1) Assoziativgesetz:

Va,b,ce X: (aob)oc=ao(boc).

!Oder auch: zweistellige.

2Aber nicht immer.

3Die man iiblicherweise mit Infix-Notation notiert, d.h. also, man schreibt fiir a,b € X lieber
a o b anstelle von o(a, b).
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(b) Eine Halbgruppe (X, o) heifst kommutativﬁ falls sie das sogenannte Kom-
mutativgesetz erfiillt:

Ya,be X: aob=boa.

Einige Beispiele fiir Halbgruppen kann man sofort erhalten, wenn man die Ad-
dition und Multiplikation reeller Zahlen verwendet; es gibt aber noch viele weitere
Beispiele fiir Halbgruppen. Dies ist gerade der Reiz bei dieser Begriffsbildung: Mit de
axiomatischen Definition einer Halbgruppe erfasst man zahlreiche verschiedene ma-
thematische Objekte auf einmal — und alles, was man fiir allgemeine Halbgruppen
beweist, stimmt somit automatisch fiir jedes Objekt, das eine Halbgruppe ist.

Lassen Sie uns zunéchst einige einfache Beispiele von Halbgruppen aufzéihlenﬂ

Beispiele 4.1.3. (a) Es sind (N, +) und (N, -) Halbgruppen (wobei + die iibliche
Addition und - die iibliche Multiplikation bezeichnet).

(b) Ebenso sind (N*,4+) und (N*,-) Halbgruppen.

(c) Esist (NU{—1},+) keine Halbgruppe, denn + ist keine binére Verkniipfung
auf der Menge NU {—1} (weil ndmlich (—1) 4+ (—1) = -2 ¢ NU {—1} ist).

(d) Sei x : R? — R durch ax b = a?b fiir alle (a,b) € R? gegeben. Dann ist (IR, *)
keine Halbgruppe, weil die bindre Verkniipfung x nicht assoziativ ist.

(e) Esist ({—1, 0,1}, ) eine Halbgruppe (wobei - hier wieder die iibliche Multipli-
kation bezeichnet).

Ein etwas interessanteres Beispiel ist das folgende.

Beispiel 4.1.4. Sei X eine Menge und bezeichne Abb(X; X) die Menge aller Abbil-
dungen von X nach X. Aufserdem bezeichnen wir mit o die Hintereinanderausfiihrung
von Abbildungenﬁ Dann ist (Abb(X; X), o) eine Halbgruppe.

“Oder auch: Abelsch — benannt nach dem norwegischen Mathematiker Niels Henrik Abel (1802
in Frindée, Norwegen, — 1829 in Froland, Norwegen).

5In den Ubungen werden Sie noch weitere kennenlernen.

5Beachten Sie, dass man hier unbedingt dazu sagen muss, was gemeint ist: In Definition ??
haben wir mit o tatséichlich die Hintereinanderausfiihrung von Funktionen bezeichnet. In Definiti-
on [£T:2) haben wir mit o hingegen eine allgemeine binére Verkniipfung bezeichnet.
Sie erkennen hier bereits eine Sache, die Thnen bereits im Laufe Thres ersten Semesters noch 6fter
begegnen wird: Viele Symbole in der Mathematik sind mit verschiedenen Bedeutungen ,iiberla-
den® (tberladen ist {ibrigens tatséchlich ein technischer Begriff aus der Informatik, um solch einen
Sachverhalt zu beschreiben). Man muss dann aus dem Kontext erkennen, was gemeint ist. Falls die
Chance einer Unklarheit besteht, muss man explizit dazusagen, was mit einem Symbol gemeint ist.
Auf den ersten Blick mag das so wirken, als wire es unnotig fehleranfillig und schwer zu durchschau-
en. Aber im Laufe des Semesters werden wir noch viele weitere bindre Verkniipfungen diskutieren,
und dann werden Sie die notationelle Einfachheit, die dadurch entsteht, verschiedene Dinge mit
demselben Symbol zu bezeichnen, schnell zu schitzen lernen. (Ganz generell ist es iibrigens eine
grofie Kunst, mathematische Notation genauso schlank zu halten, dass man sie effizient benutzen
kann, dass es aber zugleich nicht stédndig zu Missverstdndnissen kommt.)
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Beweis. Lassen Sie uns iiberpriifen, dass (Abb(X; X), o) die beiden Axiome aus De-

finition [4.1.2(a )| erfiillt:

e (HGO) Fiir zwei Funktionen f,g € Abb(X;X) ist auch f o g € Abb(X;X),
also ist o tatséchlich eine binédre Verkniipfung auf Abb(X; X )m

e (HG1) Die Assoziativitét dieser Verkniipfung haben wir bereits in Propositi-
on 2.1.8 bewiesen. O

Die Halbgruppe (Abb(X; X),0) ist im Allgemeinen nicht kommutativ. Um das
zu erkennen, konnen Sie zum Beispiel die Menge X = {1,2} betrachten und sich
zwei Funktionen f, g € Abb(X; X) iiberlegen, fiir die

fog#gof
giltﬁ

Neutrale Elemente

In manchen Halbgruppen gibt es Elemente, die keinerlei Wirkung haben, wenn man
Sie mit anderen Elemente verkniipft. Dieses Verhalten prézisieren wir in der folgenden
Begriffsbildung:

Definition 4.1.5 (Neutrales Element). Sei (X, o) eine Halbgruppe. Ein Element
e € X heifst neutrales Element der Halbgruppe, falls

Vae X: aoe=a=c¢coa

gilt [
Lassen Sie uns dieses Konzept zuerst anhand einiger Beispiele veranschaulichen:

Beispiele 4.1.6. (a) Die Halbgruppe (N*, +) besitzt kein neutrales Element. Die
Halbgruppe (N*,-) hingegen besitzt ein neutrales Element, ndmlich die Zahl 1.

(b) Die Halbgruppe ({—17 0,1}, ) besitzt ein neutrales Element, namlich die Zahl
1.

(¢) Sei X eine Menge. Die Halbgruppe ( Abb(X; X),0) (wobei o die Hintereinan-
derausfithrung bezeichnet) besitzt ein neutrales Element, namlich idy.

Jede Halbgruppe in den oben stehenden Beispiel besitzt ein oder kein neutrales
Element. Das liegt nicht an den speziellen Beispielen, die wir uns bisher angesehen
haben, sondern ist in allen Halbgruppen so:

"Machen Sie sich bitte unbedingt klar, dass hier etwas , Wildes“ passiert: Der Satz vor dieser
Fufnote besagt, dass o eine Abbildung von ( Abb(X; X))2 — Abb(X; X) ist — d.h., wir betrachten
hier gerade eine Abbildung, die Tupel aus Abbildungen auf Abbildungen abbildet.

8Und das sollten Sie auch tatséchlich tun!

9Eine Halbgruppe, in der ein neutrales Element existiert, wird auch als Monoid bezeichnet.
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Proposition 4.1.7 (Eindeutigkeit des neutralen Elements). Sei (X, o) eine Halb-
gruppe. Dann gibt es hochstens ein neutrales Element in X.

Beweis. Seien e1, ey € X neutrale Elemente. Dann gilt
€2 = €1 0 ez = €1,

hierbei gilt die erste Gleichheit, weil e; ein neutrales Element ist, und die zweite
Gleichheit gilt, weil es ein neutrales Element istm O

4.2 Gruppen

Inverse Elemente und Gruppen

Nun geht’s zur Sache: Wir betrachten jetzt Halbgruppen, in denen es nicht nur ein
neutrales Element gibt, sondern auch noch sogenannte inverse Elemente:

Definition 4.2.1 (Gruppe). Eine Gruppe ist ein Tupel (G, o), wobei G eine Menge
und o eine Abbildung ist, und folgende Eigenschaften erfiillt sind:

(GO) Bindre Verkniipfung auf G: Es gilt o: G — G.
(G1) Assoziativitdt: Die bindre Verkntipfung o erfiillt das Assoziativgesetzm

(G2) Ewxistenz eines neutralen Elementes: Es gibt ein neutrales Element e in der

Halbgruppe (G, o) B

(G3) Ewxistenz inverser Elemente: Es gilt
VacG IbeG: aob=e.

Wenn a € G ist, dann nennt man ein Element b € G mit der Eigenschaft a o b
ein rechtsinverses Element von a.

Jede Gruppe ist natiirlich auch eine Halbgruppe. Entsprechend ist der Begriff
kommutativ, den wir fiir Halbgruppen in Definition eingefithrt haben,
auch fiir Gruppen deﬁniert.ﬁ

Bevor wir Beispiele diskutieren, beweisen wir zunéchst einige allgemeine Aussa-
gen iiber Gruppen:

0Hier sehen Sie eine allgemeine Beweistechnik um Eindeutigkeit zu zeigen: Wenn man beweisen
will, dass es von einem bestimmten Typ von Objekt nur eines (oder hdchstens eines) gibt, dann
nimmt man sich zwei solcher Objekte (die man mit verschiedenen Variablen bezeichnet, von denen
man aber nicht voraussetzt, dass sie verschieden sein miissen). Daraufhin beweist man dann, dass
diese beiden Objekte unter den gegebenen Voraussetzungen automatisch gleich sind. Damit hat
man dann gezeigt, dass es in Wirklichkeit héchstens ein solches Objekt geben kann.

1D h. anders ausgedriickt: (G, o) ist eine Halbgruppe.

12Beachten Sie, dass das neutrale Element dann wegen Proposition eindeutig bestimmt ist.

13D h., eine Gruppe heift kommutativ, wenn a ob=boa for alle a,b € G gilt.
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Proposition 4.2.2 (Eigenschaften von rechtsinversen Elementen in Gruppen). Se:
(G, 0) eine Gruppe, und bezeichne e ihr neutrales Element.

(a) Seia € G und sei b € G ein rechtsinverses Element von a. Dann ist b auch
linksinvers zu a, d.h. es gilt boa = e.

(b) Jedes Element in G besitzt genau ein rechtsinverses Element in G, d.h., es gilt

Vae G 3IbeG: aob=e.

Beweis. Sei a € G und sei b € G rechtsinvers zu a. Laut Axiom |(G3)|in der
Definition einer Gruppe besitzt jedes Element der Gruppe ein rechtsinverses Element
— also besitzt auch b ein rechtsinverses Element in G, nennen wir es c. Es gilt

a=aoe=ao(boc)=(aob)oc=ecoc=c,
und somit
boa=boc=e.

Dies beweist, dass b tatsachlich linksinvers zu a ist.

Sei a € G beliebig, aber fest. Laut Axiom in der Definition einer Gruppe
besitzt a ein rechtsinverses Element b € GG, also miissen wir nur die Eindeutigkeit
zeigen.

Sei also b € G ebenfalls ein rechtsinverses Element von a. Es gilt

b=boe=bo(aob)=(boa)ob=cob=b;
fiir die vorletzte Gleichheit haben wir die bereits bewiesene Aussage @ benutzt. [

Laut der vorangehenden Proposition hat jedes Element a einer Gruppe also nur
ein rechtsinverses Element — deshalb ist es sinnvoll, vom dem rechtsinversen Element
von a zu sprechen. Zudem ist das rechtsinverse Element von a immer auch auto-
matisch linksinvers zu a — deshalb ist es sinnvoll, das rechtsinverse Element von a
einfach das inverse Element von a zu nennen. Es ist {iblich die folgende Notation
fiir das inverse Element zu verwenden:

Notation 4.2.3. Sei (G, o) eine Gruppe und sei a € G. Das rechtsinverse Element
von a (das laut Propositioneindeutig bestimmt ist und zugleich auch linksinvers
zu @ ist) wird mit a~! notiert.

In vielen Féllen wird die binére Verkniipfung einer Gruppe nicht mit dem Symbol
o bezeichnet, sondern mit dem Symbol —I—E Dies ist zum Beispiel bei der Gruppe
(R, +) der Fall, wobei + hier die tibliche Addition auf den reellen Zahlen beschreibt.

Wenn die Gruppenverkniipfung als + geschrieben wird, bezeichnet man das in-
verse Element eines Elementes a aus der Gruppe iiblicherweise nicht mit a~!, sondern
mit —a.

1 Allerdings wird ein Plus meist nur dann zur Notation einer Gruppenverkniipfung verwendet,
wenn die Gruppe kommutativ ist.
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Wir werden von nun an haufig von der Terminologie Gebrauch machen, die direkt
vor der vorangehenden Notation eingefiihrt wurde und a~! somit als inverses Element
von a bezeichnen. Es folgen einige Eigenschaften inverser Elemente:

Proposition 4.2.4 (Eigenschaften inverser Elemente). Sei (G, o) eine Gruppe, und
bezeichne e das neutrale Element der Gruppe.

(a) Esgilte ! =e.

(b) Fiir jedes a € G gilt (a™')~! = a.

¢) Fir alle a1,a2 € G gilt (a1 0a2)t =a; oar?.
g 2 1

Beweis. @ Die Behauptung besagt nichts weiter, als dass e das rechtsinverse Ele-
ment von e ist. Und dass dies wirklich stimmt, folgt aus der Gleichung eoe = e
(welche wiederum wahr ist, weil e das neutrale Element der Gruppe ist).

@ Laut Proposition 4.2.2(a)| gilt a~! oa = e. Wenn wir nun diese Gleichung von
links mit (a=!)~! verkniipfen, dann folgt

(cfl)*1 oatoa= (a*l)*1 oe,

und somit e o a = (a~1)~!. Das Element auf der linken Seite dieser Gleichung ist
gleich a, womit die Behauptung gezeigt ist.
Weil (a1 0 az)™! per Definition dieser Notation rechtsinvers zu a; o as ist, gilt

ajoago(ago ag)il =e.

Wir benutzen nun erneut, dass rechtsinverse Elemente laut Proposition |4.2.9(a) auch
linksinvers sind: Durch Verkniipfen der zuletzt angeschriebenen Gleichung von links
mit a;l erhalt man

ag O (a1 o ag)_l = al_l.

Diese Gleichung verkniipfen wir nun noch von links mit as ! und erhalten somit

(aj o ag)_1 = 0,2_1 ) al_l.

Dies ist gerade die Behauptung. O
Nun diskutieren wir wie angekiindigt einige Beispiele.

Beispiele 4.2.5. (a) Sowohl (Z,+) als auch (R, +) ist eine Gruppe, und die Zahl
0 ist jeweils das neutrale Element. Aufserdem ist fiir jedes Element a von Z
bzw. R die Zahl —a das inverse Element.

(b) Es ist (R,-) eine Halbgruppe mit neutralem Element 1, aber keine Gruppe —
denn das Element 0 hat kein rechtsinverses Element (wére ndmlich eine Zahl
r € R rechtsinvers zu 0, so wiirde 1 = 0 - r = 0 gelten).
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(c) Sei R* :=R\ {O}E Im Gegensatz zum vorangehenden Beispiel ist (R*,-) eine
Gruppe.

In den Ubungen werden Sie noch einige deutlich iiberraschendere Beispiele fiir
Gruppen kennenlernen. Sehr interessante Beispiele fiir Gruppen sind zudem soge-
nannten die Permutationsgruppen — diese besprechen wir kurz am Ende dieses Ab-
schnitts.

Untergruppen

Ein wichtiges Konzept in der Mathematik besteht darin, aus gegebenen Objekten
neue Objekte mit dhnlichen Eigenschaften zu bauen. Eine erste Demonstration dieses
Konzeptes folgt nun anhand des Begriffs der Untergruppe.

Definition 4.2.6 (Untergruppe). Sei (G, o) eine Gruppe, und bezeichne e das neu-
trale Element von G. Eine Untergruppe von (G, o) ist eine Teilmenge U C G, die
die folgenden Eigenschaften erfiillt:

(UG1) Esist e e U.
(UG2) Abgeschlossenheit bzgl. der Gruppenverniipfung:

Vui,ug €U : wujpoug € U.

(UG3) Abgeschlossenheit bzgl. der Bildung von Inversen:

VueU: u'lel.

Proposition 4.2.7. Sie (G,0) eine Gruppe, und sei U C G eine Untergruppe. Dann
ist (U, o) selbst eine Gruppe.

Bevor wir die Proposition beweisen, ist es sinnvoll folgenden Punkt zu besprechen:
In der Formulierung der Proposition waren wir genau genommen etwas unprazise in
der Notation. Weil (G, o) eine Gruppe ist, wissen wir ja, dass o eine Abbildung von
G? nach G ist. Somit kann aber (U, o) genau genommen gar keine Gruppe sein, denn
damit dies iiberhaupt méglich ist, miisste ja o eine Abbildung von U? nach U sein
(und nicht von G? nach G).

Was hier vor sich geht, ist folgendes: Genau genommen meint man, wenn man
von der Gruppe (U, o) spricht, mit o nicht exakt diesselbe Abbildung wie in (G, o) —
sondern man meint die sogenannte Einschrinkung von o auf U? (d.h., man wendet
o nun nicht mehr auf Elemente a und b aus G an, sondern nur noch auf Elemente

auf U). Aus Axiom [(UG2)|in der Definition einer Untergruppe folgt, dass man somit

Diese Notation ist sehr iiblich und wir werden sie in der Vorlesung von nun an durchgehend
verwenden.
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eine Abbildung enthélt, deren Werte alle in U liegen — also tatséchlich ein binére
Verkniipfung auf U[19]

Beweis von Proposition[{.2.7. Wir miissen nachweisen, dass (U, o) die Axiome aus
der Definition einer Gruppe erfillt:

e ((GO)r Dies folgt, wie bereits vor dem Beweis diskutiert, aus Untergruppen-
Axiom [(UG2)|

e (G1)} Weil (G, o) eine Gruppe ist, gilt dass Assoziativgesetz
(aob)oc=ao(boc)
fiir alle a, b, c € G. Also gilt es insbesondere fiir alle a,b,c € U.

e |(G2) Bezeichne e das neutrale Element von G. Laut Untergruppen-Axiom|(UG1)|
ist e € U, und offensichtlich ist e auch in (U, o) neutrales Element.

° Sei u € U. Das inverse Element u~! von u in der Gruppe (G, o) ist laut
Untergruppen-Axiom |(UG3)| ein Element von U. Somit besitzt u ein inverses

— und somit insbesondere rechts-inverses — Element in U. O

Aufgrund von Proposition [£.2.7] ist das Konzept der Untergruppen sehr niitzlich,
um aus einer Gruppe neue, ,kleinere“ Gruppen zu erhalten.
Wir schliefsen diesen Abschnitt mit folgenden Beispielen:

Beispiele 4.2.8. (a) Das Intervall (0,00) := {z € R| z > 0} ist eine Untergrup-
pe von (R*-). Dies kann man leicht nachrechen, indem man die Untergrup-
penaxiome iiberpriift:

(UG1)| Das neutrale Elemente der Gruppe (R*,-) ist die Zahl 1. Es gilt 1 €
(0, 00).
(UG2)| Fiir zwei Elemente ug,ue € (0,00) gilt ug - ug > 0, also ug - uz € (0, 00).
Fiir jedes u € (0,00) ist das das inverse Element u~! gleich 1/u. Also
ist u=! = 1/u > 0 und somit v~ € (0, 00).

(b) Das Intervall [1,00) := {x € R | x > 1} ist keine Untergruppe von (R*, ), denn

zum Beispiel ist das inverse Element von 2 — also die Zahl % — kein Element
von [1,00). Somit ist die Bedingung |(UG3)| nicht erfiillt.

Y8F{ir Einschrinkungen von Abbildungen gibt es eigentlich eine spezielle Notation, die Sie auch
schon in den Ubungen (in Aufgabe 1(b) auf Hausaufgabenblatt 3) kennengelernt haben. Wenn man
dieser Notation folgt, muss man der Genauigkeit halber eigentlich sagen, ,,(U, o|uxv) ist eine Grup-
pe*, anstelle von ,,(U, o) ist eine Gruppe®. Die Erfahrung zeigt aber, dass diese genauere Notation
beim Behandeln von Untergruppen keinen Mehrwert bringt, und lediglich die Notation verkompli-
zieren wiirde. Deshalb ist man hier meist etwas ungenau und spricht stattdessen einfach von der
Gruppe (U, o). In anderen Kontexten (wenn es nicht gerade um Untergruppen oder dhnliche Struk-
turen geht) ist es aber wichtig, dass man es notational deutlich zum Ausdruck bringt, wenn eine
Funktion auf eine Teilmenge ihres Definitionsbereichs eingeschrankt wird.
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4.3 Permutationen

Hier ist eine weitere Klasse von Gruppen:

Beispiel 4.3.1. Sei X eine Menge. Es bezeichne S(X) die Menge aller bijektiven
Abbildungen von X nach X E und bezeichne o die Hintereinanderausfithrung von
Funktionen aus S(X).

Dann ist (S(X), o) eine Gruppe, und fiir jedes f € S(X) ist die Umkehrfunktion
von f zugleich das inverse Elemente von f in der Gruppe (S(X), o)H

Man bezeichnet sie als symmetrische Gruppe auf X.

Beweis. Lassen Sie uns iiberpriifen, dass (S(X), o) die Axiome einer Gruppe erfiillt:

o Wenn wir nur Funktionen aus S(X) verkniipfen, dann bildet o tatséachlich
von S(X) x §(X) nach S(X) ab, denn fiir f,g € S(X) ist f o g ebenfalls eine
Abbildung von X nach X, und laut Proposition [2.3.6(c)| auch bijektiv.

¢ ((G1); Die Hintereinanderausfithrung von Funktionen ist laut Proposition

assoziativ.

e (G2)t Die Identitét idyx ist ein Element von S(X) und es gilt
idyof = foidxy = f
fiir jedes f € S(X). Somit ist idx neutrales Element in (S(X), o).

o Sei f € S(X). Dann besitzt f aufgrund seiner Bijektivitéit eine Umkehr-
funktion f~!. Diese bildet ebenfalls von X nach X ab, und ist laut Propositi-
on 77?7 ebenfalls bijektiv. Aufserdem ist sie laut Proposition 7?77 rechts-invers
zu f (womit auch gleich die letzte Behauptung im Beispiel bewiesen ist). [J

Das vorangehende Beispiel ist besonders wichtig, wenn X eine endliche Menge
ist.

Beispiel 4.3.2. Sei n € N*. Dann notiert man die symmetrische Gruppe auf der
Menge {1,...,n} — also die Gruppe S({l, . n}) — oft kurz als S,, und bezeichnet
sie auch als symmetrische Gruppe auf n Elementen. Die Elemente von S,
nennt man Permutationen auf n Elementen.

Jedes Element von §,, — d.h. jede Permutation von n Elementen — ist also eine bi-
jektive Abbildungen von {1,...,n} nach {1,...,n}. Wie Sie bereits aus Beispiel ??77?

D .., S(X) ist eine Teilmenge von Abb(X; X).

18Beachten Sie, dass wir die Notation ,,hoch —1“ in zwei verschiedenen Kontexten eingefiihrt
haben: Laut Definition ?? wird sie fiir die Umkehrfunktion benutzt, und laut Notation [£.2-3] wird
sie zur Bezeichnung von inversen Elementen in einer Gruppe benutzt. Wenn f ein Element der
symmetrischen Gruppe S(X) ist, ist auf den ersten Blick nicht klar, welche der beiden Bedeutungen
mit der Notation f~! gemeint ist. Es ist deshalb wichtig, dass Sie sich an der Stelle {iberlegen,
weshalb die beiden Notation in diesem Fall dasgleiche bedeuten (und somit an dieser Stelle kein
Notationskonflikt auftritt).
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wissen, kann man Funktionen, deren Definitionsbereich endlich ist, in Tabellenform
angeben. Bei Permutationen ist dies sehr iiblich und &ufserst niitzlich.

Hierbei sind die folgenden Konventionen iiblich: Man schreibt die komplette Ta-
belle innerhalb von geschweiften Klammern auf, und man lésst oft sémtliche Trenn-
striche zwischen Zeilen und Spalten der Tabelle weg. Auferdem ist man meist sogar
so dreist, die Tabelle selbst einfach als die entsprechende Funktion aufzufassen. Somit

ist also die Permutation
_ (1 2 3 4
773 1 2 4

zum Beispiel ein Element aus S4. Fiir dieses o gilt
o(1) =3, o(2) =1, o(3) =2, o(4) = 4.

Das neutrale Element von S3 — also die Funktion idg; 3y — ldsst sich in dieser No-

tation schreiben als
. 1 2 3
1d{172,3} = (1 2 3) .

Im folgenden und letzten Beispiel dieses Abschnitts zeigen wir, wie man die Hin-
tereinanderausfiihrung von Permutationen konkret berechnen kann:

Beispiel 4.3.3. Betrachten Sie die folgenden drei Permutationen aus Sy:

(12 3 4 (123 4 (12 3 4
91=\1 3 9 4)7 92T\9 34 1) T\3 21 4)

Es gilt

und

1 2 3 4
03009001 =030 (0g007) = <2 41 3>.
Durch Permutationen lésst sich sehr gut die Umordnung von Objekten beschrei-
ben, die in einer bestimmten Reihenfolge aufgestellt sind. Dies demonstrieren wir
anschaulich in der Vorlesung (mit ganz konkreten Gegenstédnden, sodass sich die
Demonstration nur schwer schriftlich darstellen l&sst — deshalb wird sie hier im Ma-
nuskript nicht beschrieben).

Besonders einfache Permutationen sind sogenannte Tranpositionen:

Definition 4.3.4 (Transposition). Sei n € N*. Eine Permutation o € S,, bezeichnet
man als eine Transposition, falls ¢ genau zwei Elemente von {1,...,n} vertauscht
und alle anderen Elemente von {1,...,n} unverdndert lasst.
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Beachten Sie: Fiir jedes Transposition 7 € S, gilt 7o7 = id und somit 771 = TE

Proposition 4.3.5 (Permutationen sind Hintereinanderausfithrungen von Transpo-
sitionen). Sein € N mit n > 2. Jede Proposition o € S,,, die nicht die Identitdt ist,
ldsst sich als Komposition von Transpositionen schreiben.

Beweis. Sie 0 € S, und o # id.

Sei 1 € S, diejenige Permutation, die 1 mit o(1) vertauscht; dann ist 71 entweder
eine Transposition oder die Identitdt. Wir definieren p; = 71 0 0. Die Permutation
p1 erfillt pi(1) =1 und wegen 7 o 7 = id gilt.

g =T100p1.

Nun sei 7o € §,, diejenige Permutation, die 2 mit p;(2) vertauscht; dann ist 7
entweder eine Transposition oder die Identitat. Weil pi(1) = 1 ist, gilt wegen der
Injektivitdt von py, dass p1(2) > 2 ist; also lasst 7o die Zahl 1 unveradndert. Ahnlich
wie zuvor definieren wir jetzt pg := 75 0 p1; dann gilt po(1) = 1 und p3(2) = 2 sowie

O =T10pL=TI0T20p.

Dieses fahren fithren wir weiter fort; damit erhalten wir Permutationen 7, ..., 7,-1 €
Sy, von denen jede jeweils die Identitédt oder eine Transposition ist, sowie eine Per-
mutation p,_1 € Sy, die p,—1(k) = k fir alle k € {1,...,n — 1} erfiillt und fiir
die

0=T10:-0Tp_19Ppn-1

gilt. Wegen der Bijektivitdt von p,—; ist auch p,_1(n) = n, das heift p,—1 = id.
Also haben wir ¢ als Komposition von Permutationen geschrieben, von denen je-
de jeweils die Identitat oder eine Transposition ist. Diejenigen Transpositionen, die
gleich der Identitét sind, kénnen wir in der Komposition einfach weglassen. Damit
ist die Behauptung bewiesen. O

Lassen Sie uns das Zerlegen von Permutationen in Transpositionen an einem
Beispiel veranschaulichen:

Beispiel 4.3.6 (Zerlegen einer Permutation in Transpositionen). Betrachten Sie die

Transposition
1 2 3 4
"‘(2 3 4 1>€54‘

Folgt man der Prozedur aus dem Beweis von Proposition so erhilt man o =
T1 0 T9 O T3 mit

/(12 3 4 (12 3 4 /(12 3 4
M=\9 13 4)> {132 1) B7\1 2 4 3/

19K6nnen Sie ein Beispiel einer Permutation angeben, die diese Eigenschaft nicht erfiillt?

86



4.3. Permutationen

Zum Schluss besprechen wir noch das sogenannte Vorzeichen von Permuta-
tionen. Dieses Konzept benutzt man zum Beispiel in der Linearen Algebra um die
sogenannte Leibnizformel fiir Determinanten aufzuschreiben.

Theorem 4.3.7. Sein € N*. Dann gibt es genau eine Abbildung sgn : S, — {—1,1},
die die folgenden beiden Eigenschaften erfillt:

(I) Fir alle o,p € Sy, gilt sgn(o o p) = sgn(o) - sgn(p).
(II) Fir jede Transposition T € S,, gilt sgn(r) = —1.

Beweis. Existenz:

Fiir den Beweiﬂ schauen wir uns sogenannte gerichtete vollstindige Gra-
phen mit den Eckpunkten 1,...,n anﬂ Damit meinen wir, dass wir n Punkte mit
den den Nummer 1,...,n aufzeichnen, und jeden der Punkte mit einer Linie mit
jedem anderen Punkt verbinden; das nennt man einen vollstindigen Graphen
und die Verbindungslinien bezeichnet man als Kanten. Jeder der Kanten geben wir
eine Richtung, in dem wir einen Pfeil von einem der Endpunkte zum anderen zeich-
nen; das Ergebnis nennt man einen gerichteten Graphen und weil jeder Punkt mit
jedem verbunden ist, spricht man von einem gerichteten vollstdndigen Graphen.

Sei G die Menge aller gerichteten vollstdndigen Graphen, die man so erhalten
kann@ Wir unterteilen G nun in verschiedene ,, Teams*: Zwei Graphen G1,G2 € G
kommen ins selbe Team, wenn man G5 aus G erhalten kann, indem man fiir eine
gerade Anzahl an Kanten die Richtung umdreht@

Wir beobachten nun, dass man auf diese Weise genau zwei Teams erhélt. Um
das zu sehen, nehmen wir uns irgendeinen beliebigen Graphen G; € G und einen
weiteren Graphen Gy € G, den man aus (1 erhéilt, in dem man genau eine Kante
umdreht. Fir jedes G € G gibt es dann genau zwei Moglichkeiten:

e Entweder G ist im selben Team wie G1. Dann erhédlt man G aus GG, indem
man eine gerade Anzahl an Kanten umdreht.

2%Die Idee des folgenden Beweises habe ich in dem MathOverflow-Post mit dem Link
mathoverflow.net/a/417732/102946 gefunden. Der Beweis wird hier mit vereinfachter Terminolo-
gie und mehr Details dargestellt. In den meisten Biichern ist die Vorgehensweise deutlich anders.

21'Wichtig: Der Begriff das Graphen, wie wir ihn hier verwenden, stammt aus der sogenannten
Graphentheorie und hat nichts mit dem Begriff des Funktionsgraphen zu tun.

22Weil jeder solche Graph genau w Kanten besitzt (Gaufische Summenformel!) und es fiir
n(n—1)

jede Kante genau zwei Moglichkeiten gibt, die Richtung zu wéhlen, besteht G aus insgesamt 27 2
verschiedenen gerichteten vollstdndigen Graphen. Diese Beobachtung benétigen wir zwar im Beweis
nicht, aber sie ist niitzlich um sich vor Augen zu fithren, wie G genau aussieht.

23Beachten Sie, dass die tatséchlich eine verniinftige Méglichkeit ist, um G in ,, Teams“ aufzuteilen:
Jeder Graph G € G ist auf diese Weise mit sich selbst im Team (was man ja erwarten wiirde, wenn
man von ,, Teams* sprechen will). Die Beziehung zwischen G1 und G» ist aufierdem symmetrisch.
Und wenn G1 mit G2 im Team ist und G2 mit Gz im Team ist, dann ist auch G1 mit G3 im Team.

Uber diese Eigenschaften der ,, Teambildung® werden wir spiter noch etwas genauer und formaler
sprechen, wenn wir in Abschnitt Aquivalenzrelationen behandeln.
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e Oder G ist nicht im selben Team wie (G;. Dann erhilt man G aus (G, indem
man eine ungerade Anzahl an Kanten umdreht. Indem man nochmals eine
weitere Kante umdreht, erhilt man dann G9 aus G — somit ist G im selben
Team wie Go.

Jeder Graph G € G ist also entweder im Team wie G oder im selben Team wie Go.
Damit gibt es in der Tat nur zwei Teams.

Nun betrachten wir eine Permutation o € §,. Wir definieren eine Abbildung
6 : G — G folgendermafen: Fiir jedes G € G sei 6(G) € G derjenige Graph, der aus G
folgendermafsen entsteht: man sieht sich an, wie o die Eckpunkte von G vertauschen
wiirde (lasst die Eckpunkte aber in Wirklichkeit fest) und bewegt die Kanten mit
ihren Eckpunkten mit.

Fiir jedes 0 € G beweisen wir nun folgende Aussage:

(*) Wenn es ein Gy € G gibt, das im selben Team ist wie 6(Gg), dann liegt jedes
G € G im selben Team wie 6(G).

Liege also Go € G im selben Team wie 6(Gyp). Sei j die Anzahl der Kanten von
Gy, die man umdrehen muss, um 6(Gp) zu erhalten. Dann ist j eine gerade Zahl.
Sei G € G. Stellen Sie sich iiber denjenigen Kanten von Gg, die man umdrehen muss
um G zu erhalten, ein Minuszeichen vor; es sei k die Anzahl dieser Minuszeichen.
Um 6(G) zu erhalten, muss man zuerst alle Kanten von Gy, iiber denen ein Minus
steht, umdrehen (um G zu erhalten) und dann 6 anwenden. Genauso gut kann man
aber auch zuerst & auf Gg anwenden, dabei alle Minuszeichen mit bewegen und erst
hinterher alle Kanten mit Minuszeichen umdrehen; auch so erhdlt man 6(G). Das
heifst, um 6(G) aus Gp zu erhalten, muss man insgesamt j + k& Kanten umdrehen.
Nun gibt es zwei Mo6glichkeiten:

e Frster Fall: G ist im selben Team wie Gy.

Dann ist k gerade, also ist j + k gerade, also ist 6(G) im selben Team wie G
und somit im selben Team wie G.

o Zweiter Fall: G ist im anderen Team wie Gy.

Dann ist k ungerade, also ist j + k ungerade, also ist (G) nicht im anderen
Team wie G. Somit ist 6(G) im selben Team wie G.

Damit ist die Aussage (*) bewiesen.

Also gibt es fiir jedes o € S, nur zwei Moglichkeiten: Entweder & belédsst jedes
G € G in seinem eigenen Team oder es tauscht die beiden Teams durch. Im ersten
Fall definieren wir sgn(c) := 1 und im zweiten Fall definieren wir sgn(o) = —1.

Die Eigenschaft kann man jetzt sofort {iberpriift, indem man sich ansieht, ob
o und p jeweils alle G € G in ihrem Team belassen oder die Teams durch tauschen
und dabei alle vier mo6glichen Félle unterscheidet.

Als néchstes zeigen wir die Eigenschaft Wir tun dies im Folgenden fiir die
Transposition 7, die die Elemente 1 und 2 vertauscht; fiir alle anderen Transpositio-
nen geht der Beweis genauso.
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Wir betrachten dazu den Graphen G € G, dessen Kanten folgendermafien ge-
richtet sind: Alle Kanten, die eine der Ecken 3,...,n mit 1 verbinden, zeigen zu 1;
und alle Kanten, die eine der Ecken 3,...,n mit 2 verbinden, zeigen zu 2; aukerdem
zeigt die Kanten, die 1 mit 2 verbindet, von 1 nach 2. Im Graphen 7(G) zeigt die
Kante, die 1 und 2 verbindet, von 2 nach 1. Jede andere Kanten von 7(G) zeigt in
dieselbe Richtung wie die entsprechenden Kanten von G. Also sind G und 7(G) nicht
im selben Team, das heifst es ist sgn(r) = —1.

Eindeutigkeit: Die Eindeutigkeit einer Abbildung, die die Eigensohaftenund
erfiillt, folgt daraus, dass sich jede Permutation aus Hintereinanderausfithrung von
Transpositionen schreiben ldsst (Proposition {4.3.5)). ]

Definition 4.3.8 (Vorzeichen einer Permutation). Fiir n > 2 sei sgn : S, — {—1,1}
die Abbildung aus Theorem und fir n = 1 sei sgn : S, = & — {—1,1} die
Abbildung, die durch sgn(id) = 1 gegeben ist.

Fiir jedes o € S, nennt man sgn o das Vorzeichen oder Signum von o.

Wie vor Theorem |4.3.7 erwahnt, taucht das Vorzeichen von Permutationen zum
Beispiel in der Linearen Algebra auf, wenn man Determinanten von Matrizen behan-
delt. Damit Sie schon jetzt sehen konnen, dass das Vorzeichen von Permutationen
auch in anderen Kontexten niitzlich sein kann, besprechen wir nun eine Anwendung
auf das sogenannte Fiinfzehnerspiel:

Beispiel 4.3.9 (Fiinfzehnerspiel).

4.4 Teilen mit Rest

Definition 4.4.1 (Teilen mit Rest). Fiir alle z € Z and alle n € N* ist der Rest
von z geteilt durch n diejenige Zahl r € {0,1,...,n — 1}, fiir die z — r durch n
teilbar ist — das heifst, flir dies es ein ¢ € Z gibt, welches nf = z — r erfiillt.

Wir verwenden fiir r die Notation Rest(z, n)@

Lemma 4.4.2 (Teilen mit Rest fiir Summen und Produkte). Sei k& € N* und
21,29, ., 2k € Z sowie n € N*.

(a) Es gilt
Rest <Rest(z1,n) + -+ Rest(z,n), n) = Rest(zy + -+ + 21, n).
(b) Es gilt

Rest (Rest(zl, n)- ... Rest(zg,n), n) = Rest(z1 ... zg,n).

24Beachten Sie aber, dass diese Notation nicht sehr {iblich ist; wir verwenden Sie auch lediglich in
diesem Abschnitt. Sobald wir spater Aquivalenzrelationen und Quotientenrdume besprochen haben,
werden Sie sehen, dass man Teilen mit Rest auch auf eine effizientere Weise ausdriicken kann.
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Beweis. Fiir kK = 1 ist die Behauptung klar; als nichstes zeigen wir sie fiir k£ = 2.
Zur einfacheren Notation verwenden wir die Abkiirzungen r; = Rest(z1,n) und
ro = Rest(z2,n) sowie rs = Rest(z1 + z2,n). Laut Definition liegen die drei
Zahlen ri,79,7s in {0,...,n — 1} und die drei Zahlen z; — r; und z2 — ro sowie
z1 + 29 — 1 sind durch n teilbar. Wegen

T1+7’2—7’5:(7’1—21)+(T2—22)+(21+Z2—Ts)

folgt, dass 11 + ro — rg ebenfalls durch n teilbar ist. Wegen rs € {0,...,n — 1} folgt
somit Rest(r; + ro,n) = rs.

Fiir alle weiteren k zeigen wir die Behauptung nun per Induktion iber k: Fiir
jedes ganzzahlige k mit k > 2 bezeichne A(k) die Aussage

Fiir £ = 1 ist die Behauptung offensichtlich; wir zeigen die Behauptung als
néchstes fiir £ = 2. Wie zuvor verwenden wir die Abkiirzungen r; = Rest(z1,7n) und
ro = Rest(zg,n); aukerdem kiirzen wir r, = Rest(z122) ab. Dann sind ry,72,7, €
{0,...,n — 1} und die Zahlen z; — 71, 20 — 2 und 2129 — rp sind durch n teilbar. Es
gilt
riry —1rp = (r1 — 21+ 21)re —1p
=(r1—z1)ro+21(re — 22+ 22) — 1p
= (r1 —z1)r2 + z1(r2 — 22) + (2122 — 1),
also ist auch riro—ry, durch n teilbar. Wegen r;, € {0, ..., n—1} gilt somit Rest(rir, n) =
Tp.
Wie bei Teil des Beweises folgt die Behauptung fiir alle weiteren k£ nun per
Induktion iiber k. O

Auf Hausaufgabenblatt 9 beweisen Sie in Aufgabe 4(a) die folgende Aussage.
Hierfiir ist Lemma |4.4.2(a)| sehr niitzlich.

Proposition 4.4.3 (Die Gruppe Zy,). Sei n € N* und setze Z,, = {0,...,n — 1}.
Definieren @ : Zp, X Ly — Ly, durch

a®b:= Rest(a+b,n)
fiir alle a,b € Zy,. Dann ist (Zy,®) eine kommutative Gruppe.ﬁ
Beispiele 4.4.4 (Einige Beispiele fiir die Addition in Zy,).
(a) InZo gilt 000=0,001=1®0=1und 1 1=0.

(b) In Z3 gilt zum Beispiel 11 =2,1®2=0und 2®2 = 1.

258piter werden wir anstelle von @ einfach das Symbol + fiir die Verkniipfung in dieser Grup-
pe benutzen. Man muss dann anhand des Kontexts entscheiden, ob mit + die {ibliche Addition
natiirlicher Zahlen oder die Addition in Z,, gemeint ist.
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4.5 Korper

Wie Sie bereits wissen, ist eine Gruppe eine Menge zusammen mit einer binéren
Verkniipfung, welche bestimmte Eigenschaften erfiillt. Wenn Sie nun aber z.B. die
reellen Zahlen betrachten, dann kennen Sie auf dieser Menge ja zwei Verkniipfungen
mit interessanten Eigenschaften: Die Addition und die Multiplikation. Zudem hingen
beide Verkniipfungen auch noch mittels des Distributivgesetzes zusammen.

Es gibt aber noch weitere Mengen, auf denen binére Verkniipfungen mit dhnlichen
Eigenschaften definiert sind. Um all diese zugleich behandeln zu kénnen, fithrt man
den folgenden Begriff ein:

Definition 4.5.1 (Korper). Ein Korper ist ein Tupel (K, +, ), wobei K eine Menge
ist, und + und - Abbildungen sind|§|7 welche die folgenden Eigenschaften erfﬁllenﬂ

(KO) Bindre Verkniipfungen auf K: Es gilt +: K?> — K und - : K? — K.

(K1) Aziome der Addition:
Es ist (K, +) eine kommutative Gruppe.

Das neutrale Element dieser Gruppe bezeichnet man mit 0. Auferdem ver-
wendet man fiir jedes o € K die Notation —« um das inverse Elemente von «
in der Gruppe (K, +) zu bezeichnen.

(K2) Aziome der Multiplikation, Teil 1: Es ist (K, -) eine kommutative Halbgruppe,
die ein neutrales Element besitztZ] Das neutrale Element bezeichnen wir mit
1.

(K3) Aziome der Multiplikation, Teil 2: Fiir jedes a € K\ {0} existiert ein § € K
mit der Eigenschaft a- 5 = 1.
Wir verwenden die Notation K* := K\ {0}.

(K4) Distributivgesetz: Fiir alle o, 5, € K gilt: (a+ ) - A=a- A+ - A
(K5) Nicht-Trivialitit des multiplikativ neutralen Elements: Es ist 1 # 0.

Aus den Korperaxiomen folgen einige einfache, aber niitzliche Konsequenzen, die
im folgenden aufgezéhlt werden:

Proposition 4.5.2 (Rechenregeln in Korpern). Sei (K, +,-) ein Kdrper.
(a) Fir alle o, f € K gilt:

a-f=0 & a=0 Vv p=0.

26Die wir mit Infix-Notation verwenden werden.

2"Die Verkniipfung + bezeichnet man iiblicherweise als Addition und die Verkniipfung - als
Multiplikation.

28Beachten Sie, dass das neutrale Element laut Propositionautomatisch eindeutig bestimmt
ist.
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(b) Fiir alle o, B € K gilt
(-1)-B=-8, (-a)-B=—(a-B), und (-a)-(-B)=a-p.
(c) Fiir alle o, B € K gilt
—(a+p) = (—a) + (-9).

(d) Fir jedes o € K* gibt es genau ein B € K mit der Eigenschaft o - 3 = 1.
Auferdem ist dieses 8 nicht 0, d.h. ein Element von K*.

(e) FEsist (K*,-) eine kommutative Gruppe.
Beweis. Seien «, 8 € K.

“«<=“ Wir nehmen zuerst an, dass a = 0 gilt, und wir miissen 0 - 8 = 0 zeigen.
Hierzu verwenden wir das Distributivgesetz: Es gilt

0-8=(0+0)-8=0-8+0-8.

Indem wir dass additiv inverse Elemente von 0 - 8 auf beiden Seiten der Gleichung
addieren, erhalten wir hieraus wie behauptet 0 =0 - 5.

Wenn stattdessen § = 0 ist, dann folgt mithilfe der Kommutativitdt von - und
der bereits gezeigten Figenschaft, dass a-0=0-«a = 0 gilt.

“=7 Sei nun a - § = 0. Wir nehmen widerspruchshalber an, dass « # 0 und
B # 0 gilt. Dann gibt es laut Kérperaxiomen Elemente &, 5 € K mit der Eigenschaft
aa =1 und BB = 1. Hieraus folgt

0=a-0-B=a-a-f-f=1-1=1,
wobei wir filir die erste Gleichheit die bereits gezeigte Implikation verwenden haben.
Die Gleichheit 0 = 1 ist aber ein Widerspruch zu den Koérperaxiomen.
Sei § € K. Wir zeigen zunéchst, dass (—1) - § = —f gilt:
Mithilfe des Distributivgesetzes erhalten wir

B+(=1)-B=1-f4(-1)-=(1+(-1))-8=0-5=0,

wobei wir fiir die letzte Gleichheit Aussage @ benutzt haben. Indem wir nun auf
beiden Seiten —f addieren, folgt wie behauptet (—1) -8 = —p.

Die zweite Gleichheit in @ folgt durch Umklammern aus der ersten.

Um die dritte Gleichheit zu zeigen, beobachten wir zuerst, dass aus der ersten
Gleichheit die Eigenschaft

folgt. Fiir o, 8 € K folgt hieraus durch geeignetes Umklammern sofort die behauptete
Gleichheit (—a) - (=f) =a-
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Dies folgt aus der ersten Gleichheit in @ und dem Distributivgesetz.

@ Sei a € K*. Wir wissen bereits aus den Korperaxiomen, dass es ein § € K
mit der Eigenschaft - § = 1 gibt. Wir miissen aber die Eindeutigkeit beweisen.
Seien also (1, 8 € K derart, dass a- 51 = 1 und « - B2 = 1 gilt. Dann folgt

O=a-Bi+(—(a-B2)=a-Bi+a-(—f)=a- (B +(—5)).

Weil a nach Voraussetzung nicht 0 ist, folgt aus @ dass 1 + (—f32) = 0 gilt. Durch
Addition von (9 auf beiden Seiten dieser Gleichung erhalten wir 81 = 8. Damit ist
die Eindeutigkeit beweisen.

Dass das Element § € K, welches a - f = 1 erfiillt, nicht 0 sein kann (und somit

in K* liegt), folgt wegen 1 # 0 aus
@ Dies folgt unmittelbar aus den Kérperaxiomen und Aussage @ O

In Koérpern sind einige notationelle Konventionen iiblich, die im folgenden aufge-
zahlt werden:

Notation 4.5.3 (Ubliche Notationen in Korpern). Sei (K, +,-) ein Korper
(a) Fiir zwei Elemente «, 8 verwendet man meist die Abkiirzung a— 5 := a+(—p).

(b) Fiir jedes @ € K* notiert man das inverse Element von « in der Gruppe (K*,-)
(d.h. das eindeutig bestimmte Element 5 € K mit der Eigenschaft o - 8 = 1),

wie in Gruppen iiblich, als a .

(c) Fir alle o € K* und alle g € K folgt aus den Korperaxiomen und den bereits
gezeigten Eigenschaften, dass es genau ein Element x € K mit der Eigenschaft
a-x = (B gibt. Dieses Element x bezeichent man iiblicherweise mit der Notation

A
o

Zugleich kann man sofort nachrechen, dass z = a~! - 3 ist. D.h. g ist eine
Kurzschreibweise fiir a~! - 5. Insbesondere ist somit é =o L

Wir sprechen kurz einige klassische Beispiele an:

Beispiele 4.5.4. (a) Es ist (R, +,-) ein Korper (wobei 4+ und - die iibliche Addi-
tion und Multiplikation von reellen Zahlen bezeichen).

(b) Es ist auch (Q, +,-) ein Korper (wobei 4+ und - ebenfalls die iibliche Addition
und Multiplikation bezeichnen).

(c) Esist (Z,+,-) (ebenfalls mit {iblicher Addition und Multiplikation) kein Kor-
per, denn beispielsweise gibt es fiir das Element o := 2 € Z keine § € Z mit
der Eigenschaft o- 8 = 1.

2Manchmal schreibt man auch j /o anstelle von g AuRerst uniiblich ist hingegen die Verwen-
dung eines Doppelpunktes zur Notation einer Division.
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Korper sind also Verallgemeinerungen der Thnen bereits bekannten Strukturen
R bzw. Q. Die Kérperaxiome zusammen mit Proposition und Notation [4.5.2
zeigen, dass Sie in allgemeinen Korpern im Grunde genauso rechnen diirfen, wie Sie
es mit rationalen oder reellen Zahlen gewohnt sind.

Es gibt allerdings einen entscheidenden Unterschied: Zwei reelle Zahlen kann man
immer der Groke nach vergleichen (und selbiges gilt fiir zwei Zahlen aus Q). Dies
ist fiir Elemente beliebiger Korper hingegen nicht richtig: Beachten Sie, dass wir in
den Korperaxiomen nirgends gefordert haben, dass es eine Moglichkeit gibt, fiir zwei
Elemente eines Korpers zu bestimmen, welches ,,grofer” ist. Wir haben noch nicht
einmal definiert, was ,,grofer” in einem beliebigen Korper iiberhaupt heiften soll.

Nun besprechen wir eine Klasse von Koérpern, die sich etwas anders verhalten als
die reellen oder die rationalen Zahlen: Korper mit endlichen vielen Elementen.

Um solche Koérper zu konstruieren, brauchen wir zuerst einige Hilfsresultate.

Definition 4.5.5 (Teilerfremde ganze Zahlen). Zwei Zahlen 21, z2 € Z heifen tei-
lerfremd, falls es keine Zahl n € N*\ {1} gibt, die sowohl z; als auch z teilt.

Ein sehr niitzliches Resultat {iber teilerfremde Zahlen ist das folgende Lemma.

Lemma 4.5.6 (Lemma von Bézout). Seien 21,22 € Z teilerfremd. Dann gibt es
Zahlen ay, a2 € Z derart, dass ay1z1 + agze = 1 gilt.

Beweis. Wir konnen ohne Einschrankung annehmen, dass z1,z0 € N gilt.lﬂ Wir
zeigen die Behauptung per Induktion. Fiir jedes n € N* bezeichne A(n) die folgende
Aussage: , Fir alle teilfremden Zahlen z1,2z0 € N mit z; < n und 2z, < n gibt es
Zahlen aq,as € Z mit a1z1 + agzo = 1.4

Dann ist A(0) wahr, denn es gibt keine teilerfremden Zahlen zq,z9 € N mit
z1 < 0 und 29 < 0. Wir zeigen nun fiir jedes n € N, dass die Aussage A(n) die
Aussage A(n + 1) impliziert. Sei dazu n € N beliebig und sei A(n) wahr. Seien
21,29 € Z teilerfremd mit z; < n+1 und zo0 < n+ 1. Wenn z; = zo ist, gilt wegen
der Teilerfremdheit z; = zo = 1 und dann ist die Behauptung klar. Also sei 21 # zo.

Wenn eine der Zahlen z1, z9 gleich 0 ist, ist die andere wegen der Teilerfremdheit
gleich 1 und somit folgt ebenfalls die Behauptung. Also seien beiden Zahlen un-
gleich 0. Ohne Einschrankung sei dann zy die grofere der beiden Zahlen (ansonsten
vertauschen wir die Bezeichnungen von z; und z9). Dann ist also z; < n.

Wir setzen r = Rest(z2,21) € {0,...,21 — 1} C {0,...,n — 1}. Dann gibt es
ein ¢ € N mit z0 = ¢cz; + r. Weil 21 und z9 teilerfremd sind, sind auch z; und r
teilerfremd. Da z1,7 < n gilt und A(n) wahr ist, gibt es Zahlen a,b € Z mit

1 =az; +br=az +b(z2 — cz1) = (a — bc)z1 + bza.

Damit ist A(n + 1) bewiesen. Per Induktion ist somit A(n) fur alle n € N wahr. [

3OWarum?
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Ubrigens kann man Lemma noch etwas verallgemeinern: Fiir alle Zahlen
21,29 € Z gibt es Zahlen a1,as € 7Z derart, dass a1z1 + aszo gleich dem grofsten
gemeinsamen Teiler von z; und 2 ist (und iiblicherweise wird diese allgemeinere
Aussage als das Lemma von Bézout bezeichnet). Fiir unsere Zwecke im Folgenden
geniigt aber die Aussage aus Lemma [£.5.6]

Lemma 4.5.7 (Teilbarkeit durch Primzahlen). Seien a,b € N und sei p € N* eine
Primzahl. Wenn ab durch p teilbar ist, dann ist a oder b durch p tez'lbarﬂ

Beweis. Sei ab durch p teilbar und sei a nicht durch p teilbar. Wir miissen zeigen,
dass b durch p teilbar ist.

Da p Prim ist, besitzt es in N*\ {1} nur den Teiler p. Dieser ist aber, wie soeben
vorausgesetzt, kein Teiler von a, also sind a und p teilerfremd. Aufgrund des Lem-
mas von Bézout gibt es deshalb ganze Zahlen ¢, d mit 1 = ca + dp. Somit folgt
b = abc + bdp. Weil ab durch p teilbar ist und p durch p teilbar ist, ist also auch b
durch p teilbar. ]

Nun kénnen wir endliche Koérper mit der Kardinalitdt von Primzahlen konstru-
ieren. Beachten Sie, dass Sie die Verkniipfung & in folgendem Theorem bereits aus
Proposition [4.4.3] kennen.

Theorem 4.5.8 (Die Kérper Zy). Sei p € N* eine Primzahl. Wir definieren zwei
Verkniipfungen ® und © auf der Menge Z, ={0,...,p — 1} durch

a® b := Rest(a + b,p),
a® b= Rest(a-b,p)

fiir alle a,b € Z,. Dann ist (Zy, ®,®) ein Korper.

Beweis. Wir iiberpriifen, dass alle Korperaxiome erfiillt sind.
(K0) Das folgt direkt aus der Definitions des Teilens mit Rest.
(K1) Das ist die Aussage von Proposition [1.4.3]
(K2) Wir beweisen dass Assoziativgesetz. Seien a, b, ¢ € Z,. Dann folgt
a® (b®c)=Rest (Rest(a,p) -Rest(b- ¢, p), p)
= Rest(a- (b-¢),p) = Rest((a-b) - ¢, p)
= Rest <Rest(a -b,p) - Rest(c, p), p) =(a®b) Oec.

31Hinweis: Die Aussage von Lemma finden Sie auch in Aufgabe 5 auf Hausaufgabenblatt 8.
Im Loésungsvorschlag fiir dieses Hausaufgabenblatt wird aber die Eindeutigkeit der Primfaktorzer-
legung — das heiftt Theorem [3.3.3] — verwendet. Am Ende dieses Abschnitts werden Sie allerdings
sehen, dass wir zum Beweis dieses Theorems (den wir bislang aufgeschoben hatten), gerade Lem-
ma [£35.7] verwenden. Die Argumentation wiirde sich somit im Kreis drehen und wir héitten somit
weder das Lemma nach das Theorem bewiesen. Deshalb geben wir hier einen anderen Beweis von
Lemma @ an, der die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung nicht verwendet.
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Hierbei folgen die erste und die letzte Gleichheit aus der Definition von ® und aus
den Gleichheiten Rest(a,p) = a und Rest(c,p) = ¢; die zweite und die vorletzte
Gleichheit folgende aus Lemma [4.4.2(a); und die Gleichheit in der Mitte folgt aus
dem Assoziativgesetzt fiir die Multiplikation auf Z.

Die Kommutativitdt von ® folgt direkt aus der Definition und aus der Kommu-
tativitat der Multiplikation auf Z.

Auferdem ist das Elemente 1 € Z, neutral beziiglich ®, denn fiir jedes a € Z,
gilt

a®1l=Rest(a-1,p) =a

wegen a-1=a € {O,...,p—l}ﬂ

(K3) Dies ist die einzige Stelle, an der wir benutzen, dass p prim ist. Sei a € Z; =
Zp \ {0} ={1,...,p — 1}. Wir betrachten die Abbildung f : Z, — Z,, b — a ® b.

Lassen Sie uns zeigen, dass f injektiv ist: Fiir by, by € Zy, mit f(b1) = f(b1) gilt
a ® by = a ® by; ohne Einschriankung sei dabei by > b1. Nach Definition von ® sind
abi —a ® by und aby — a ® by durch p teilbar. Durch Subtraktion der ersten von der
zweiten Gleichung folgt wegen a ® by = a ® by, dass auch aby — aby = a(by — by)
durch p teilbar ist. Da p prim ist, folgt aus Lemma dass a oder by — by durch
p teilbar ist. Wegen a € {1,...,p — 1} ist a nicht durch p teilbar, also ist ba — by
durch p teilbar. Es gilt aber by — by € {0,...,p — 1} und somit by — by = 0. Damit
ist by = by gezeigt, das heifst, f ist in der Tat injektiv.

Da f von einer endlichen Menge in dieselbe Menge abbildet, impliziert die Injek-
tivitdt von f, dass f auch surjektiv ist. Also gibt es ein b € Z, mit f(b) = 1. Aus
der Definition von f folgt a © b = 1.

(K4) Den Beweis des Distributivgesetzes stellen wir als Ubungsaufgabe.

(K5) In der Ubungsaufgabe, in der Sie Proposition bewiesen haben, haben
Sie gesehen, dass 0 € Z, das neutrale Elemente beziiglich @ ist. Aufierdem haben
wir beim Beweis von (K2) gesehen, dass 1 € Z,, das neutrale Elemente beziiglich ®
ist. Da diese beiden Elemente von Z, verschieden sind, ist (K5) bewiesen. [l

Es gibt iibrigens nach andere Kérper mit nur endlich vielen Elementen. Sie zu kon-
struieren ist etwas schwierigerﬁ Sie kénnen das zum Beispiel in Algebra-Vorlesungen
lernen. Man kann iibrigens zeigen, dass die Kardinalitdt jedes endlichen Korpers eine
Primzahlpotenz ist, aber das besprechen wir an dieser Stelle nicht weiter.

Bemerkungen 4.5.9 (Notation endlicher Korper). Sei p € N* eine Primzahl.

(a) Die beiden Symbole @ und ® sind etwas umsténdlich zu schreiben und nicht
besonders dsthetisch. Wir haben sie bisher verwendet, um im Beweis von Theo-
rem optisch klar zwischen den Operationen auf Z, und den Operationen
auf Z zu unterscheiden.

32Warum miissen wir nicht auch die Gleichheit 1 - a = a iiberpriifen?
330der genauer gesagt: Es erfordert mehr theoretische Vorarbeit.
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Es ist jedoch iiblich — und wir werden es von nun an ebenso handhaben —
anstelle von @ und © ebenfalls einfach + und - zu schreiben. Man muss dann
aus dem Kontext erkennen, welche Operation gemeint ist.

(b) Héufig sieht man anstelle der Notation Z, auf die Notation F,. Das F stammt
hierbei aus dem Englischen, denn das englische Wort fiir die algebraische Struk-
tur Korper lautet field.

Wir schliefen diesen Abschnitt mit der Beobachtung, dass man aus Lemma [£.5.7]
das Theorem iiber die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung von natiirlichen
Zahlen herleiten kann. Den Beweises dieses Theorems hatten wir bis jetzt aufgescho-
ben.

Beweis von Theorem [3.3.3 Angenommen, eine natiirlich Zahl n > 2 besitzt zwei
verschiedene Primfaktorzerlegungen. In dem man alle Primzahlen, die in beiden
Primfaktorzerlegungen vorkommen, kiirzt, erhélt man Primzahlen g¢i,...,q: und
T1,...,7¢ derart, dass {q1...,qx} N {r1,...,7¢} =0 und

ql ..... qk:rl.....ré

gilt. Also teilt ¢; das Produkt ry-(rg----- r¢). Da ¢ prim ist, folgt aus Lemmam
dass ¢; mindestens eine der beiden Zahlen 71 oder 79 - - - - - ry teilt. Da r; prim und
ungleich ¢; ist, teilt ¢; nicht r1, also teilt ¢; die Zahl ro - --- - rp. Nun Iterieren wir
dieses Argument und erhalten somit schlussendlich, dass ¢; die Zahl r; teilt. Aber r,
ist ebenfalls prim und ungleich ¢, also ist das ein Widerspruch. ]
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Kapitel 5

(Geometrie in der komplexen
Ebene

Einstiegsfragen. (a) Welche Losungen x hat die Gleichung x? = 9?7 Und die
Gleichung 2% = —17

(b) Welche Beispiele fiir Korper fallen Ihnen ein?

(c) Setzen Sie sich an einen Tisch und legen Sie eine Landkarte vor sich. Stellen Sie
eine Spielfigur (oder einen anderen Gegenstand) auf eine Stadt Ihrer Wahl und
tun Sie dann zwei Dinge: (1) Verschieben Sie die Figur fiinf Zentimeter nach
rechts (aus der Perspektive von Ihrem Stuhl aus betrachtet) und (2) drehen
Sie dann die Karte 90 Grad gegen den Uhrzeigersinn um ihren Mittelpunkt.

Macht es fiir die Endposition der Figur einen Unterschied, wenn man die Schrit-
te (1) und (2) in umgekehrter Reihenfolge durchfithrt?

(d) Was sagt nochmal der Satz von Pythagoras? Kennen Sie auch eine Variante
des Satzes von Pythagoras fiir Dreiecke, die nicht rechtwinklig sind?

5.1 Der Korper der komplexen Zahlen

Der urspriingliche Sinn sogenannter komplexer Zahlen bestand darin, fiir bestimm-
te Gleichungen, die in R keine Losung besitzen[] dennoch Losungen zu definieren,
die sich in einem geeigneten Sinne ,,verniinftig* verhalten. Aus heutiger Sicht geht
der Nutzen komplexer Zahlen jedoch weit hieriiber hinaus.

Wir beginnen zunéchst damit, die Menge R? = R x R durch geeignet definierte
Operationen zu einem Korper zu machen:

Wie zum Beispiel 22 = —1.
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5. GEOMETRIE IN DER KOMPLEXEN EBENE

Definition 5.1.1 (Der Kérper der komplexen Zahlen). Seien + : R? x R? — R? und
- : R? x R? — R? definiert durch

(o + B
ath= (a2+52>

und

o181 — afa

af= (OqBQ + 01251>

fiir alle o, 8 € R2.

Das Tupel (R? +,-) nennt man den Kérper der komplexen Zahlen. Wenn
man R? mit diesen beiden Verkniipfungen ausstattet, ist es iiblicher, anstelle von R?
die Notation C zu verwenden. Somit notiert man den Korper der komplexen Zahlen
dann mit (C,+,-).

Man kann zeigen:

Proposition 5.1.2. Der Kérper der komplexen Zahlen ist tatsdchlich ein Kérper.
Die neutralen Elemente der Addition und Multiplikation sind

b))

Beweis. Das Uberpriifen der meisten Kérperaxiome ist Routine. Interessant ist in
erster Linie die Existenz von multiplikativ inverse Elementen — dies stellen wir als
Ubungsaufgabe. O

Der in Definition eingefiihrten Notation fiir neutrale Element in Kérpern
folgend schreiben wir fiir das additiv bzw. multiplikativ neutrale Element

0 1
(O) bzw. (0)
kurz 0 bzw. 1.

Mit komplexen Zahlen in der obigen Darstellung zu rechnen, ist recht ungemiit-
lich. Um zu einer besser handhabbaren Darstellung zu gelangen, ist die folgende
Uberlegung hilfreich:

Diskussion 5.1.3. (a) Wenn Sie R als Zahlenstrahl zeichnen, und R? als Ebene,
dann ist es naheliegend, den Zahlenstrahl als Rechtswertachse des Koordina-
tensystems von R? einzuzeichnen. In diesem Sinne kann man R geometrisch als
eine Teilmenge von R? auffassen. Rechnerisch bedeutet dies, dass man jedes
r € R mit dem Tupel
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5.1. Der Korper der komplexen Zahlen

identiﬁziert.ﬂ Wenn man dies tut, dann stellt man fest, dass die Rechenope-
rationen auf R? = C, die in Definition eingefiihrt wurden, genau der
iiblichen Addition und Multiplikation reeller Zahlen entsprechen, wenn man
Sie auf R einschriankt: Fiir alle r, s € R gilt ndmlich

() 6) =)
() ()= ();

dies folgt direkt aus der Definition von 4 und - auf C = R2.

und

Man sagt deshalb auch, dass R ein Teilkoérper von C ist.

Nun fithrt man noch die folgende Notation und Terminologie ein: Man nennt

das Element
. (0
i= <1) cC

die imaginéire Einheit. Sie erfiillt die Gleichung i = —1 (das werden wir in
den Ubungen zeigen).

Mit Hilfe der imagindren Einheit kann man komplexe Zahlen in viel iibersichtli-
cherer Form schreiben. Wenn wir ndmlich wie oben erldutert jede reelle Zahl als
ein Element von R auffassen, dann folgt aus der Definition der Multiplikation
auf C fiir alle o € C die Formel

- (2)-(3) - () 5) e

Die reelle Zahl a7 heifst der Realteil von «, und die reelle Zahl as heifst der
Imaginérteil von a; wir kiirzen Sie mit der Notation

Rea = oy und Ima:= a9

ab.

2Beachten Sie, dass r und das Tupel nicht wirklich gleich sind in dem Sinne, wie wir die Gleich-
heit zweier Tupel definiert haben. Wenn man das, was hier steht, vollig prazise aufschreiben méchte,
muss man eine injektive Abbildung R — R? betrachten, die jedem r € R das entsprechende Tupel in
R? zuweist, und dann iiber sogenannte Einbettungen und Isomorphismen von Kérpern sprechen

— diesen terminologischen und konzeptuellen Aufwand wollen wir an dieser Stelle aber vermeiden,

denn er bringt uns hier nicht wirklich weiter.

Deshalb sind wir lieber ein wenig ungenau und fassen, wann immer wir von den komplexen Zahlen
sprechen — aber wirklich nur dann — R ab sofort als Teilmenge des R? auf.
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Wir kénnen — und werden — also ab sofort jede komplexe Zahl « in der Form
a=Rea+ilma

schreiben. Indem man die {iblichen Rechenregeln in Korpern verwendet und
zudem von der Rechenregel i> = —1 Gebrauch macht, kann man mit dieser
Darstellung komplexer Zahlen bereits recht iibersichtlich rechnen.

Auflerdem ist es somit noch etwas intuitiver, die reellen Zahlen als Teilmenge
der komplexen Zahlen aufzufassen, denn die reellen Zahlen sind somit einfach
diejenigen komplexen Zahl, deren Imaginéarteil gleich 0 ist. Oder anders ausge-
driickt: Jede reelle Zahl r lasst sich in der Form

r=r-4+i0

als komplexe Zahl auffassen.

5.2 Die komplexe Zahlenebene

Daran, wie wir komplexe Zahlen in Abschnitt eingefiihrt haben, sehen Sie, dass
jede komplexe Zahl als ein Punkt der Ebene aufgefasst werden kann. Den Realteil der
Zahl tragt man dabei iiblicher Weise nach rechts an und den Imaginérteil nach oben.
Die Rechtswert-Achse in dieser Ebene ist somit die reelle Achse; sie besteht aus den
reellen Zahlen. Man bezeichnet C deshalb oft auch als komplexe Zahlenebene.
Manchmal spricht man stattdessen — zu Ehren des Mathematikers Carl Friedrich
Gaufs — auch von der Gaufsschen Zahlenebene.

Um mit komplexen Zahlen geometrisch arbeiten zu kénnen, sind einige Konzepte
wichtig, die wir in diesem Abschnitt besprechen.

Definition 5.2.1 (Betrag einer komplexen Zahl). Sei z € C. Die Zahl
2] = v/(Re 2)2 + (Im 2)2 € [0, c0)

heifst der Betrag von z.

Mit Hilfe des Satzes von Pythagoras sehen Sie sofort, dass der Betrag |z| einer
komplexen Zahl z tatséchlich angibt, wie weit z vom Ursprung entfernt ist.

Bemerkung 5.2.2 (Der Betrag einer reellen Zahl). Da jede reelle Zahl r auch eine
komplexe Zahl ist, haben wir in Definition automatisch auch den Betrag von
reellen Zahlen definiert. Es ist wichtig sich klar zu machen, dass diese Definition
mit der Definition des reellen Betrags iibereinstimmt, die sie fiir reelle Zahlen wahr-
scheinlich schon einmal gesehen haben: Fiir jedes r € R gilt wegen Rer = r und
Imr = 0 die Formel

| ) r falls r > 0,
T = T fry
—r falls r < 0.

Insbesondere gilt |r| = r fiir jedes r € [0, c0).
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Bei der Addition zweier komplexer Zahlen addieren sich deren Real- und Imagi-
nérteil. Deshalb kann man die Addition komplexer Zahlen geometrisch als die Ver-
schiebung eines Vektors in der Ebene um einen anderen Vektor interpretieren — so,
wie Sie es fiir Vektoren in R? (und allgemeiner fiir Vektoren aus R") aus der Li-
nearen Algebra gewohnt sind. Wenn man diese Beobachtung mit der Definition des
Betrags kombiniert, kann man einige interessante geometrische Formen leicht mit
Hilfe komplexer Zahlen ausdriicken. Wir illustrieren das an einigen Beispielen:

Beispiele 5.2.3. (a) Die Menge
{zeC]| |2| <1}

ist die Kreisscheibe um den Nullpunkt mit Radius 1; die Randlinie ist in der
Menge enthalten. Man bezeichnet

(b) Die Menge
T:={z€C| |z| =1}

ist die Kreislinie um den Nullpunkt mit Radius 1. Man nennt T auch die
Einheitskreislinie.

(c) Die Menge
{zeC| |z-(1+i)] <2}

ist die Kreisscheibe mit Mittelpunkt 1 + i und Radius 2; die Randlinie ist in
der Menge enthalten.

(d) Die Menge
{zeC| |z—(1+1)] <2}

ist die Kreisscheibe mit Mittelpunkt 1 4+ i und Radius 2, wobei die Randlinie
nicht in der Menge enthalten ist.

(e) Die Menge
{zE(C\ 0§Rez§1und0§1mz§2}

ist die Rechtecksfliche mit Eckpunkten 0, 1,21, 1+ 2i. Alle Randlinien sind in
der Menge enthalten.

Das Konzept in der folgenden Definition ist — insbesondere auch in Kombination
mit dem Betrag komplexer Zahlen — sehr niitzlich.

Definition 5.2.4 (Konjugiert komplexe Zahl). Fiir jedes z = Re z+ilm z € C nennt
man

zZ:=Rez—ilmzeC

die konjugiert komplexe Zahl zu z.
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Geometrisch ist Zz diejenige Zahl in der komplexen Zahlenebene, die entsteht,
wenn man z an der reellen Achse spiegelt. Man beachte, dass fiir jedes komplexe
Zahl z die Gleichheit Z = z gilt.

Um mit komplexen Zahlen effizient rechnen zu konnen, sind eine Reihe von Re-
chenregeln sehr niitzlich. Wir sammeln sie in der folgendes Proposition.

Proposition 5.2.5 (Rechenregeln fiir Betrige und konjugiert komplexe Zahlen).
Seien z, 21,29 € C.

(a) FEs gilt z € R genau dann, wenn z = Z ist.
(b) Es gilt z1 + 2o = Z1 + Z2.

(c)

(d

Es qilt Z1z5 = Z125.
Es gilt z =0 genau dann, wenn Z = 0 gilt. Falls z # 0 ist, gilt m =1/z.

)
() Es gilt |2)* = 2z und |2| = |7|.

(f) Es gilt = =0 genau dann, wenn |z| = 0 ist. Falls z # 0 ist, gilt 1 = Pk

P
(8) Es gilt [z122] = |21] [22]-
(h) Es gilt die sogenannte Dreiecksungleichung |z1 + 23| < |2z1| + |22].
(i) Falls z # 0 ist, gilt |1/z] = 1/ |z|.

Beweis. @“:V’ Sei z € R. Dann ist Imz = 0 und somit Z=Rez —ilmz = Rez =
Rez+4+ilmz = z.

“<=“Seiz=7% Dannist Rez+ilmz=2=2Z=Rez—ilmz, somit 2ilmz =0
und folglich Im z = 0.

und Diese Eigenschaften kann man direkt nachrechnen.

[(d)] Sei z # 0. Dann ist Rez # 0 oder Im z # 0 und somit auch z # 0. Aus [(c)
folgt

\H‘

Z--=z--=1=1

N\H‘

N

und somit folgt die Behauptung, in dem wir durch Z teilen.

Es gilt 22 = (Rez +ilmz)(Rez —iIlmz) = (Rez)? + (Im2)? = |z|>. Die
Gleichung |z| = |z| kann man direkt nachrechnen.

Jeder der beiden Aussagen z = 0 und Z = 0 ist dquivalent zu Rez =Im z = 0,
also sind die beiden Aussagen auch dquivalent zueinander.

Sei nun z # 0 (und somit, wie soeben bewiesen, |z| # 0). Dann ist auch z # 0
und somit
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5.2. Die komplexe Zahlenebene

wobei die zweite Gleichheit aus folgt.

Das folgt leicht aus und @
Zunéchst beachten wir, dass fiir jedes komplexe Zahl z die Ungleichung Re z <

lrez| = \/(Re z)? < |z]| gilt. Damit folgt
Re(2172) < [Re(z172)| < |z172] = [21] [22] = |21] |22]

wobei die erste Gleichheit aus und die zweite Gleichheit aus folgt.
Nun verwenden wir die Abkiirzungen zp = Rezp und yr = Im 2z fiir jedes k €

{1,2}. Dann ist z1 + 22 = (z1 + z2) + i(y1 + y2) und somit

|21 + 22 = (21 + 22)2 + (Y1 + 12)?
= a2+ 2% + 2w + 1 + Y3+ 201y
212 + |22 + 2(z122 + y1y2)
N ———
=Re(z172)

2
< |z + [z + 2] 22| = (|21] + [22])"

Ziehen der Quadratwurzel zeigt nun die Behauptung.

Sei z # 0. Wir wissen bereits aus dass dann auch |z| # 0 gilt. Aufserdem
folgt aus

1 1
N P
z z
Teilen durch |z| liefert die Behauptung. O

Als néchstes wollen wir {iber Winkel in der komplexen Ebene sprechen. In der
Mathematik ist es iiblich, Winkel im Bogenmafs zu messen. Das bedeutet man
schaut sich auf der Einheitkreislinie an, welche Lénge des Kreissegment hat, das zu
einem Winkel gehort und definiert den Winkel im Bogenmaf dann als die Lénge
des Kreissegments. Zum Beispiel hat eine volle Umdrehung den Winkel 27, eine
halbe Umdrehung den Winkel 7 und eine Viertel Umdrehung den Winkel 7/2. Eine
Umdrehung, die im Gradmafs 60 Grad entspricht, entspricht im Bogenmaf 3#

Definition 5.2.6 (Winkel einer komplexen Zahl). Sei z € C* = C\{0}. Wenn man z
mit dem Ursprung verbindet, schliefst die Verbindungslinie mit der positiven reellen
Achse einen Winkel 0 ein — wobei der Winkel von der reellen Achse aus gegen den
Uhrzeigersinn gemessen WirdE|

Wir nennen 6 den Winkel von z oder das Argument von zE|

3Genauer: Wir definieren den Winkel als positive, wenn wir gegen den Uhrzeigersinn messen.
Winkeln, die im Uhrzeigersinn gemessen werden, ordnen wir negative Werte zu.

“Bitte beachten Sie, dass hier wieder einmal ein Begriff iiberladen wird. Die Bezeichnung ,, Argu-
ment“ fiir den Winkel einer komplexen Zahl ist historisch bedingt und darf nicht mit dem Argument
einer Funktion verwechselt werden.
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5. GEOMETRIE IN DER KOMPLEXEN EBENE

Bemerkung 5.2.7 (Nicht-Eindeutigkeit des Winkels). Beachten Sie unbedingt, dass
der Winkel einer komplexen Zahl genau genommen gar nicht eindeutig bestimmt ist —
denn Sie kénnen zu jedem Winkel ein ganzzahliges Vielfaches einer vollen Umdrehung
hinzuzahlen oder abziehen ohne die komplexe Zahl zu verédndern.

Zum Beispiel lasst sich der Zahl i der Winkel /2 oder der Winkel 27 4 7/2 oder
der Winkel 47 + 7/2 oder der Winkel —27 + 7/2 zuordnen.

Um den Winkel eindeutig zu machen, muss man ihn aus einem festen Intervall
der Lénge 27 Wéihlenﬂ Héaufig wihlt man den Winkel einer komplexen Zahl aus dem
Intervall [0,27) oder aus dem Intervall [—m, 7).

Ein faszinierender Aspekt an der Multiplikation komplexer Zahlen ist — neben
der Tatsache i = —1 — dass sie eine geometrische Bedeutung fiir die Winkel der
involvierten Zahlen besitzt. Es gilt ndmlich das folgende Lemma:

Lemma 5.2.8 (Multiplikation von Zahlen auf dem Einheitskreis). Seien a,b € T =
{z € C| |z| =1}, wobei a den Winkel v, und b den Winkel oy, besitzt.
Dann gilt auch ab € T und ab besitzt den Winkel p, + ©p.

Den Beweis fithren wir in der Vorlesung geometrischﬁ Hier im Manuskript geben
wir den Beweis nicht an[]

Es ist wichtig sich klar zu machen, dass jede Zahl in C* durch Angabe ihres
Betrages und ihres Winkel eindeutig beschrieben werden kannﬁ Deshalb erhalten wir,

indem wir Proposition [5.2.5(g)| und Lemma kombinieren, eine rein geometrische
Beschreibung der Multiplikation komplexer Zahlen:

Theorem 5.2.9 (Geometrische Bedeutung der Multiplikation in C). Fir alle von
Null Uerschiedeneﬂ komplexen Zahl z1,z0 € C* gilt:

(a) Man erhdlt den Betrag von zza, indem man die Betrdge von z; und zo multi-
pliziert.

(b) Man erhdlt den Winkel von z1 und zy indem man die Winkel von z1 und zo
addiert.

Beweis. Das haben wir bereits in Proposition [5.2.5(g)| bewiesen.

5Wobei ein Endpunkt im Intervall enthalten seien muss und der andere nicht.

5Wobei wir ihn uns der Einfachkeit halber nur fiir Winkel ¢q, ¢ > 0 ansehen, welche zusammen
nicht mehr als eine Viertel Umdrehung beschreiben. Diese Situation ist recht iibersichtlich und man
kann an ihr bereits gut den bemerkenswerten Zusammenhang zwischen Multiplikation in C und
Addition von Winkeln erkennen.

"Aus dem sehr profanen Grund, dass der Beweis eine recht komplexe Zeichnung beinhaltet und
ich in diesem Moment gerade nicht geniigend Zeit habe um die Zeichnung ordentlich zu TEXen.

8Wiahrend umgekehrt aber der Winkel nicht eindeutig durch die komplexe Zahl bestimmt ist,
wie wir in Bemerkung [5.2.7 besprochen haben.

9Bitte iiberlegen Sie sich: Weshalb nehmen wir in diesem Theorem an, dass z; und z; ungleich
0 sind? Was passiert, wenn eine der beiden Zahlen gleich 0 ist?
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@ Sei 1 der Winkel von z; und ¢ der Winkel von zo. Wir definieren u; =
z1/|z1] und wug = 22/ |z2]. Dann haben u; und ws ebenfalls die Winkel ¢; bezie-
hungsweise @2, weil u; und us nur gestauchte oder gestreckte Versionen von z; und

z9 sind. Auferdem gilt laut Proposition [5.2.5(g)|

1

\ o] | 2
1,
|21

— | = x| — =1
el
und ebenso |ug| = 1, also sind u; und ug beide in T. Laut Lemma ist deshalb
1 + @2 der Winkel von ujug. Zugleich gilt

lur| =

1
217 | = |21]
| 1]

21722 = |Z1\ !22\ uiuz,

das heifst, z1 29 ist ein positives Vielfaches von uius und hat somit denselben Winkel
wie ujus — also den Winkel ¢ + 9. O

Beispiel 5.2.10 (Multiplikation mit i und — i). Die Zahl i besitzt den Winkel 7/2
und den Betrag 1. Wenn man eine Zahl z mit i multipliziert, bleibt also der Betrag
von z erhalten und der Winkel wird um 7 /2 — das heifft, um eine Viertel Drehung
gegen den Uhrzeigersinn — erhoht.

Die Zahl —i wiederum hat den Winkel —7/2 und ebenfalls den Betrag 1. Wenn
man also eine Zahl z mit —i multipliziert, dann bleibt der Betrag der Zahl gleich,
aber die Zahl wird um eine Viertel Drehung im Uhrzeigersinn gedreht.

5.3 Bewegungen in der Ebene

Wenn wir zu einer komplexen Zahl z eine weitere komplexe Zahl b addieren, dann
wir z um b verschoben — denn die Addition von komplexen Zahlen ist genau die
Vektoraddition im R?. Aukerdem wissen Sie aus Theorem folgendes: Wenn wir
z mit einer Zahl a € T multiplizieren, dann wird z um den Winkel von a gedreht
(und der Betrag von z dndert sich nicht wegen |a| = 1.

Kombinationen von Drehungen und Verschiebungen in der komplexen Ebene
nennt man Bewegungen. Lassen Sie uns das in der folgenden Definition sauber
aufschreiben.

Definition 5.3.1 (Bewegungen in C). Eine Funktion f: C — C nennt man eine
Bewegung, falls es ein @ € T und ein b € C gibt derart, dass

f(z)=az+b

fiir alle z € C gilt.
Die Menge aller Bewegungen auf C bezeichnen wir im Folgenden mit Bew(C).

Um das folgendes Resultat zu verstehen, muss man sich zuerst an Beispiel [£.3.]
erinnern: Fiir jedes Menge X ist (S§(X), o) eine Gruppe; dabei bezeichnet S(X) die
Menge der bijektiven Abbildungen X — X und o die Komposition von Abbildungen.
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5. GEOMETRIE IN DER KOMPLEXEN EBENE

Proposition 5.3.2 (Die Bewegungen bilden eine Gruppe). Die Menge Bew(C) der
Bewegungen auf C ist eine Untergruppe von (S(C), o).

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass Bew(C) C S(C) gilt. Sei dazu f € Bew(C). Dann
gibt es komplexe Zahlen a € T und b € C derart, dass f(z) = az + b fir alle z € C
gilt. Wir miissen zeigen, dass f bijektiv ist.

Injektivitdt: Seien z1, z9 € C mit f(z1) = f(22). Dann gilt az; +b = azy +b. Weil
a # 0 ist, folgt daraus z; = zo.

Surjektivitat: Sei y € C. Wir miissen zeigen, dass es ein z € C mit der Eigenschaft
f(z) = y gibt. Wahle dazu z = é(y —b) € C. Dann rechnet man leicht nach, dass
tatsdchlich f(z) =y ist.

Wir priifen nun die Untergruppenaxiome nach:

(UG1) Das neutrale Elemente der Gruppe (S(C), o) ist die identische Abbildung
idc. Sie ist in Bew(C) enthalten, denn fiir alle z € C gilt

ide(2) =2=1-2+0.

(UG2) Seien f1, fo € Bew(C). Dann gibt es komplexe Zahlen aj,as € T und
b1, by € C mit der Eigenschaft

fi(z) = a1z + b und fa(z) = a2z + by
fiir alle z € C. Somit folgt fiir alle z € C
(f2o f1)(2) = a2 fi(z) + ba = az(arz + b1) + by = aza1z + azb1 + bs.

Wegen agay € T und agby 4 by € C ist also auch fs o f1 € Bew(C).

(UG3) Sei f € Bew(C). Dann gibt es komplexe Zahlen a € T und b € C der-
art, dass f(z) = az + b fiir alle z € C gilt. Man kann leicht iiberpriifen, dass die
Umkehrfunktion f~! von f durch die Formel

U =t ob =t (Y

a a a

fiir alle z € C gegeben ist; man beachte hierbei, dass a # 0 gilt, da a € T ist. Wegen
1/a € T ist also auch f~! € Bew(C). O

Beispiel 5.3.3 (Hintereinanderausfiihrung von zwei Bewegungen). Betrachten Sie
die beiden Bewegungen fi, fo: C — C, die durch

filz)=1z+1-1i und fo(z) = —2z+1
gegeben sind. Geometrische tun die beiden Funktionen f; und fo das folgende:

e Die Bewegung f; dreht alle Punkte in der komplexen Ebene zunéchst um eine
Viertel Drehung gegen den Uhrzeigersinn und verschiebt die gedrehten Punkte
anschliefsend um 1 nach rechts und 1 nach unten.
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e Die Bewegung fs dreht alle Punkte in der komplexen Ebene zundchst um eine
halbe DrehungET] und verschiebt die gedrehten Punkte anschlieffend um 1 nach
rechts.

Nun berechnen wir, was die Hintereinanderausfithrungen fs o f| und f; o fo tun: Fir
alle z € C gilt

(foo fi)(z) = fafi(2) =—fi(z) +1=—(z+1—-i)+1=—iz+1i.
und
(fio f2)(z) = fi(fa(z)) =ifa(z) +1—i=i(—2+1)+1—-i=—iz+1.
Das bedeutet:

e Die Funktion fyo fi dreht alle Punkte in der komplexen Ebene zunéchst um eine
Dreiviertel Drehung gegen den UhrzeigersinnE] und verschiebt die gedrehten
Punkte anschliefsend um 1 nach oben.

e Die Funktion fi o fo dreht ebenfalls alle Punkte in der komplexen Ebene zu-
néchst um eine Dreiviertel Drehung gegen den Uhrzeigersinn, verschiebt die
gedrehten Punkte dann allerdings um 1 nach rechts.

Insbesondere ist also f1 o fo # fo o f1. Somit ist die Gruppe (Bew(C),o) nicht
kommutativ.

5.4 Trigonometrische Funktionen und Polarkoordinaten
komplexer Zahlen

Im vorangehenden Abschnitt haben wir bereits diskutiert, dass jede komplexe Zahl z
eindeutig durch ihren Betrag |z| und Thren Winkel bestimmt ist. Den Zusammenhang
zwischen diesen beiden Gréfen und dem Real- und Imaginérteil von z méchten wir
nun noch etwas systematischer untersuchen. Dafiir sind die folgenden Funktionen

hilfreich:

Definition 5.4.1 (Cosinus und Sinus). Sei ¢ € R und sei z € T diejenige Zahl auf
der komplexen Einheitskreislinie mit Winkel (pF_Z] Man nennt die Zahlen

cos(p) == Rez und sin(p) == Im z

den Cosinus und den Sinus von ¢.

10Hier spielt es keine Rolle ob entgegen oder im Uhrzeigersinn. Weshalb spielt das keine Rolle?

" Genauso gut kénnen wir auch sagen: Um eine Viertel Drehung im Umzeigersinn.

12\Wobei wir, wie schon zuvor, den Winkel im Bogenmaf messen — das heifit, der Winkel 27
entspricht einer vollen Umdrehung.
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5. GEOMETRIE IN DER KOMPLEXEN EBENE

Damit haben wir also zwei Funktionen cos: R — R und sin: R — R definiert.
Die folgenden Eigenschaften dieser Funktionen folgen geometrisch sofort aus ihrer
Definition.

Proposition 5.4.2 (Einige Eigenschaften von Cosinus und Sinus). Die Funktionen
cos,sin: R — R besitzen die folgenden Figenschaften:

(a) Fiir alle ¢ € R gilt cos(p) € [—1,1] und sin(p) € [—1,1].

(b) Die beiden Funktionen cos und sin sind 27-periodisch, das heifst, fir alle ¢ € R
und alle n € Z qult

cos(p) = cos(p +n2m) wund sin(yp) = sin(e + n2mw).
(¢) Die Nullstellen der Funktion cos sind genau die Zahlen (n+ 3)m mit n € Z.
Die Nullstellen der Funktion sin sind genau die Zahlen nm mit n € Z.

(d) Die Funktion cos nimmt genau an den Stellen 2mn mit n € Z den Wert 1 an
und ste nimmt genau an den Stellen 2mn + 7 mit n € Z den Wert —1 an.

Die Funktion sin nimmt genau an den Stellen 2mn + 5 mit n € Z den Wert 1

an und nimmt genau an den Stellen 2mn — 5 mit n € Z den Wert —1 an.

(e) Fir alle p € R gilt
cos(—¢) = cos(p) und sin(—¢) = —sin(p).

Wir konnen die Tatsache, dass sich bei der Multiplikation zweier komplexer Zah-
len ihre Winkel addieren, verwenden um das folgende Resultat zu beweisen.

Theorem 5.4.3 (Additionstheorem). Seien 1,2 € R. Dann gilt

cos(p1 + p2) = cos(p1) cos(pz) — sin(p1) sin(p2)
und
sin(p1 + ¢2) = cos(¢1) sin(p2) + sin(p1) cos(p2).

Beweis. Seien 21,29 € T die beiden Zahlen auf der komplexen Einheitskreislinie mit
Winkel 1 und ¢3. Dann hat die Zahl z; 2o laut Theorem den Winkel @1 +2.
Also gilt laut Definition [5.4.0]

cos(p1) = Rezy, cos(pa) =Rezy, cos(pr + ¢2) = Re(z122),
sin(p1) =Imz;, sin(p2) =Imze, sin(e1 + ¢2) = Im(z122).

Somit ist
cos(p1 + p2) +isin(pr + p2) = 2129
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= (cos(ip1) + isin(p1)) (cos(p2) + isin(p2))
= (cos(¢1) cos(p2) — sin(p1) sin(pa)) + 1 (cos(p1) sin(pa) + sin(p1) cos(p2)).

Indem wir Real- und Imaginérteil dieser Gleichung nehmen, erhalten wir die beiden
behaupteten Gleichheiten. O

Als Konsequenz erhalten wir insbesondere den folgenden Zusammenhang zwi-
schen der Cosinus- und der Sinus-Funktion:

Korollar 5.4.4 (Der Cosinus ist ein verschobener Sinus). Fir jedes ¢ € R gilt
) T
sin(¢p + 5) = cos(y).
Beweis. Lassen Sie uns die zweite Formel in Theorem [5.4.3] auf die beiden Winkel
1 = ¢ und s = § anwenden. Dann erhalten wir
sin(¢ + g) = cos(yp) sin(g) + sin(p) Cos(g) = cos(yp),

wobei wir fiir die letzte Gleichheit verwendet haben, dass sin(5) = 1 und cos(5) = 0
gilt. O

Das folgende Resultat ist eine einfache Konsequenz aus der Definition von Cosinus
und Sinus. Aber wegen seiner Wichtigkeit bezeichnen wir es als , Theorem* statt nur
als ,,Proposition”.

Theorem 5.4.5 (Polarkoordinatendarstellung komplexer Zahlen). Sei z € C* mit
Winkel ¢ € R. Dann gilt

z = |z] (cos(y) + isin(p)).
Beweis. Setze u = ﬁ Dann besitzt u ebenfalls den Winkel ¢ und auferdem gilt

|u| =1 und somit v € T. Laut Definition ist somit

ﬁ =u=Reu+ilmu = cos(p) +isin(yp).
z
Multiplizieren dieser Gleichheit mit |z| liefert die behauptete Formel. O
Proposition 5.4.6 (Einige wichtige Werte von Cosinus und Sinus). Die Cosinus und

die Sinusfunktion nehmen an den Stellen in der folgenden Tabelle die angegebenen
Werte an:

@ im Bogenmaf 0 %r %Tr %rr %Tﬂ
¢ im Gradmaf 0° 30° 45° 60° 90°
cos(y) 1 L0
cos(p) (Merkhilfe) % @ g % 4
sin(p) TR
sin(p) (Merkhilfe) | X0 ¥L v2 33 vi
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Beweis. Es geniigt die behaupteten Werte fiir den Cosinus zu beweisen; die Werte
fiir den Sinus folgen dann aus Symmetrieiiberlegungen.

Fiir die einzelnen Werte das Cosinus geben wir in der Vorlesungen geometrische
Beweise an[19] O

Bemerkung 5.4.7 (Tangens). Aus Cosinus und Sinus kann man noch weitere tri-
gonometrische Funktionen bauen. Zum Beispiel ist der Tangens die Funktion

1
tan:R\{(n—i—?w\ neZ}—R,

sin(p)
cos(p)’

Wir besprechen den Tangens an dieser Stelle nicht weiter. Er wird spéter in Analysis
I wieder auftauchen.

In der Vorlesung Analysis I werden Sie noch eine ganze andere Perspektive auf
den Cosinus und den Sinus kennen lernen, in der es nicht nur im geometrische,
sondern auch um analytische Eigenschaften geht.

5.5 Polynomfunktionen und rationale Funktionen

Zum Abschluss von Kapitel 5 sprechen wir noch iiber zwei wichtige Klasse von Funk-
tionen: Polynomfunktionen und rationale Funktionen. Vermutlich kennen Sie solche
Funktionen auf den reellen Zahlen schon aus der Schule. Nun wollen wir auch kom-
plexe Zahlen einsetzen.

Definition 5.5.1 (Polynomfunktion). Eine Funktion f: C — C bezeichnet man als
Polynomfunktion, falls es ein n € N und komplexe Zahlen ayg,...,a, € C gibt
derart, dass

n
f(z) =anz" + an—lzn_l +--tarz+ag = Zakzk
k=0

gilt. In diesem Fall heifsen die Zahlen ay, . . ., a,, Koeffizienten der Polynomfunktion
f. Falls a,, # 0 ist, dann sagen wir, dass f den Grad n besitzt. Falls f = 0 ist (und
es somit keinen Koeffizenten gibt, der # 0 ist), sagen wir, dass f den Grad —oo
besitzt.

Mit Methoden der Analysis (genauer: mit Hilfe der Ableitung von Funktionen)
kann man zeigen, dass Koeffizienten einer Polynomfunktion — und somit auch ihr
Grad — eindeutig bestimmt sind. Man schreibt héufig deg(f) fiir den Grad einer
Polynomfunktion fFE]

13Sollte ich Zeit dafiir finden, trage ich hier im Manuskript die fiir den Beweis notwendigen
Skizzen nach. Das kann ich im Moment aber nicht versprechen.
14Von Englisch ,,degree".
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Beispiele 5.5.2 (Der Grad einiger Polynomfunktionen). (a) Die Polynomfunkti-
on fi: C — C, z+ 23+ 2 — i besitzt den Grad 3.

(b) Die Polynomfunktion fo: C — C, z + 0-2° + 22 + 1 besitzt ebenfalls den Grad
3.

(c) Die Polynomfunktion f3: C — C, z — 2z — 21 besitzt den Grad 1.
(d) Die Polynomfunktion f1: C — C, z — —20 besitzt den Grad 0.
(e) Die Polynomfunktion f5: C — C, z — 0 besitzt den Grad —oo.

Auch fiir Polynomfunktionen gibt es eine Variante des Teilen mit Rests: Die
folgenden Proposition kann man mit Hilfe von Polynomdivision beweisen, die Sie
vermutlich aus der Schule kennen.

Proposition 5.5.3 (Teilen mit Rest fiir Polynomfunktionen). Seien f,q: C — C
Polynomfunktionen mit ¢ # 0. Dann gibt es eine Polynomfunktion c,r: C — C mit
deg(r) < deg(q) derart, dass

fiir alle z € C gilt.

Eine Phénomen, das Sie vermutlich ebenfalls schon einmal in der Schule gesehen
haben, ist, dass es Polynomfunktionen gibt, die keine reelle Nullstelle besitzen.

Beispiel 5.5.4 (Nullstellen in R vs. C). Betrachten Sie die Funktion f : C — C,
2+ 22 + 1. Fiir jede reelle Zahl z gilt f(z) € R und f(z) > 1. Somit gibt es keine
reelle Zahl z mit der Eigenschaft f(z) = 0.

Es gibt allerdings eine komplexe Zahl z mit der Eigenschaft f(z) = 0 — beispiels-
weise die Zahl z =1i.

Wir kénnen sogar noch mehr sagen: Wir alle komplexen Zahlen z gilt ndmlich

fz2)=224+1=(z—1)(z+1).

WEeil ein Produkt in einem Korper genau dann 0 ist, wenn mindestens einer der
Faktoren 0 ist, sehen wir also, dass f(z) = 0 genau dann gilt, wenn z = i oder
z = —1i gilt.

Die Beobachtung aus dem vorangehenden Beispiel lasst sich auf jede andere Po-
lynomfunktionen verallgemeinern. Das ist der Inhalt des folgenden Satzes.

Theorem 5.5.5 (Fundamentalsatz der Algebra). Sei f: C — C eine Polynomfunk-
tion vom Grad n > 1.

(a) Die Funktion f hat mindestens eine Nullstelle in C, das heifst es gibt ein z; € C
mit der Eigenschaft f(z1) = 0.
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(b) Genauer gilt: Es gibt Zahlen a € C und z,. .., z, € C derart, dass
f(z)=a(z—21)(z—22) - -+ (2 — 2p) fir alle z € C

giltm Insbesondere gilt f(z) = 0 genau dann, wenn z eine der Zahlen z1, . .., zy
15t.

Beweis. Diese Aussage ist, trotz des Namens des Satzes, eher ein analytisches
Resultat. Einen Beweis konnen Sie zum Beispiel in einer Analysis- oder einer Funk-
tionentheorie-Vorlesung sehen.

@ Wir beweisen die Behauptung per Induktion iiber n. Fir jedes n € N* sei
A(n) die Aussage ,Fiir jedes Polynomfunktion f: C — C vom Grad n gibt Zahlen
21, ..., 2y derart, dass f(z) = (z — 21) - -+ - (2 — 2zp,) fiir alle z € C gilt.“

Wir zeigen zunéchst, dass A(1) wahr ist. Sei dazu f: C — C eine Polynomfunkti-
on vom Grad 1. Dann gibt es ag, a1 € C mit a; # 0 und derart, dass f(z) = a12+ ap
fiir alle z € C gilt. Setze nun z; := —ap/a;. Dann gilt fiir alle z € C

f(z) =a1(z — =1)

und somit ist A(1) gezeigt.

Nun zeigen wir fir jedes n € N* die Implikation A(n) = A(n + 1). Sei dazu
n € N* beliebig und sei A(n) wahr. Sei f: C — C eine Polynomfunktion vom Grad
n + 1. Laut Aussage @ gibt es eine komplexe Zahl — nennen wir sie z,4+; — mit der
Eigenschaft f(zp+1) = 0.

Betrachten Sie nun die Polynomfunktion ¢: C — C, z — z — z,,41; sie hat Grad
1. Laut Proposition m gibt es Polynomfunktionen ¢,r7: C — C mit deg(r) <
deg(q) = 1 derart, dass

fiir alle z € C gilt. Insbesondere gilt

0= f(2n+1) = c(2n+1)q(2n+1) + r(2nt1) = 7(2n41),

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass ¢(zp+1) = zn+1 — 2n+1 = 0 gilt.
Da r hochstens Grad 1 besitzt, ist r eine konstante Funktion und somit folgt r = 0.
Es ist also

fiir alle z € C. Da f den Grad n+ 1 und ¢ den Grad 1 besitzt, besitzt ¢ den Grad n.
Deshalb folgt aus A(n), dass es Zahlen a € C und z1, ..., z, € C gibt derart, dass

c(z)=(z—2z1) (2 —2zn)

5Man kann sich iibrigens leicht {iberlegen, dass die Zahl a der Koeffizient der Polynomfunktion
f vor dem Term z" ist.

114



5.5. Polynomfunktionen und rationale Funktionen

fiir alle z € C gilt. Also folgt

fir alle z € C. Also ist A(n + 1) wahr.
Aufgrund der Prinzips der vollstdndigen Induktion folgt dass A(n) fiir alle n € N*
wahr ist. Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Bemerkung 5.5.6 (Rationale Funktionen). Unter einer rationalen Funktion ver-
steht man eine Funktion, die ein Quotient zweier Polynomfunktionen ist. Wenn man
das Polynom im Nenner in Linearfaktoren zerlegt — was laut Theorem im-
mer moglich ist — kann man die gréftmogliche Teilmenge von C finden, auf der sich
solch eine rationale Funktion definieren lasst. Wir demonstrieren das kurz an einem
einfachen Beispiel:

Betrachten Sie die Polynomfunktion ¢: C — C, z — 2% — 3z + 2. Wir kénnen
diese Funktion schreiben als ¢(z) = (z — 1)(z — 2) fiir alle z € C. Somit kénnen wir
die rationale Funktion C\ {1,2} — C, z — ﬁ definieren.

Mehr zu rationalen Funktionen werden Sie in verschiedenen Analysis-Vorlesungen
lernen.
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Kapitel 6

Relationen und
Quotientenstrukturen

Einstiegsfragen. (a) Was ist eigentlich eine negative Zahl?

(b) Versuchen Sie die folgende Tabelle zu vervollstandigen:

Tierart | Farbmusterung des Fells

Zebra schwarz-weifs gestreift
Eisbéar einfarbig weifs
Lowin
Tiger
Pferd
Gepard
Hund

Was denken Sie dazu?

6.1 Was ist eine Relation?

Definition 6.1.1 (Relation). Sei X eine Menge. Eine Relation auf X ist eine
Teilmenge R von X x X. Um fiir zwei Elemente z,y € X auszudriicken, dass (z,y) €
R gilt, schreibt man hiufig auch x Ry.

Die auf den ersten Blick etwas merkwiirdige Infix-Notation ,,x R4 in der vorange-
henden Definition wird klarer, wenn man sich zwei typische Beispiele fiir Relationen
auf den reellen Zahlen ansieht:

Beispiele 6.1.2 (Ordnungsrelationen auf R). (a) Betrachten Sie auf R die Rela-
tion

< :={(z,y) € Rx R | z ist kleiner oder gleich y}.
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Fir z,y € R hat dann =z < y die iibliche Bedeutung, die Sie bereits aus der
Schule kennen.

(b) Betrachten Sie auf R die Relation
< ={(z,y) € Rx R | z ist strikt kleiner als y}.

Dann hat fiir x,y € R die Notation x < y ebenfalls die Bedeutung, die Sie fiir
diese Notation bereits aus der Schule kennen.

Die iibliche Ordnung der reellen Zahlen lisst sich axiomatisieren, in dem man die
folgende Klasse von Relationen definiert:

Definition 6.1.3 (Partielle und totale Ordnungen). Sei X eine Menge. Eine Relation
< C X x X nennt man eine partielle Ordnung auf X, falls sie die folgenden
Axiome erfiillt:

(PO1) Reflexivitét: Fiir alle v € X gilt « < x.

(PO2) Anti-Symmetrie: Fiir alle z,y € X gilt folgende Implikation:
(z<yundy<z)=z=y

(PO3) Transitivitat: Fir alle z,y,z € X gilt folgende Implikation: (z < y und
y<z)=>z<z

Wenn zusétzliche das folgende Axiom erfiillt ist, dann nennt man die partielle Ord-
nung < eine totale Ordnung oder eine lineare Ordnung auf X:

(TO) Totalitat: Fiir alle z,y € X gilt x <y oder y < z.
Beispiel 6.1.4 (Die Ordnung auf R). Die Relation < auf Rist eine totale Ordnung.

Beispiel 6.1.5 (Eine partielle Ordnung, die nicht total ist). Lassen Sie uns auf N*
die Relation

| == {(m,n) e N* x N*| m teilt n}
definieren. Dann ist | eine partielle Ordnung, die nicht total ist.

Beweis. Wir iiberpriifen zuerst, dass | die Axiome einer partiellen Ordnung erfiillt:

(PO1) Fiir jedes n € N* gilt, dass n sich selbst teilt, also ist n | n.

(PO2) Seien m,n € N* mit m | n und n | m. Dann gibt es Zahlen a,b € N* mit
n = am und m = bn. Also folgt n = abn, somit ab = 1 und wegen a,b € N* folglich
a =0b=1. Somit ist m = n.

(PO3) Seien ¢,m,n € N* mit £ |m und m | n. Dann gibt es Zahlen a,b € N* mit
m = al und n = bm. Somit ist n = bal, also gilt auch ¢ | n.

Nun zeigen wir noch, dass die partielle Ordnung | nicht total ist: Betrachten Sie
dazu zum Beispiel die Zahlen 2,3 € N*. Dann gilt weder 2|3 noch 3|2. Also ist (TO)
nicht erfiillt. O
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6.2 .Aquh@kmznﬂaﬁonmlund(ﬁthkUnguuxaz/nZ

Definition 6.2.1 (Aquivalenzrelation). Sei X eine Menge. Eine Relation ~ auf X
nennt man eine Aquivalenzrelation, falls sie die folgenden Axiome erfiillt:

(AR1) Reflexivitiit: Fiir alle z € X gilt = ~ z.
(AR2) Symmetrie: Fiir alle 7,y € X gilt
(x~y=y~a)

(AR3) Transitivitit: Fiir alle 2,9,z € X gilt folgende Implikation: (z ~ y und
y~z) =T~z

Beachten Sie, dass sich Aquivalenzrelationen nur in einem Punkt von partiellen
Ordnungen unterscheiden: Im zweiten Axiom verlangt man Symmetrie anstelle von
Anti-Symmetrie. Diese — auf den ersten Blick vielleicht klein erscheinende — Anderung
sorgt aber dafiir, dass Aquivalenzrelationen sich vollig anders verhalten als partielle
Ordnungen.

Wir diskutieren zunéchst ein paar Beispiele.

Beispiele 6.2.2 (Einige Beispiele fiir Aquivalenzrelationen). (a) Sei M die Men-
ge aller Menschen. Fiir alle z,y € M definieren wir  ~ y genau dann, wenn
x gleich grof ist wie y (gemessen in der Kérperhohe). Dann ist ~ eine Aquiva-
lenzrelation auf M.

Beweis. (AR1) Sei x € M. Dann ist  gleich groR wie z, also gilt  ~ .

(AR2) Seien z,y € M mit x ~ y. Dann ist z gleich grof wie y und somit ist y
auch gleich grofs wie z. Also gilt y ~ x.

(AR3) Seien x,y, 2z € M und sei  ~ y und y ~ z. Dann ist 2 gleich grok wie y
und y gleich grofs wie z. Also ist x gleich groke wie z und somit gilt x ~ z. O

(b) Sie n € Z\ {0}. Fiir alle k, ¢ € Z definieren wir k =,, £ genau dann, wenn k — ¢
durch n teilbar ist. Dann ist =, eine Aquivalenzrelation auf Z.

Beweis. (AR1) Sei k € Z. Dann ist k — k = 0 durch n teilbar, also gilt k =,, k.

(AR2) Seien k,¢ € Z mit k =, . Dann ist k — ¢ durch n teilbar. Somit ist
¢ — k = —(k —{) ebenfalls durch n teilbar. Also gilt auch ¢ =, k.

(AR3) Seien j,k,¢ € Z mit j =, k und k =, £. Dann sind j — k und &k — ¢ beide
durch n teilbar. Somit ist

j—t=0G—=k)+k&=10

ebenfalls durch n teilbar, also gilt auch j =, £. O

!Beachten Sie, dass man genau so gut auch fordern kann, dass fiir alle z,y € X die Bedingung
»T ~ Y &y~ x gilt. Weshalb macht das keinen Unterschied?
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(c) Die iibliche Relation < auf R ist keine Aquivalenzrelation.

Es gilt ndmlich zum Beispiel 1 < 2, aber nicht 2 < 1, also ist das Axiom (AR2)
nicht erfillt.

Bemerkungen 6.2.3 (Aquivalenz modulo n). Sei n € Z \ {0}.

(a) Fiir zwei Zahlen k, ¢ € Z schreibt man fiir die Aussage k =, ¢ auch hiufig
E=¢ (mod n)
und spricht dies aus als ,,k ist kongruent zu ¢ modulo n*.

(b) Sei nun zusétzliche n > 0, das heifst n € N*. Dann konnen wir die Notation fiir
das Teilen mit Rest verwenden, die wir in Definition eingefiihrt haben.

Fiir k,¢ € Z ist die Bedingung k =,, £ — oder anders geschrieben: k = ¢ (mod
n) — gleichbedeutend mit Rest(k — ¢,n) = 0.

Fiir jedes k € Z gilt auferdem: Es ist Rest(k,n) diejenige Zahl r € {0,...,n —
1}, fir die k =, r gilt.

Definition 6.2.4 (Aquivalenzklasse). Sei X eine Menge und ~ eine Aquivalenzre-
lation auf X.

(a) Fiir jedes g € X nennt man die Menge
[wo] ={z € X | =~ zo}
die Aquivalenzklasse von g beziiglich der Aquivalenzrelation ~.

(b) Eine Teilmenge M C X nennt man eine Aquivalenzklasse von ~, falls es
ein z9 € X mit der Eigenschaft M = [zg] gibt.

(c) Die Menge aller Aquivalenzklassen von ~ bezeichnet man mit X/ N

Es folgt sofort aus der vorangehenden Definition, dass eine Aquivalenzklasse im-
mer nichtleer ist. Aufserdem hat man die folgende sehr niitzliche Eigenschaft von
Aquivalenzklassen:

Proposition 6.2.5 (Eigenschaften von Aquivalenzklassen). Sei X eine Menge und
~ eine Aquivalenzrelation auf X. Dann ist X die disjunkte Vereinigung aller Aqui-
valenzklassen von ~, das heif§it, es gilt:

(a) Fiir zwei Aquivalenzklassen M,N C X won ~ gilt entweder M = N oder
MNON =0.

(b) Fiir jedes Aquivalenzklasse M C X wvon ~ und jedes Element © € M gilt
M = [z].

?Beachten Sie, dass also X/ ~C P(X) ist.
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(¢c) Fiir zwei Elemente x,y € X gilt [x] = [y] genau dann, wenn x ~ y ist.

(d) Die Menge X ist die Vereinigung aller Aquivalenzklassen von ~, das heifit, es
gilt X = Uprexjn M = Upexlz]-

Beweis. @ Seien M, N C X zwei Aquivalenzklassen von X. Dann gibt es Elemente
xg,r1 € X derart, dass

M =[zp] und N = [z{]

gilt. Wegen (R1) ist insbesondere somit 9 € M und x; € N, also sind M und N
nichtleer. Deshalb kann nicht zugleich M = N und M N N = () gelten. Wir zeigen
nun, dass aber eine dieser beiden Aussagen gilt. Sei dazu M N N # (J; dann gibt es
einy € M N N. Wir miissen M = N zeigen.

“C” Sei x € M. Dann ist x ~ xg. Wegen y € M gilt zugleich y ~ zg und
wegen (AR2) somit xg ~ y. Also folgt aus (AR3), dass  ~ y gilt. Wegen y € N
gilt auRerdem y ~ x1 und nochmalige Anwendung von (AR3) liefert somit z ~ ;.
Somit ist x € N.

“2” Diese Inklusion beweist man genauso wie die vorangehende, nur mit umge-
kehrten Bezeichnungen.

@ Sei M eine Aquivalenzklasse von ~ und = € M. Wegen z € M und z € [z
sind die beiden Aquivalenzklassen M und [z] nicht disjunkt, also stimmen sie laut @
iiberein.

Seien T,y € X.

“=" Sei [x] = [y]. Dann gilt gilt « € [z] = [y] und somit = ~ y.

“<“ Sei x ~ y. Dann gilt € [z] and = € [y]. Also haben die beiden Aquiva-
lenzklassen [z] und [y] nichtleeren Durchschnitt, also folgt aus [(a)] dass [z] = [y]
gilt.

@Die zweite Gleichheit folgt direkt aus . Wir miissen also nur X = (J¢cx Joo M
zeigen.

“O" Sei € Uprex /o M. Dann gibt es eine Aquivalenzklasse M € X/ ~ derart,
dass x € M ist. Wegen M C X folgt x € X.

“C” Sei x € X. Dann ist M := {y € X | y ~ z} eine Aquivalenzklasse von ~ —
das heifst, M € X/ ~ —und es gilt z € M. Also ist x € UMeX/N M. O

Beispiel 6.2.6 (Zerlegung von Z in Aquivalenzklassen modulo nZ). Sei n € N*.
Dann besitzt =,, genau n Aquivalenzklassen, niamlich die Mengen

0]={k€Z| nlk-0}={0+nj| je€Z} =0+nZ,
M ={keZ| n|lk-1}={1+nj| j€Z}=1+nZ,

m—1]=4keZ| nlk—(n—-1)}={(n—1)4+nj| j€Z} = (n—1)+nZ.

Beweis. Die behaupteten Mengengleichheiten folgen direkt aus der Definition von

=,.
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Als n#chstes zeigen wir, dass alle aufgelisteten Aquivalenzklassen verschieden
sind. Seien dazu j,k € {0,1,...,n — 1} mit j # k. Dann ist j — k nicht durch n
teilbar, also gilt nicht j =,, k. Somit ist laut Proposition [6.2.5(c)| [j] # [k].

Nun zeigen wir noch, dass jede Aquivalenzklasse von =,, tatsichlich in der obigen
Liste auftaucht. Sei dazu M eine beliebige Aquivalenzklasse von =,,. Dann gibt es
ein k € Z mit M = [k]. Wenn wir r := Rest(k, n) setzen, ist r € {0,1,...,n—1} und
k — r ist durch n teilbar, das heifit es gilt k =,, r. Somit ist M = [k] = [r]. O

Definition 6.2.7 (Addition auf Z/nZ). Sei n € N*. Wir verwenden die Notation
Z] =p=: Z/nZ und wir definieren eine bindre Operation

+: (Z/n7)* = Z/nZ

folgendermafen: Fiir alle Aquivalenzklassen M, N € Z/nZ wihlen wir beliebige Ele-
mente j € M und k£ € N aus und definieren

M+ N = [j+k].
Kurz gesagt definieren wir also [j] + [k] :== [j + k] fir alle [j], [k] € Z/nZ.

Proposition 6.2.8 (Wohldefiniertheit der Addition auf Z/nZ). Die Abbildung +
aus Deﬁm’tz’on ist wohldefiniert — das heifit, [j+k] hangt nicht davon ab, welches
Element j € M und welches Element k € N wir verwenden.

Bewers. Seien M, N € Z/nZ und seien j,j € M und k,k € N. Dann sind j — j und
k — k durch n teilbar. Daraus folgt, dass

G+k) = G+k) =0 =5+ k—k
auch durch n teilbar ist, also ist [j + k] = [j + k]. O

Proposition 6.2.9 (Z/nZ ist eine Gruppe). Sei n € N* und sei +: (Z/nZ)?* —
Z/nZ die Abbildung aus Definition [6.2.7. Dann ist (Z/nZ,+) eine kommutative
Gruppe.

Beweis. (GO) Seien M, N € Z/nZ. Wegen Definition ist M + N ebenfalls eine
Aquivalenzklasse der Aquivalenzrelation =,, ist, das heifit, es gilt auch M + N €
Z/n.

(G1) Seien L, M,N € Z/nZ. Wéhle Elemente ¢ € L, j € M und k € N; dann
gilt L =[], M = [j] und N = [k]. Somit ist

L+M+N)=[0+ 1+ F) =[]+ +k=[+0G+E)
=+ +k=[+4+ [k =0+ +[K=(L+M)+N,

wobei wir fiir die Gleichheit zwischen der ersten und der zweiten Zeile die Assozia-
tivitat der Addition auf Z benutzt haben.
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(G2) Sei M € Z/nZ. Wir wihlen ein j € M; dann gilt M = [j]. Somit ist
0]+ M =[0]+[j]=[0+j]=]=M
and
M +[0] = [j] +[0] = [j + 0] = [] = M.

Also ist [0] = nZ neutrales Elemente von Z/nZ.
(G3) Sei M € Z/nZ. Wéhle ein j € M; dann gilt M = [j]. Wir setzen nun
N = [—j]. Dann gilt

M+ N =[jl+[=jl =+ (=9)] = [0],

also ist N rechtsinverse zu M.
Kommutativitit: Seien M, N € Z/nZ. Wahle j € M und k € N; dann gilt
[j] = M und [k] = N. Somit ist

M+N=[l+kl=[+kl=Fk+jl=k+[=N+M
womit auch die Kommutativitat bewiesen ist. O

Man nennt die Gruppe (Z/nZ,+) eine Faktorgruppe oder eine Quotienten-
gruppe von Z.

Teil der folgenden Definition kennen Sie bereits auf Aufgabe 2 auf Hausauf-
gabenblatt 10.

Definition 6.2.10 (Gruppenhomomorphismen- und Isomorphismen). Seien (G, 01)
und (G2, 02) Gruppen.

(a) Eine Abbildung ¢: G; — G2 heift Gruppenhomomorphismus, falls ¢(a o;
b) = p(a) o9 p(b) fir alle a,b € Gy gilt.

(b) Eine Abbildung ¢: G1 — G2 heifst Gruppenisomorphismus, wenn ¢ bijek-
tiv und ein Gruppenhomomorphismus ist.

Aus Aufgabe 2(d) auf Hausaufgabenblatt wissen Sie, dass die Umkehrabbildung
eines Gruppenisomorphismus ebenfalls ein Gruppenhomomorphismus — und somit
wegen ihrer Bijektivitdt auch ein Gruppenisomorphismus — ist. Anschaulich ist ein
Gruppenisomorphismus deshalb eine Abbildung, die in beide Richtungen die Grup-
penstruktur erhélt. Wenn es zwischen zwei Gruppen (Gp,01) und (Gg,02) einen
Gruppenisomorphismus gibt — man nennt sie dann isomorph —, heifst das also in-
tuitiv, dass sie sich in ihren algebraischen Eigenschaften nicht unterscheiden.

Wir zeigen nun, dass soeben eingefiihrte Gruppe Z/nZ isomorph zu einer Gruppe
ist, die sie bereits kennen:

Proposition 6.2.11 (Isomorphie der Gruppen Z,, und Z/nZ). Sein € N* und sei
@i Lp, — Z/nZ gegeben durch o(k) = [k] = k +nZ fir alle k € Z, = {0,...,n—1}.
Dann ist ¢ ein Gruppenisomorphismus von (Zy,,®) nach (Z/nZ,+).
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Beweis. Wir zeigen zuerst, dass ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist. Seien dazu
Jk€Z,=1{0,1,...,n—1}. Dann ist j®k = Rest(j+k,n) und somit ist j+k—(jBk)
durch n teilbar. Also gilt j + k =, j @ k, das heifst, die beiden ganzen Zahlen j + k
und j @ k besitzen beziiglich der Aquivalenzrelation =,, dieselbe Aquivalenzklasse.
Somit gilt

(i@ k) =[j @k =[j+k =[]+ [k = ¢(j) + (k).

Als néchstes zeigen wir, dass ¢ injektiv ist: Seien j,k € Z, und ¢(j) = (k).
Dann gilt [j] = [k], also j =, k, das heifst, die Differenz j — k ist durch n teilbar.
Weil j — k in der Menge {—(n —1),...,—1,0,1,...,n — 1} liegt, folgt daraus, dass
j — k =0 ist, das heifst, es gilt j = k.

Nun zeigen wir noch die Surjektivitdt von ¢: Die Menge Z, = {0,1,...,n —
1} besitzt genau n Elemente. Laut Beispiel besitzt Z/nZ ebenfalls genau n
Elemente. Deshalb impliziert die bereits bewiesene Injektivitdt der Funktion ¢ :
Zy — 7/nT, dass die Funktion auch surjektiv ist. O

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir noch besprechen, was Aquivalenzre-
lationen mit Quotientenvektorrdumen aus der Linearen Algebra zu tun haben.

Definition 6.2.12 (Gleichheit modulo eines Untervektorraums). Sei V' ein Vek-
torraum iiber einem Korper K und sei U C V eine Untervektorraum von V. Wir
definieren eine Relation =y auf V folgendermafen: Fir alle v,vy € V sei v1 =y v
genau dann, wenn vy — v € U gilt.

Proposition 6.2.13 (Die Aquivalenzklassen der Gleichheit modulo eines Untervek-
torraums). Sei V' ein Vektorraum tber einem Korper K und sei U C V' eine Unter-
vektorraum von V. Die Relation =y aus Deﬁmtion ist eine Aquivalenzrelation
auf V und fiir jedes v € V ist die Aquivalenzklasse von v gegeben durch

v={v+u| uelU}=v+U.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass = die Axiome einer Aquivalenzrelation erfiillt.

(AR1) Sei v € V. Dann gilt v —v = 0 € U, da U ein Untervektorraum von V ist.
Somit ist v =y v.

(AR2) Seien v1,v9 € V mit v1 =y ve. Dann gilt v1 — vy € U. Somit ist vy — vy =
—(v1 —v2) = (—1) - (v1 —v2) € U, da U ein Untervektorraum und —1 € K ist. Also
gilt auch vo =y v;.

(AR3) Seien v1,v9,v3 € V mit v1 =y v2 und vo =y v3. Dann gilt v; — v € U
und ve — v € U und somit folgt

v —vg = (v —v2) + (v2 —w3) € U,

also ist auch v =y vs.
Nun berechnen wir noch die Aquivalenzklassen von =g. Sei v € V. Wir wollen
[v] ={v+u| ue U} zeigen.

124



6.3. Konstruktion der ganzen Zahlen

“C” Sei w € [v]. Dann gilt w =y v. Deshalb ist w —v € U. u := w — v definieren,
ist also u € U und v = v + w.

“D” Betrachten wir nun ein Element w der rechtsstehenden Menge; es ist von der
Form w = v + u fiir ein v € U. Somit ist w —v = u € U, also gilt w =y v und
deshalb w € [v]. O

Definition 6.2.14 (Quotientenvektorraum). Sei V' ein Vektorraum iiber einem Kor-
per K und sei U C V eine Untervektorraum von V. Dann setzt man V/U = V/ =.
Man definiert Abbildungen +: (V/U)? — V/U und - : K x (V/U) — V/U durch

[v1] + [v2] = [v1 + v2],
Av] =[]

fiir alle v1,vo,v € V und alle A € K.

Das Tupel (V/U, +, -) nennt man den Quotientenvektorraum von V modulo
U.

Proposition 6.2.15 (Wohldefiniertheit der Verkniipfungen auf Quotientenvektor-
raumen). Sei V' ein Vektorraum iber einem Kéorper K und sei U C V' eine Untervek-
torraum von V. Die Abbildungen + und - aus Definition sind wohldefiniert.

Beweis. Seien vy, ve, 01,02 € V mit [v1] = [01] und [va] = [02]. Dann gilt v; — 01 € U
und v — 9 € U und somit

(v1 +v2) = (U1 + 02) = (v1 — V1) + (v2 — V2) € U,

das U ein Untervektorraum von V ist. Also ist [v] + va] = [0 + ¥2]. n
Seien nun v, v € V und A € K mit [v] = [0]. Dann ist v — 0 € U und somit folgt

A== Av—0) €U,
da U ein Untervektorraum von V ist. Also folgt [Av] = [A7]. O

Proposition 6.2.16 (Quotientvektorrdume sind tatséchlich Vektorrdume). Sei V'
ein Vektorraum tber einem Kérper K und sei U C V' eine Untervektorraum von V.
Dann ist der Quotientenvektorraum (V/U,+,-) aus Definition |6.2.14) tatsdchlich ein

Vektorraum.

Beweis. Man kann direkt nachrechnen, dass alle Vektorraumaxiome erfiillt sind. Wir
verzichten an dieser Stelle auf die Details. O]

6.3 Konstruktion der ganzen Zahlen

In diesem Abschnitt wollen wir diskutieren, wie man die ganzen Zahlen konstruieren
und ihre Rechenregeln beweisen kann, wenn man schon die natiirlichen Zahlen N mit
den dazugehorigen Rechenregeln zur Verfiigung hat. Im Prinzip kénnte man zu jeder
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6. RELATIONEN UND QUOTIENTENSTRUKTUREN

Zahl n € N* einfach eine weitere Zahl —n definieren, wobei man das Minus an dieser
Stelle zunéchst nur als ein Symbol auffasst. Dann kann man

Z=NU{-n| neN}

definieren und auf dieser Menge eine Addition und eine Multiplikation einfiihren. Das
ist allerdings sehr miithsam und uniibersichtlich: Allein zur Definition der Summe j+k
zweier ganzer Zahlen j, k € Z muss man sechs Félle unterscheiden:

o Fall 1: Es gilt j,k € N.

In diesem Fall ist j + k als die Summe zweier Zahlen aus N bereits definiert.

o Full 2: Es gilt j = —m und k = —n fiir zwei Zahlen m,n € N*.
In diesem Fall setzt man j + k = —(m + n).

o Fall 3a: Es gilt j € Nund k = —n fiir ein n € N* und es gilt n < j.

In diesem Fall setzt man j + k= j —n.

o Fall 3b: Es gilt j € Nund k = —n fiir ein n € N* und es gilt n > j.
In diesem Fall setzt man j + k = —(n — j).

o Fall 4a: Es gilt k € N und j = —m fiir ein m € N* und es gilt m < k.

In diesem Fall setzt man j + k =k — m.

o Fall 4b: Es gilt k € Nund j = —m fiir ein m € N* und es gilt m > k.
In diesem Fall setzt man j + k == —(m — k).

Sie kénnen sich leicht vorstellen, das es eine furchtbare Aufgabe ist, mit dieser Defi-
nition beispielsweise das Assoziativgesetz der Addition nachzupriifen.

Erfreulicherweise gibt es eine andere Moglichkeit, die ganzen Zahlen zu konstru-
ieren, die etwas abstrakter aber dafiir viel effizienter ist — man verwendet Aquivalenz-
relationen! Die Grundidee ist folgendermafsen: Man will jede ganzen Zahl schreiben
als die Differenz a — b von zwei Zahlen a, b € N. Die beiden Daten a, b legen die ganze
Zahl a — b eindeutig fest. Also definiert man einfach die ganze Zahl, die man sich als
a — b vorstellt als das Tupel (a, b).

Problematisch ist dabei nur, dass man es verschiedene Tupel gibt, die dieselbe
ganze Zahl reprasentieren — denn es gilt ja zum Beispiel 3 — 6 = 4 — 7. Also muss
man die beiden Tupel (3,6) und (4,7) als dieselbe ganze Zahl behandeln. Ebenso
gilt zum Beispiel 9 —2 = 13 — 11, also muss man die beiden Tupel (9,2) und (13,11)
als dieselbe ganze Zahl behandeln. Zwei Tupel (a,b) und (&,b) in N? fasst man also
dann also dieselbe ganze Zahl auf, wenn a + b = b+ @ gilt. Das definieren wir jetzt
formal:
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6.3. Konstruktion der ganzen Zahlen

Proposition und Definition 6.3.1 (Ganze Zahlen als Aquivalenzklassen in N2).
Wir definieren auf N? die Relation ~ folgendermafSen: Fiir ai,as,bi,by € N setzen
wir (a1, az) ~ (b1,b2) genau dann, wenn aj + by = by + ag gilt.

Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation auf N2. Man setzt 7. == N2/ ~ und nennt Z
die Menge der ganzen Zahlen.

Beweis. (AR1) Sei (a1, a2) € N2 Wegen a; + as = a1 + as gilt (a1,a2) ~ (ay,as).
(AR2) Seien (a1, az) und (b1, by) in N? mit (a1, az) ~ (b1, be). Dann gilt aj +by =
b1 + ag. Somit ist auch by + ag = aj + be, also (b1, b2) ~ (a1, a2).
(AR3) Seien (a1, as2), (by,b) und (c1,co) Elemente von N? und gelte (a1, as) ~
(b1,b2) und (b1, b2) ~ (c1,c2). Dann ist a1 +be = by 4+ ag und by + ¢y = ¢1 + be. Durch
Addition dieser beiden Gleichungen erhélt man

a1 +ba+by+co=0b1+ax+c1 + by
und somit a; + c2 = ¢1 + ag. Also ist (a1, a2) ~ (c1, b2). O

Proposition und Definition 6.3.2 (Addition der ganzen Zahlen). Sei ~ die Aqui-
valenzrelation auf N? aus Proposition und Definition|6.3.1 AufZ = N?/ ~ definieren
wir eine bindre Verknipfung +: Z — Z durch

[(a1, a2)] + [(b1, b2)] = [(a1 + b1, @z + b)]
fiir alle (a1, az) und (by,be) in N2. Dann ist + wohldefiniert.

Beweis. Seien (al,ag),(&1,&2),(b1,b2),(l~)1,l~92) € N? mit [(al,(}g)] = [(a1,az)] und

[(b1,b2)] = [(b1,b2)]. Dann gilt a1 4+ @ = a1 + az und by + by = by + by. Durch
Addition dieser beiden Gleichungen folgt

(a1 + by) + (G + by) = (@1 + b1) + (az + bo).

Somit ist [(a1 + by,as + bQ)] = [(&1, 51, as + 52)} O

Proposition 6.3.3 (Die additive Gruppe der ganzen Zahlen). Es ist (Z,+) eine
kommutative Gruppe.

Beweis. (G0) Fiir Aquivalenzklassen [(a1,az)] und [(by,be)] aus Z = N2/ ~ ist auch
[(a1,a2)] + [(b1,b2)] = [(a1 + b1, a2 + bo)] € N?/ ~=Z.
(Gl) Seien [(al, (12)], [(bl, bQ)}, [(Cl, CQ)] € N2/ ~= 7. Dann gilt

([(m,ag)] + [(b1, 62)]) + [(e1,e2)] =

ay + b1, az + b2)] + [(c1, c2)]

(a1 +b1) + c1, (ag + b2) + 02)]
ai + (b1 + 1), a2 + (b2 + c2))]
a1, az)] + [(b1 + c1, b2 + c2)]

araz)] + ([(b1,b2)] + [(e1,e2)]).

~—~~ N I~ N
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6. RELATIONEN UND QUOTIENTENSTRUKTUREN

wobei die dritte Gleichheit aus der Assoziativitdt der Addition auf N folgt.
(GO) Fiir alle [(a1,a2)] € Z = N2/ ~ gilt

[(a1,a2)] 4+ [(0,0)] = [(a1 + 0, a2 + 0)] = [(a1, a2)]
und

[(0,0)] + [(a1,a2)] = [(0 + a1,0 + a2)] = [(a1,a2)],

wobei wir verwendet haben, dass 0 neutrales Elemente der Addition auf N ist. Somit
ist [(0,0)] neutrales Elemente der Verkniipfung + auf Z.
(G3) Seien [(a1,a2)] € Z = N?/ ~. Dann gilt

[(a1,a2)] + [(az,a1)] = [(a1 + a2, a2 + a1)] = [(a1 + a2, a1 + az)] = [(0,0)]

wobei die letzte Gleichheit daraus folgt, dass fiir jedes @ € N wegen a +0 =0+ a
die Tupel (a,a) und (0,0) dquivalent sind. Also ist [(a2,a1)] € Z rechtsinvers zu

(a1, az)].
Kommutativitit: Seien [(ay,az),[(b1,b2)]] € Z = N?/ ~. Dann gilt

[(a1,a2)] + [(b1,b2)] = [(a1 + b1, a2 + ba)] = [(b1 + a2, b2 + a2)] = [(b1, b2)] + [(a1, az2)],
wobei die mittlere Gleichheit aus der Kommutativitdt der Addition auf N folgt. [

Die vorangehenden Konstruktionen zeigen, wie man die ganzen Zahlen und die
Addition auf ihnen konstruieren und die zugehorigen Rechenregeln zeigen kann, wenn
man die natiirlichen Zahlen und ihre Addition sowie die zugehorigen Rechenregeln
bereits zur Verfiigung hat. Ebenso kann man auch mit der Multiplikation vorgehen,
worauf wir aber an dieser Stelle verzichten.

Zuletzt merken wir noch an, dass man, sobald man Z mit der zugehorigen Ad-
dition und Multiplikation definiert hat, auch den Kérper der rationalen Zahlen kon-
struieren kann, indem man eine dhnliche Vorgehensweise mit einer geeigneten Aqui-
valenzrelation verwendet.

128



Appendices

129






Anhang A

Griechisches Alphabet

In der Mathemathik benutzt man haufig griechische Buchstaben als Variablennamen.
Falls Sie einmal einen griechischen Buchstaben lesen oder héren, den Sie nicht kennen,
kénnen Sie ihn zum Beispiel in folgender Tabelle nachlesen.

Kleinbuchstabe Grofsbuchstabe Name
Alpha
Beta
Gamma,
Delta
Epsilon
Zeta
Eta
Theta
Tota
Kappa
Lambda
My
Ny
Xi
Omikron
Pi
Rho
Sigma
Tau
Ypsilon
Phi
Chi
Psi
Omega

>
<

)
IS

<

AS)
EL€X 39 " HoMIT T > & - M) 2 ®O
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