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¢ Es handelt sich um den vorliufig fertigen Stand des Manuskriptes.!

* Datum dieses vorlaufig fertigen Standes: 26. August 2020

Worlaufig deshalb, weil das Manuskript womdglich noch aktualisiert wird, wenn mir eine
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Aufbau

Der Aufbau des Manuskripts ist einfach:

* Nummerierung von Abschnitten: Es ist unterteilt in Kapitel (numme-
riert als 1, 2, ...), und jedes Kapitel ist unterteilt in Abschnitte (numme-
riertals 1.1, 1.2, ...).

* Nummerierung von Umgebungen: Definitionen, Sitze, Bemerkungen,
usw. sind innerhalb der Abschnitte mit einer gemeinsamen Nummer
durchlaufend nummeriert.

* Einstiegsfragen: Am Anfang jedes Kapitels finden Sie eine Liste mit
Fragen zum Einstieg; sie dienen zur Motivation des Stoffes in diesem
Kapitel.

Bitte lesen Sie diese Fragen jeweils in Ruhe durch und denken Sie ein
wenig dartiber nach. Dies wird Thnen beim Verstandnis und der Einord-
nung des Stoffes helfen.

* Aufgaben: Im Text sind immer wieder kleine Aufgaben eingestreut. Die-
se Aufgaben tauchen nicht auf den Ubungsblitter auf; sie sind meist sehr
kurz und sind als Verstandnishilfe beim Nachbereiten der Vorlesung
gedacht.

Nehmen Sie sich bitte beim Lesen des Manuskripts die Zeit um diese
Aufgaben zu bearbeiten, denn dies wird Thnen das Verstandnis des
Stoffes erleichtern.

* Weitere Literatur: Am Ende vieler Abschnitte finden Sie einen Absatz
mit der Bezeichnung Literaturstellen und verwandte Ergebnisse; dort wer-
den verschiedene Abschnitte in Biichern vorgeschlagen, in denen der
Stoff des Abschnitts noch weiter oder tiefer behandelt wird.

* Erginzungen: Am Ende jedes Kapitels steht ein Abschnitt mit dem Titel
Erganzungen. In diesen Abschnitten finden Sie Zusatzinformationen, die
nicht Teil des Vorlesungsstoffes sind und auch nicht in der Vorlesung
behandelt werden.

vii



BENUTZUNGSANLEITUNG: WIE VERWENDE ICH DIESES MANUSKRIPT?

viii

Diese Erganzungen konnen Ihnen aber beim Verstandnis helfen oder
Ihre Neugier auf weitere verwandte Themen wecken. Bitte entscheiden
Sie selbst, welche Erganzungen Sie lesen mochten und welche nicht.

Anhang: Am Ende des Manuskripts befindet sich ein Anhang aus meh-
reren Kapiteln (nummeriert als A, B, ...). Dort werden Konzepte und
Resultate aus anderen Vorlesungen wiederholt, die fiir die Behandlung
von Gewdohnlichen Differentialgleichungen wichtig sind.

Biografische Informationen: Wenn im Text der Names eines Mathe-
matikers oder einer Mathematikerin auftaucht, finden Sie eine kurze
Information zu dieser Person in einer Fuflnote. Der Name der Person
ist in vielen dieser FuSnoten zu einem Eintrag im MacTutor History of
Mathematics Archive verlinkt; wenn Sie auf den Namen klicken, kon-
nen Sie biografische Informationen zur Person in diesem Online-Archiv
nachlesen.

Direkter Link zum MacTutor Archive: Bitter hier klicken.

Dies ist ein Vorlesungsmanuskript

Die Betonung beim Begriff Vorlesungsmanuskript liegt auf Vorlesung (im Som-
mersemester 2020 aber etwas weniger als sonst). Dies bedeutet:

* Nehmen Sie an der Vorlesung teil.

In der speziellen Epidemie-Situation im Sommersemster 2020 bedeutet
dies konkreter: Sehen Sie sich die Vorlesungsvideos an — moglichst
konzentriert und ohne Ablenkung.

¢ Mindestens genauso wichtig: Bearbeiten Sie die Ubungsaufgaben und

geben Sie Ihre Losungen zur Korrektur ab.

* Wenn Sie Fragen haben: Kontaktieren Sie mich gerne und fragen Sie!

Achtung: Fehler!

Dieses Manuskript enthalt mit an Sicherheit grenzender Wahrscheinlichkeit
Fehler. Mit hoher Wahrscheinlichkeit enthélt es sogar viele Fehler.

* Wenn Sie glauben, einen Fehler entdeckt zu haben: Geben Sie mir bitte

Bescheid (wirklich!), am einfachsten per E-Mail.

* E-Mail-Adresse: jochen.glueck@uni-passau.de


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/

Fragen zum Einstieg.

(a) Warum wachst eine Bakterienpopulation in einer Petrischale exponenti-
ell, solange die Population noch klein ist?

(b) Welche Form kann eine Satellitenbahn haben? Woran liegt das?

(c) Das Kohlenstoff-Isotop C14 ist radioaktiv und hat eine Halbwertszeit
von ca. 5700 Jahren. Wenn Sie ein Mikrogramm C14 betrachten, wie
viel davon ist nach 1000 Jahren noch tibrig?

(d) Suchen Sie im Internet nach dem Begriff C14-Methode'.

1.1 Eine erste Begriffsklirung

In quantitativen Wissenschaften betrachtet man sehr haufig Groflen, die sich
mit der Zeit andern — z.B. Ortsangaben in der Physik, Konzentrationen in der
Chemie, Populationsgrofien in der Biologie, Aktienkurse in der Finanzmathe-
matik, usw. Wenn wir solch eine Grofie mit dem Symbol x bezeichnen und
die Zeit mit ¢, dann ist x also eine Funktion, die von der Variablen t abhéngt.

In vielen Modellen ist es unmoglich, die Funktion x ad hoc zu bestimmen.
Betrachten Sie zum Beispiel die folgenden — sehr einfachen — Modelle, die den
Einstiegsfragen zu diesem Kapitel entnommen sind:

Beispiele 1.1.1.  (a) Sei b die Anzahl Bakterien in einer Petrischalen-Kultur.
Welche Form hat die von der Zeit abhangige Funktion b?

(b) Es bezeichne x(t) € R3 die Position eines Satelliten zum Zeitpunkt ¢ (in
diesem Fall ist x(t) also nicht eine einzelne Grofle, sondern ein Vektor,
der aus drei Groflen besteht). Wenn Sie den Ort x(0) sowie die Geschwin-
digkeit zum Zeitpunkt 0 kennen, woher wissen Sie dann, wo sich der
Satellit zum Zeitpunkt ¢ befinden wird?

(c) Es bezeichne k die Konzentration des Isotops C14 in der gesamten
Kohlenstoffmenge einer archaologischen Probe. Wie hangt k von der
Zeit t ab?

L Auch Radiokarbonmethode, entwickelt vom US-amerikanischen Chemiker Willard Libby
(1908 — 1980), der dafiir 1960 mit dem Nobelpreis fiir Chemie ausgezeichnet wurde.
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1. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN — WAS UND WOZU?

Wihrend es in vielen — erst recht in komplizierteren — Situationen nicht
moglich ist, ad hoc zu erkennen, von welcher Gestalt die gesuchte Funktion
sein muss, ist es andererseits sehr oft moglich einen Zusammenhang zwischen
der GroRe und ihrer zeitlichen Anderung, d.h. ihrer Ableitung, anzugeben.
Um dies zu veranschaulichen, betrachten wir wieder die drei Situationen aus
den Beispielen 1.1.1:

Beispiele 1.1.2.  (a) Bakterien vermehren sich durch Zellteilung, und so-

lange sie gentigend Ressourcen und Platz zur Verfiigung haben und die
Rahmenbedingungen sich nicht dandern, tun sich dies mit einer festen
Rate. Deshalb ist es sinnvoll anzunehmen, dass die Zunahme der Bakte-
rienanzahl, d.h. die Ableitung b(t), proportional zur Anzahl der bereits
vorhandenen Bakterien ist.

Dies bedeutet, dass es eine reelle Zahl ¢ > 0 gibt mit der Eigenschaft
b(t) = cb(t).

Diese Gleichung ist plausibel, solange die Anzahl der Bakterien nicht
zu grof3 ist — denn wenn die Petrischale sich fiillt, bleiben nicht mehr
genugend Ressourcen um die Reproduktionsrate aufrecht zu erhalten.

In der klassischen Mechanik gelten die sogenannten Newtonschen Bewe-
gungsgleichungen: Sie besagen, dass die Beschleunigung a, die ein Objekt
erfahrt, multipliziert mit seiner Masse m gleich der Kraft F ist, die auf
das Objekt wird, d.h. es gilt ma = F.

Weil x(t) die Position des Satelliten zum Zeitpunkt ¢ ist, ist seine Ge-
schwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ gleich der Ableitung x(¢) und seine Be-
schleunigung a gleich der zweiten Ableitung %(t). Es gilt also mx(t) = F.

Die Gravitationskraft, die auf einen Satelliten wirkt hangt aber von einer
aktuellen position ab — sie nimmt zum Beispiel ab, wenn der Satellit
sich weiter von der Erde entfernt. Das heifit, F ist in Wirklichkeit eine
Funktion, die von der aktuellen Position des Satelliten abhangt. Somit
erhalten wir insgesamt die Gleichung

fur die Position des Satelliten. (In der Physik ist eine genaue Formel fiir
F(x(t)) bekannt — Sie konnen diese unter dem Stichwort Newtonsches
Gravitationsgesetz nachlesen.)

Aus der Theorie des radioaktiven Zerfalls weifd man, dass ein C14-Atom
(ebenso wie jedes andere radioaktive Atom) in einem vorgegebenen
Zeitraum mit einer festen Wahrscheinlichkeit zerfillt. Also ist die Rate



1.1. Eine erste Begriffsklarung

mit der die Konzentration k(t) abnimmt — d.h. die negative Ableitung
—k(t) - direkt proportional zur momentanen Konzentration k(t). Es gibt
also eine Zahl ¢ > 0 so, dass die Gleichung

—k(t) = ck(t)
gilt.
Ein paar Kommentare zur Notation sind an dieser Stelle angebracht:

Bemerkungen 1.1.3. (a) Fur die Ableitung einer Funktion x : R — R (oder
allgemeiner: einer Funktion x : R — R?) gibt es verschiedene Notationen.
In der Analysis 1 wird oft die Notation x’ fiir die Ableitung der Funktion
x eingefiihrt. In der Physik und in der Theorie der Differentialgleichun-
gen ist auch die Notation x sehr tiblich — inbesondere, wenn die Variable,
von der x abhangt anschaulich als Zeit interpretiert wird.

Sie konnen grundsatzlich beiden Notationen verwenden, und Sie sollten
auch beide Notationen kennen.

(b) Lassen Sie sich nicht durch die Notation verwirren:

In der Analysis I werden Funktionen haufig als f,g,h,... bezeichnet,
und die Variablen werden auf mit x, v, z,... oder x1,x;,x3,... bezeichnet.

In der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen werden die
gesuchten Funktionen oft (aber natiirlich nicht immer) mit x bezeichnet,
und die Variable mit . Der Grund dafur ist, dass die Variable in vielen
Anwendungen (wie in den Beispielen 1.1.2) die Zeit darstellt.

Wenn man iiber konkrete Anwendungen spricht (wie in obigen Bei-
spielen) ist es oft sinnvoll die gesuchte Funktion statt mit x mit einem
Buchstaben zu bezeichnen, der aufgrund der konkreten Anwendung
naheliegt — z.B. mit eine b fiir die Bakterienanzahl oder einem k fiir die
Konzentration.

An den Beispielen 1.1.2 erkannt man folgendes: Die Beschreibung einer
zeitabhangigen Grofie x passiert in vielen Modellen nicht, indem man direkt
eine Formel fiir x angibt. Stattdessen findet man haufig eine Gleichung fir den
Zusammenhang zwischen x und ihrer Ableitung x (oder auch ihren héheren
Ableitungen wie z.B. X).

Eine solche Gleichung bezeichnet man als Differentialgleichung. Lassen Sie
uns dies noch einmal in einer (vorerst etwas vagen) Definition festhalten:

Definition 1.1.4 (Differentialgleichung — erster Definitionsversuch). Eine
Differentialgleichung ist eine Gleichung fur eine Funktion x, die einen Zusam-
menhang zwischen x und den Ableitungen von x herstellt.



1. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN — WAS UND WOZU?

Die Funktion x wird hierbei als Unbekannte — d.h. als das gesuchte Objekt
— aufgefasst.

Aus den Beispielen 1.1.2 kann man noch weitere wichtige Erkenntnisse
gewinnen:

* Wenn man x(t) zu einem Zeitpunkt (oder zu allen Zeitpunkten) berech-
nen will, muss man also die gegebene Differentialgleichung 16sen.

* Situationen, die aus unterschiedlichen Wissenschaften stammen und
die auf den ersten Blick sehr verschieden wirken, konnen manchmal mit
dergleichen oder einer sehr dhnlichen Differentialgleichung beschrieben
werden. Zum Beispiel unterschieden sich die Differentialgleichungen

b(t) = cb(t) und —k(t) = ck(t)
in den Beispielen 1.1.2(a) und (c) nur durch ein Vorzeichen.

* Um eine Differentialgleichung fiir eine Grofle herzuleiten, benotigt
man ein Verstdndnis des zugrundliegenden wissenschaftlichen Fach-
gebiets: Fur die Gleichung der Bakterienanzahl muss man zumindest
grob wissen, wie Bakterien sich vermehren; um die Gleichung fur die
Satellitenposition herleiten zu konnen, muss man die Newtonschen
Bewegungsgleichungen kennen (und damit man mit der Gleichung kon-
kret rechnen kann, benétigt man auflerdem eine Formel fir F(x(t)) —
diese Formel, die oben nicht exlizit angegeben wurde, stammt aus der
Gravitationstheorie).

* Differentialgleichungen enthalten hdufig sogenannte Parameter, die von
der genauen Situation abhdngen, die man betrachtet.

In Beispiel 1.1.2(a) wird der Parameter ¢ unter anderem von der Art des
Bakteriums abhangen, von der Nahrstoffkonzentration in der Petrischale
und von der Temperatur.

In Beispiel 1.1.2(c) hangt der Parameter ¢ davon ab, welches radioaktive
Isotop man betrachtet: Er hat fiir das Kohlenstoff-Isotop C14 einen vollig
anderen Wert als zum Beispiel fur das Plutonium-Isotop Pu239.

Die Parameter miissen in konkreten Anwendungen durch Messung und
durch statistische Verfahren bestimmt werden.

* In konkreten Anwendungen sind Differentialgleichungen ein Teil von
Modellen — damit unterliegen Sie den Modellannahmen! Wenn die
Modellannahmen schlecht sind oder in der Realitat nicht zutreffen, sagt
die Differentialgleichung nichts tiber das wirkliche Verhalten der Grofse
aus. Zum Beispiel:



1.2. Fragestellungen

In Beispiel 1.1.2(a) haben wir angenommen, dass die Rahmenbedin-
gungen konstant sind und das alle Bakterien gentigend Nahrstoffe zur
Verfugung haben um sich optimal zu vermehren. Die erste dieser Bedin-
gungen stimmt zum Beispiel nicht mehr, wenn sich die Temperatur im
Laufe der Zeit andert; die zweiten Bedingung stimmt nicht mehr, wenn
die Petrischale voller wird. In diesen Fallen ist die angegebene Differen-
tialgleichung nicht mehr geeignet um b(t) realistisch zu beschreiben.

In Beispiel 1.1.2(b) haben wir verwendet, dass die Newtonschen Be-
wegungsgleichungen gelten und dass nur Gravitationskrafte auf den
Satelliten wirkt. Die erste Annahme ist nur fur Geschwindigkeiten
(naherungsweise) richtig, die deutlich unter der Lichtgeschwindigkeit
liegen (was fur Satelliten tatsachlich der Fall ist). Die zweite Annahme
ist nur dann vernuinftig, wenn der Satellit sich weit genug von der Erde
entfernt befindet, dass (fast) keine atmospharische Reibung mehr auf-
tritt. Selbst dann muss man aber noch beachten, dass die Erde nicht die
einzige relevante Gravitationsquelle ist — zum Beispiel beeinflusst die
Gravitation des Mondes die Bahn von Satelliten.

1.2 Fragestellungen

Wir wollen also Gleichungen studieren, die laut Definitionen 1.1.4 einen
Zusammenhang zwischen einer Funktion x und den Ableitungen von x her-
stellen. Solche Gleichung zu ,studieren” bedeutet, dass man sich relevante
Fragen tiber diese Gleichungen stellt und versucht sie zu beantworten. Welche
Fragen tiber Differentialgleichungen konnten relevant sein? Hier sind einige
Beispiele:

(a) Modellierung: Wenn man das Verhalten einer gesuchten Grofie in einer
bestimmten Situation modellieren will, was muss man tun, um zu einer
Differentialgleichung zu gelangen?

Dies wurde in Abschnitt 1.2 bereits an einigen Beispiel erlautert; in
Kapitel 2 gehen wir noch einmal anhand weiterer Beispiele darauf ein.
(b) Geometrische Intuition: Wie kann man sich eine Differentialgleichung
und Thre Losungen anschaulich vorstellen?
Dies besprechen wir ebenfalls in Kapitel 2.
(c) Existenz von Losungen: Wenn der Parameter c in Beispiel 1.1.2 konkret

gewahlt ist — sagen wir zum Beispiel ¢ = 3 — gibt es dann tiberhaupt eine
Funktion x : R — R, welche die Differentialgleichung

x(t) = 3x(t)



1. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN — WAS UND WOZU?

(f)

fur alle t € R erfullt?

Auf die Existenz von Losungen gehen wir in Kapitel 4 ein.

Eindeutigkeit von Losungen: Angenommen, wir finden eine Funktion
x:R — R, die die Differentialgleichung

x(t) = 3x(t)

erfillt — ist dieses dann die einzige Funktion, die das tut? Oder gibt es
mehrere solcher Funktionen? Falls es mehrere solcher Funktionen gibt,
konnen wir vielleicht eine zusatzliche Bedingung zur Differentialglei-
chung hinzufiugen, damit die Losung eindeutig wird?

Die Eindeutigkeit von Losungen wir ebenfalls in Kapitel 4 besprochen.

Berechnung der Losung: Kann man die Losung einer Differentialgleichung
explizit berechnen? Fiir Anwendungen ware dies sicherlich nutzlich,
weil man dann die gesuchte Funktion x konkret angeben kann.

Falls es moglich ist, die Losung zu berechnen, mit welchen Rechenver-
fahren kann man dies tun?

Fir einige Klassen von Differentialgleichungen beantworten wir diese
Frage in den Kapiteln 5 und 6.

Qualitative Eigenschaften der Losung: Falls es fir eine konkrete Differenti-
algleichung nicht moglich sein sollte, die Losung explizit zu berechnen
(oder falls es uns zumindest nicht gelingt), kann man dann anhand der
Differentialgleichung zumindest herleiten, dass die Losung — wenn wir
sie schon nicht kennen — bestimmte Eigenschaften hat, fur die wir uns
vielleicht interessieren?

Solche Eigenschaften konnten zum Beispiel das Verhalten der Losung
fiur grofle Zeiten sein: Konvergiert zum Beispiel x(f) fur t — co immer
gegen einen Grenzwert?

Solche qualitativen Eigenschaften untersuchen wir in den Kapiteln 7
und 8.

Numerische Berechnung der Losung: Falls es uns nicht gelingt, die Losung
einer Differentialgleichung (analytisch) auszurechnen, aber wir trotz-
dem konkrete Werte fir x(t) benotigen (diese ist zum Beispiel in den
Ingenieurswissenschaften andauernd der Fall), konnen wir die Losung x
dann mit Hilfe von numerischen Verfahren zumindest naherungsweise
bestimmen?

Dies ist ein dufSerst wichtiges und tiefgreifendes Thema; allerdings ist
es nicht Teil der einfithrenden Veranstaltung.



1.3. Wodurch wird eine Differentialgleichung gewohnlich?

1.3 Wodurch wird eine Differentialgleichung
gewohnlich?

Bisher war nur von Differentialgleichungen die Rede. Warum also heif3t die
Veranstaltung Gewohnliche Differentialgleichungen?

Der Grund ist, dass es in vielen Modellen auch Grofien gibt, die — im
Gegensatz zu den oben diskutierten Beispielen 1.1.2 — nicht nur von einer Va-
riablen, sondern von mehreren Variablen abhiangen. Differentialgleichungen,
die das Verhalten solcher Grofien beschreiben, enthalten oft Ableitungen nach
verschiedenen Variablen. In der Sprache der Analysis 2 nennt man solche
Ableitungen partielle Ableitungen und die entsprechenden Differentialglei-
chungen heiflen deshalb partielle Differentialgleichungen. Das folgende Beispiel
zeigt eine sehr bekannte partielle Differentialgleichung.

Beispiel 1.3.1 (Eine partielle Differentialgleichung: Warmeleitungsglei-
chung). Betrachten Sie einen sehr langen und diinnen Metallstab der Lange
L, der entlang seiner Mantelflache thermisch isoliert ist. Wir interessieren
uns fur jeden Zeitpunkt ¢ fur die Temperatur u an jeder Position im Metall-
stab. Da die Temperaturverteilung im Stab nicht unbedingt gleichmafliig sein
muss (zum Beispiel, wenn der Stab an seinen Enden gekiihlt wird), hangt u
also nicht nur von t aber, sondern auch von der Position z im Stab, die man
betrachtet.

Weil wir angenommen haben, dass der Stab sehr lang und dinn ist, un-
terscheiden wir nur zwischen Positionen entlang der Lange des Stabes; das
bedeutet, z ist eine reelle Zahl aus dem Intervall [0, L], und u ist, wenn wir
zum Beispiel nur Zeiten t > 0 betrachten, eine Funktion

u:[0,00)x[0,L] > R.

Aus physikalischen Gesetzen kann man eine Differentialgleichung herleiten,
denen die Temperatur u geniigt. Sie lautet
02

t, Z) - t; Z);

Eu( cﬁu(
wobei der Parameter c eine Konstante ist, die vom Material abhédngt, aus dem
der Metallstab besteht (d.h. ¢ ist eine sogenannte Materialkonstante). Diese
Differentialgleichung bezeichnet man ublicherweise als Warmeleitungsglei-
chung; es handelt sich um eine partielle Differentialgleichungen, weil sie eine
Ableitung nach mindestens zwei verschiedenen Variablen enthalt.

Wenn man die Losung u dieser Differentialgleichung — genauer: die Lo-
sungen, denn damit die Losung eindeutig ist, muss man noch weitere Bedin-
gungen festlegen — geniigend gut versteht (oder sie sogar explizit berechnen
kann), kann man also die Temperaturverteilung im Stab zu verschiedenen

Zeiten angeben.
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Wenn die gesuchte Funktion hingegen nur von einer reellen Variablen ab-
hangt, konnen natiirlich keine partiellen Ableitungen nach anderen Variablen
auftreten. Man spricht in diesem Fall von einer gewdhnlichen Differentialglei-
chung statt von einer partiellen Differentialgleichung. Lassen Sie uns dies in der
folgenden — ebenfalls etwas vagen — Definition festhalten.

Definition 1.3.2 (Gewohnliche Differentialgleichung). Eine Differential-
gleichung heif gewdhnlich, wenn die gesuchte Funktion nur von einer einzigen
ein-dimensionalen Variablen abhangt.

Sowohl gewohnliche als auch partielle Differentialgleichungen sind enorm
wichtig fiir viele Anwendungen. In der Veranstaltung Gewdhnliche Differen-
tialgleichungen beschaftigen wir uns, was Sie nicht tberraschen wird, nur
mit gewohnlichen Differentialgleichungen. Partielle Differentialgleichungen
werden in einer eigenen Vorlesung behandelt.

1.4 Ein erster Blick Richtung Eindeutigkeit —
Anfangswerte und Anfangswertprobleme

Lassen Sie uns an dieser Stelle vorab schon einmal einen Blick auf das Them
Eindeutigkeit von Losungen werfen. Betrachten wir wieder die drei konkreten
Situationen aus den Beispielen 1.1.1 und 1.1.2:

Beispiele 1.4.1. (a) Die Anzahl an Bakterien b(¢) zum Zeitpunkt t haben
wir durch die Differentialgleichung

b(t) = cb(t)

fur eine Konstante ¢ > 0 beschrieben. Konnen wir erwarten, dass es nur
eine Losung dieser Differentialgleichung gibt?

Stellen Sie sich vor, im Labor werden mehrere Bakterienkulturen in
verschiedenen Petrischalen geziichtet; nehmen wir an, diese Petrischalen
sollen alle identisch sein, mit der Ausnahme dass sich die Anzahl der
Bakterien beim Ansetzen der Kulturen zwischen den einzelnen Schalen
wesentlich unterscheidet. Dann ware es nicht sinnvoll anznehmen, dass
die Anzahl der Bakterien in jeder Schale zu jedem Zeitpunkt gleich ist —
sie sind ja noch nicht einmal zum Zeitpunkt ¢ = 0 gleich!

(b) Sei wieder x(t) € R? die Position unseres Satelliten zum Zeitpunkt ¢. Aus
den Newtonschen Bewegungsgleichungen hatten wir die Differential-
gleichung



1.4. Ein erster Blick Richtung Eindeutigkeit - Anfangswerte und
Anfangswertprobleme

erhalten, wobei F(x(t)) bezeichnet, die auf den Satelliten wirkt, wenn
er sich an der Stelle x(t) befindet. Konnen wir erwarten, dass diese
Differentialgleichung nur eine Losung hat?

Das ware mehr als verwegen, denn wo der Satellit sich zum Zeitpunkt ¢
befindet, wird ja nicht nur vom Kraftfeld der Erdanziehung abhangen,
sondern auch davon, wo der Satellit sich befunden hat, als er von einem
Raumfahrtzeug ausgesetzt wurde — also von seiner Positition x(0) zum
Zeitpunkt 0.

Selbst wenn aber die Position des Satelliten zum Zeitpunkt 0 bekannt ist,
konnen wir nicht erwarten, dass dadurch seine Bahn bereits bestimmt
ist: Stellen Sie sich zwei verschiedene Satelliten vor, die an der selben
Position starten, aber zum Startzeitpunkt einen deutlich verschiedenen
Geschwindigkeitsvektor besitzen. Dann werden die beiden Positionen
dieser Satelliten sofort auseinander laufen. Also miissen wir nicht nur
die Position x zum Zeitpunkt 0, sondern auch die Geschwindigkeit x(0)
zum Zeitpunkt 0 kennen, damit wir erwarten konnen, dass die Bahn
des Satelliten (d.h. die Losung x unserer Differentialgleichung) durch
unsere Kenntnisse eindeutig bestimmt ist.

(c) Mit der Konzentration k(t) des Kohlenstoff-Isotops C14 in unserer ar-
chédologischen Probe verhalt es sich dhnlich wie mit der Bakterienkultur.
Wir hatten diese durch die Differentialgleichung

—k(t) = ck(t) (1.1)

beschrieben (mit einer festen Konstante ¢ > 0). Anschaulich ist es aber
nicht sinnvoll zu erwarten, dass diese Differentialgleichung nur eine
Losung hat — denn wenn wir verschiedene Proben mit verschiedenen
Startkonzentrationen betrachten, so wird in jeder Probe der zeitliche
Verlauf der C14-Konzentration die Differentialgleichung (1.1) losen.
Aber trotzdem wird der zeitliche Verlauf nicht in allen Proben gleich
sein (d.h. es gibt mehrere Funktionen k, die (1.1) losen) — den die C14-
Konzentration kann sich ja vielleicht schon zum Zeitpunkt 0 unterschei-
den (je nachdem, welche Proben wir vorliegen haben).

Dass also die Differentialgleichung (1.1) nur eine Losung besitzt, konnen
wir verniinftiger Weise nur dann erwarten, wenn wir denn Wert von k
zum Zeitpunkt 0 fixieren.

Bemerkung 1.4.2. Man kann sich naheliegender Weise fragen, warum man
fur die Bakterienpopulation und die C14-Kontration nur den Funktionswert
b bzw. k zum Zeitpunkt 0 festlegen muss, um eine eindeutige Losung zu
erhalten, wahrend man fir den Satelliten sowohl die Position x also auch
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die Geschwindigkeit x zum Zeitpunkt 0 festlegen muss. Wir werden spater
noch sehen sehen (zum Beispiel in Abschnitt 3.1), dass dies mit der sogenann-
ten Ordnung der Differentialgleichung zusammenhangt, d.h. damit, welche
Ordnung von Ableitung in der Differentialgleichung hochstens auftritt.

Wenn man den Wert der gesuchten Losung einer Differentialgleichung
zum Zeitpunkt 0 — also zum Anfang des zeitlichen Verlaufs — festlegt, dann hat
man kurz gesprochen einen Anfangswert festgelegt; die Differentialgleichung
zusammen mit diesem Anfangswert bezeichnet man dann als Anfangswert-
problem. Man beachte dabei, dass man nicht unbedingt den Zeitpunkt 0 als
Anfangszeitpunkt betrachten muss; dies haben wir in den Beispielen 1.4.1 der
Einfachkeit halber so gemacht, aber man kann den Anfangswert stattdessen
auch zu irgendeinem anderen Zeitpunkt f, festlegen.

Lassen Sie uns einen ersten Definitionsversuch des Begriffs Anfangswert-
problem noch einmal explizit festhalten. In Abschnitt 3.1 werden wir den
Begriff dann mathematische prazise fassen.

Definition 1.4.3 (Anfangswertproblem - erster Definitionsversuch). Ein
Anfangswertproblem ist eine Differentialgleichung fir eine Funktion x, bei der
zusdatzlich der Wert von x zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢, festgelegt wird.

Wenn in der Differentialgleichung nicht nur die erste Ableitung von x,
sondern Ableitungen bis zur Ordnung n > 2 vorkommen, muss man zum Zeit-
punkt ty nicht nur den Wert von x, sondern auch den Wert der Ableitungen
D x(=1) festlegen um ein Anfangswertproblem zu erhalten.

Unsere Diskussion in den Beispielen 1.4.1 legt nahe, dass man fur ein
Anfangswertproblem eine eindeutige Losung erwarten kann (im Gegensatz
zu einer Differentialgleichung ohne Anfangswert!). Man beachte, dass wir
keinerlei mathematisches Argument fur diese Eindeutigkeit gegeben haben.
Wir haben uns lediglich uberlegt, warum es aus Anwendungssicht zumindest
sinnvoll ist, zu erwarten, dass man die Werte zu einem Zeitpunkt ¢, festlegen
muss, wenn man eine eindeutig bestimmte Losung mochte. Einen prazisen
mathematischen Satz tiber die Eindeutigkeit der Losungen von Anfangswert-
problemen — den Satz von Picard-Lindelof — werden wir in Abschnitt 4.1
beweisen.

1.5 Erganzungen

Kontinuierliche und diskrete Zeit: Differentialgleichungen vs.
Differenzengleichungen

Betrachten wir erneut eine Grof3e x, die von der Zeit abhangt. Da Differential-
gleichungen Ableitungen enthalten, kann das Verhalten von x nur dann durch
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eine Differentialgleichung beschrieben werden, wenn die Zeit als Kontinuum
— also als ein Intervall in R — modelliert wird. Dies ist hdufig sinnvoll, zum
Beispiel bei vielen Modellen aus der Physik.

Allerdings gibt es auch Anwendungen, in denen es sinnvoller erscheint,
die Zeit als eine Folge von diskreten Zeitschritten zu modellieren. Wenn man
die Zeitschritte mit natiirlichen Zahlen durchnummeriert, ist x dann eine
Abbildung von N nach R, also nichts anderes als eine Folge von reellen Zahlen.
Wir geben einigen Beispiele an.

Beispiel 1.5.1 (Jahrliche Verzinsung). Lassen Sie uns ein sehr einfaches
Beispiel fiir ein Bankkonto betrachten:

Es bezeichne x den Saldo des Kontos. Sie er6ffnen des Konto am Beginn
eines Jahres, und der Saldo x(0) = 0. Nehmen wir — nur der Einfachkeit halber
— an, Sie zahlen nun am Anfang jedes Jahres — beginnend direkt nach der
Kontoeroffnung — den Betrag b auf das Konto ein, und am Ende eines Jahres
wird die Summe, die iiber das ganze Jahr auf dem Konto war mit einem
Zinssatz p verzinst (iiblicherweise wird p also im Moment, je nach Art das
Kontos eine Zahl zwischen 0% = 0 und 1% = 0.01 sein.)

Wir nummerieren die Jahre mit naturlichen Zahlen durch, d.h. am Ende
des ersten Jahres (nach Zinszahlung) bezeichnen wir den Saldo mit x(1), am
Ende des zweiten Jahres mit x(2), usw. Konnen Sie direkt eine Formel fur x(n)
angeben, wenn 7 irgendeine nattirlich Zahl ist?

Solch eine Formel direkt zu sehen ist schwierig, aber man kann sehr leicht
eine Differenzengleichung fiir x angeben: Wenn am Ende eines Jahres nach
Zinszahlung der Saldo x(n) lautet, wieviel kommt dann im nachsten Jahr
durch Einzahlung am Jahresanfang und nachster Zinszahlung am Jahresende
hinzu?

Aus den oben beschrieben Umstanden sehen Sie, dass der Betrag (1 +
p)(x(n)+ b) hinzukommt, d.h. die Differenz zwischen x(n + 1) und x(n) betragt

x(n+1)—x(n)=(1+p)(x(n)+0b) (1.2)

fir jedes n € Nj. Es sollte klar sein, warum man die Gleichung (1.2) als
Differenzengleichung bezeichnet.

Das Beispiel 1.5.1 ist unrealistisch einfach; dennoch sehr gut eine wichtige
Idee, die bei der Modellierung eines Sachverhalts auftritt (egal ob in konti-
nuierlicher Zeit oder in diskreter Zeit): Es ist haufig schwierig bis unmoglich
direkt einen explizite Formel fur die gesuchte Grofle anzugeben. Andererseits
ist es hdufig viel einfacher eine Differenzengleichung oder Differentialglei-
chung zu finden, die das Verhalten der Grofle beschreibt.

Aufgaben 1.5.2. (a) Konnen Sie die Differenzengleichung (1.2) losen, also
eine explizite Formel fiir x(n) in Abhangigkeit von n angeben?

11
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Denken Sie daran, dass wir x(0) = 0 vorausgesetzt haben.

(b) Wenn x(0) eine andere Zahl als 0 ist (d.h. wenn das Konto mit einem von
Null verschiedenen Saldo er6ffnet wurde), konnen Sie dann ebenfalls
die Losung von (1.2) angeben?

(c) Was lernen Sie aus (a) und (b) tiber die Eindeutigkeit der Losung von (1.2)?

Wir geben noch ein weiteres, sehr bekanntes Beispiel fir eine Differenzen-
gleichung an.

Beispiel 1.5.3 (Fibonacci-Folge). Die Fibonacci-Folge® ist diejenige Folge re-
eller Zahlen (f,),en,, die die folgenden Bedingungen erfullt:

(a) Esgilt fy=1und f; = 1.
(b) Fur jede Zahl n e Ng gilt f,.0 = fui1 + fu-

Man kann eine explizite Formel fur f, finden, aber diese ist erstaunlich kom-
pliziert (vielleicht haben Sie diese aber in der Lineare Algebra 1-Vorlesung als
Anwendung fir die Diagonalisierung von Matrizen besprochen). In den Ergan-
zungen am Ende von Kapitel 5 kommen wir nochmals auf die Fibonacci-Folge
zuruck.

Aufgaben 1.5.4. (a) Inwiefern halten Sie es fur sinnvoll, die Gleichung
fus2 = fus1 + fu als Differenzengleichung zu bezeichnen?

(b) Kénnen wir eigentlich sicher sein, dass es nur eine Folge (f,),en, gibt,
welche die Eigenschaften erfiillt, die in Beispiel 1.5.3 aufgelistet sind?

Wir sprechen kurz noch eine weitere Situation an, bei der Differenzenglei-
chungen auftauchen.

Beispiel 1.5.5 (Approximation einer Differentialgleichung durch eine Dif-
ferenzengleichung). In vielen technischen Anwendungen (zum Beispiel in
der Luftfahrt oder in der Automobilindustrie) miissen Mikrocontroller die
Losung einer Differentialgleichung in Echtzeit berechnen. Die Berechnung
der Losung wird dabei mit einer festen Taktung durchgefiihrt — d.h. fiir die
Berechnung auf dem Mikrocontroller erscheint die Zeit nicht kontinuierlich,
sondern diskret.
Betrachten Sie zum Beispiel die sehr einfache Differentialgleichung

#(t) = —x(t) + 1. (1.3)

2Benannt nach Leonardo Fibonacci (ca. 1170 — 1250), italienischer Mathematiker.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Fibonacci/

1.5. Erganzungen

Es sei 7 ein kleine Zeit, und unser Mikrocontroller berechne immer im Ab-
stand T den neuen Wert von x. Er bestimmt also die Werte y; := x(0), y; := x(7),
V2 1= x(27), 3 := x(37), usw.

Konnen Sie eine Differenzengleichung fur die Folge (y,),en, angeben, die
die Differentialgleichung (1.3) approximiert? Wenn Sie diese Differenzenglei-
chung aufgeschrieben haben: Konnen Sie angeben, welche Berechnung der
Mikrocontroller in jedem Schritt durchfithren muss?

13






Fragen zum Einstieg.

(a) Denken Sie an die Anzahl der Bakterien b in Beispiel 1.1.1 zuriick. Un-
abhangig von der tatsachlichen zeitlichen Entwicklung der Bakterienpo-
pulation: Welche Werte kann die Grofie b (zu irgendeinem Zeitpunkt)
sinnvoller Weise iiberhaupt annehmen? Welche Werte wiirden Threr
Ansicht nach uberhaupt keinen Sinn ergeben?

Selbe Frage fiir die Position x des Satelliten aus Beispiel 1.1.1(b).

(b) Wie wiirden Sie eine Funktion f : R?> — R graphisch veranschaulichen?
Konnen Sie das an einem konkreten Beisiel zeigen?

(c) Wie wiirden Sie eine Funktion f : R — R? graphisch veranschaulichen?
Konnen Sie das ebenfalls an einem konkreten Beisiel zeigen?

(d) Wie wiirden Sie eine Funktion f : R? — R? graphisch veranschaulichen?
Und natiirlich: Konnen Sie das an einem konkreten Beisiel zeigen?

(e) Wenn x(t) € R3 die Position eines Objektes zum Zeitpunkt t bezeichnet,
warum ist dann die Ableitung x(t) gleich seiner Geschwindigkeit zum
Zeitpunkt t? Und warum ist die zweite Ableitung %(t) gleich seiner
Beschleunigung zum Zeitpunkt ¢?

2.1 Modellierung mit Hilfe von
Differentialgleichungen

Wir gehen in diesem Abschnitt noch einmal etwas genauer darauf ein, wie
man ein konkretes Problem mit Hilfe einer Differentialgleichung model-
lieren kann. Hierfur bietet sich noch einmal die Bakterienpopulation aus
Beispiel 1.1.1(a) an, da man an diesem Beispiel sehr einfach verschiedene
interessante Phanomene aufzeigen kann.

Lassen Sie uns zuerst noch einmal diskutieren, wie man zu einer Differen-
tialgleichung zur Beschreibung der Bakterienpopulation gelangen kann: In
Beispiel 1.1.2(a) hatten wir sehr knapp argumentiert, dass die Veranderungs-
rate b(t) der Bakterienanzahl direkt proportional zur aktuellen Anzahl b(t) der
Bakterien sein wird (zumindest solange b(t) klein ist), und daraus geschlossen,
dass es eine Konstante ¢ > 0 gibt derart, dass die Differentialgleichung

b(t) = cb(t)

15
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gilt. Dies war ein sehr knappes Argument und uberzeugt Sie vielleicht nur be-
dingt. Lassen Sie uns deshalb eine etwas detailliertere Hereustik besprechen,
um zu dieser Differentialgleichung zu gelangen:

Beispiel 2.1.1 (Herleitung der Populationsgleichung mit Hilfe von Diffe-
renzenquotienten). Lassen Sie uns davon ausgehen, dass jedes Bakterium in
einer Zeiteinheit im Mittel c neue Bakterien erzeugt; dabei ist ¢ > 0 eine reelle
Zahl, die nicht ganzzahlig sein muss (wenn z.B. ein Bakterium im Schnitt
langer als eine Zeiteinheit braucht um sich zu vermehren, wird c kleiner
als 1 sein). Dann erhalten wir fur die Gesamtanzahl b(t) der Bakterien die
Gleichung

b(t+1)—b(t)=cb(t);

dies ist eine sogenannte Differenzengleichung. Damit konnte man z.B. eine
Formel fur b(n) fiir alle nattrlichen Zahlen n berechnen.

Nun ist es aus verschiedenen Griinden oft vorteilhaft, nicht nur ganz-
zahlige Zeiten zu betrachten, sondern eine kontinuierliche Zeit. Zwei dieser
Grinde lauten:

* Die Gesamtanzal der Bakterien ist sehr grof}, und es vermehren sich
nicht alle Bakterien zur gleichen Zeit, sondern tiber die Zeit verteilt;
deshalb ist es realistischer, einen kontinuierlichen Zeitverlauf anzuneh-
men.

* Modelle mit kontinuierlicher Zeit lassen sich mathematisch oft einfacher
handhaben, weil dann die Mittel der Differential- und Integralrechnung
bereitstehen. (Pointiert ausgedriickt: Es ist oft einfacher, mit Ableitun-
gen und Integralen zu rechnen als mit Differenzen und Summen.)

Wenn wir zu einem Modell in kontinuierlicher Zeit gelangen mochten, konnen
wir dies erreichen, indem wir die Zeitschritte immer kleiner wahlen: In einer
halben Zeiteinheit erzeugt in Bakterium in etwa c¢/2 neue Bakterien, und in
einer (kurzen) Zeitspanne der Lange 7 erzeugt ein Bakterium in etwa 7c neue
Bakterien. Also erhalten wir fiir jede gegebene Zeit ¢t und fur einen kleinen
Zeitschritt T die Gleichung

b(t+1)—b(t) = tcb(t).
Nun dividieren wir noch durch 7 und gelangen so zur Gleichung

b(t+1)—b(t)
T

=cb(t).

Die linke Seite kommt Thnen vermutlich vertraut vor: Es handelt sich um
einen Differenzenquotienten. Nun betrachten wir immer kleinere Zeitschritte



2.1. Modellierung mit Hilfe von Differentialgleichungen

7 — d.h. wir betrachten den Grenzwert fur 7 | 0 — und erhalten damit die
Differentialgleichung

b(t) = cb(t).

Wir sind also zur selben Gleichung gelangt, die Sie bereits aus Beispiel 1.1.2(a)
kennen.

Lassen Sie uns nun eine Variation der Differentialgleichung b(t) = cb(t)
diskutieren: Wir wollen eine Baterienpopulation betrachten, wenn die Tempe-
ratur nicht konstant ist:

Beispiel 2.1.2 (Eine nicht-autonome Populationsgleichung). Die Reproduk-
tionsrate eines Bakteriums wird in den meisten Fallen von der Umgebungs-
temperatur abhangen. Wenn diese sich mit der Zeit andert, ist also auch die
Anzahl ¢ der neuen Bakterien, die ein Bakterium in einer Zeiteinheit erzeugt,
zeitabhidngig — d.h. wir miissen die Konstante ¢ durch eine Zahl c(t) ersetzen,
die von der Zeit abhéngt.

Vom Zeitpunkt t aus betrachtet wird jedes Bakterium in einem nachfol-
genden kleinen Zeitabschnitt der Lange 7 also im Mittel etwa 7c(t) Bakterien
erzeugen. Somit erhalten wir zum Zeitpunkt ¢ die Differenzengleichung

b(t+1t)—0b(t) = Tc(t)b(t).

Wie in Beispiel 2.1.1 teilen wir nun durch 7 und lassen 7 gegen 0 streben.
Damit gelangen wir zur Differentialgleichung

Hier sehen Sie zum ersten Mal in diesem Manuskript ein Beispiel fiir eine
sogenannte nicht-autonome Differentialgleichung — so nennt man Differential-
gleichungen, bei denen nicht nur die gesuchte Funktion (in diesem Fall also
b) von der Zeit abhéngt, sondern auch manche Koeffizienten in der Differenti-
algleichung (in diesem Fall also c).

Fir unser letztes Beispiel in diesem Abschnitt kehren wir zum autonomen
Fall zuruick — wir nehmen also wieder an, dass die Rahmenbedingungen zeit-
lich konstant sind — aber wir berticksichtigen nun, dass die Reproduktionsrate
der Bakterien abnehmen wird, wenn ihre Anzahl steigt, z.B. weil sie sich
gegenseitig Nahrstoffe wegnehmen.

Beispiel 2.1.3 (Logistische Gleichung). Betrachten wir wieder die Frage,
wieviele neue Bakterien ein einzelnes Bakterium in einer Zeiteinheit erzeugt.
Wie in den vorangehenden Beispielen gehen wir davon aus, dass dies ¢ Stiick
waren, wenn es keine Konkurrenz um Nahrstoffe durch andere Bakterien gabe.

17
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Da aber tatsdchlich andere Bakterien vorhanden sind, wird die tatsachliche
Reproduktion etwas niedriger sein.

Um das Modell einfach zu halten, treffen wir hier die — stark vereinfa-
chende — Annahme, dass ¢ um einen Wert gesenkt wird, der proportional
zur bereits vorhandenen Anzahl an Bakterien ist — denn je mehr Bakterien
vorhanden sind, desto starker ist die Konkurrenz um Nahrstoffe. Dann gibt
es also eine Zahl d > 0 derart, dass ein Bakterium zum Zeitpunkt ¢ etwa
c —db(t) neue Bakterien in einer Zeiteinheit erzeugt. (Interessant ist hierbei
auch, dass c — db(t) negativ sein kann, wenn b(t) gentigend grof3 ist! Dieses
Modell beinhaltet also die Annahme, dass manche Bakterien absterben, wenn
es zu viele von ihnen gibt).

In einem kleinen Zeitschritt T erzeugt ein einzelnes Bakterium also 7(c -
db(t)) neue Bakterien, und wir erhalten somit zum Zeitpunkt t die Differn-
zengleichung

b(t+7) = b(t) = T(c—db(t) )b(t).

Dividieren durch 7 und der Grenziibergang t | 0 fithren uns somit zur Diffe-
rentialgleichung

b(t) = (c—db(t))b(t).

Diese Differentialgleichung heif3t logistische Gleichung.

Man beachte: Wenn b(t) zu Beginn des Experiments noch sehr klein ist,
kann man den Term db(t) ndherungweise vernachldssigen. Dann erhalt man
die Differentialgleichung b(t) = cb(t) zuriick, die wir in den vorangehenden
Beispielen diskutiert hatten.

Aufgabe 2.1.4. Wir wirde die Differentialgleichung fur b aussehen, wenn
wir in Beispiel 2.1.3 auch noch eine zeitliche Veranderung der Temperatur
zulassen wurden?

Zum Abschluss ist es wichtig, noch einmal darauf hinzuweisen, dass alle
Modelle, die wir in diesem Unterabschnitt besprochen haben, die Realitat sehr
stark simplifizieren. Zum Beispiel haben wir in keinem Modell berticksichtigt,
dass die raumliche Verteilung der Bakterien in der Petrischale eine Rolle fur
ihre Reproduktion spielt (weil sich die Bakteriendichte an verschiedenen
Stellen der Schale unterscheidet). Wirden wir die raumliche Verteilung be-
riicksichtigen, so miissten wir noch zwei Ortsvariablen einfiihren und wiirden
somit eine partielle Differentialgleichung erhalten.

Literaturstellen und verwandte Ergebnisse. Zahlreiche weitere einfithren-
de Beispiele dazu, wie man verschiedene Vorgange mit Hilfe von Differen-
tialgleichungen modellieren kann, finden Sie unter anderem in [Arn92, Ab-
schnitte 1.6 bis 1.18], in [Heu04, Abschnitt 1 in Kapitel I] und in [PW19, Ab-
schnitt 1.1].



2.2. Welche Werte darf eine Grofse annehmen?

2.2 Welche Werte darf eine Grofe annehmen?

In den bisherigen Beispielen haben wir uns auf den Standpunkt gestellt, dass
wir eine Funktion x : R — R suchen (oder im Falle des Satelliten eine Funktion
x: R — R?), die eine besimmte Differentialgleichung erfiillt. Dabei haben wir
zwei wichtige Fragen ignoriert:

1. Ist es in der konkreten Situation wirklich sinnvoll zuzulassen, dass
x(t) beliebige reelle Zahlen (bzw. beliebige Punkte im R3) als Werte
annehmen darf? Oder sind hier gewisse Einschrankungen angebracht?

2. Suchen wir wirklich eine Funktion x, die als Definitionsbereich die
komplette reelle Achse besitzt — d.h. benotigen wir unbedingt eine
Losung unserer Differentialgleichung, die zu allen Zeiten existiert? Oder
kann es auch sinnvoll sein, sich mit einer Losung x zufrieden zugeben,
die vielleicht nur auf einem Teilintervall von R definiert ist?

Wir gehen zuerst auf die erste Frage naher ein. Die folgende Liste von
Beispielen zeigt, dass es sowohl aus Anwendungssicht als auch aus mathema-
tischer Sicht sinnvoll sein kann, die Werte, die eine Losung annehmen darf,
einzuschranken:

Beispiele 2.2.1. (a) Betrachten wir wieder die Bakterienpopulation in der
Petrischale. Aus biologischer Sicht kann man verschiedene Einwande
dagegen bringen, fiir b(t) beliebige reelle Zahlen zuzulassen:

* Wir haben b(t) als Anzahl der Bakterien definiert. Eine Anzahl ist
aber immer ganzzahlig.

* Es ergibt sicherlich keinen Sinn, von einer negativen Anzahl von
Bakterien zu sprechen. Also sollte man zumindest nur Zahlen > 0
fir b(t) zulassen (oder sogar nur Zahlen > 0, wenn man sich nicht
fur die Situation interessiert, in der es gar keine Bakterien in der
Schale gibt).

Der erstgenannte Einwand ist eher theoretischer Natur und spielt in
Wirklichkeit keine grofSe Rolle: Die Anzahl der Bakterien in einer Bak-
terienkultur ist derart hoch, dass es keinen grofSen Unterschied macht,
ob man fur ihre Beschreibung wirklich nur natiirliche Zahlen oder auch
reelle Zahlen verwendet. Zudem ist es aus mathematischer Sicht oft
praktischer mit reellen Zahlen zu arbeiten.

Der zweitgenannte Einwand hingegen ist ganz wesentlich. Wir werden
nachher noch besprechen, welche Moglichkeiten man hat um diese
Einschrankung mathematisch abzubilden.
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(b) Sprechen wir wieder Uber die Position x(#) unseres Satelliten im Erdorbit.
Damit wir seine Position iberhaupt interpretieren konnen, miissen wir
uns auf ein Koordinatensystem einigen; der Einfachkeit halber wollen
wir hier annehmen, dass der Ursprung dieses Koordinatensystem der
Erdmittelpunkt ist (die Wahl der Koordinatenachsen spielt in diesem
Beispiel keine grofle Rolle, nur der Ursprung ist im folgenden wichtig).

Nun ist es nicht besonders sinnvoll, beliebige Punkte aus R fiir x(t)
zuzulassen — denn wenn der Satellit naher als den Erdradius an den
Mittelpunkt des Koordinatensystems gelangt, kollidiert er mit der Erde.
Das ware nicht nur dufSerst argerlich (und gefahrlich), sondern wurde
auch dafir sorgen, dass unser Modell fiir die Bewegung des Satelliten
ab diesem Zeitpunkt nicht mehr realistisch wire.!

Wenn wir die Erde als Kugel mit Radius R annihern?, dann ist es also
sinnvoll zu fordern, dass die Euklidsche Norm von x immer grofer als
Rist.

(c) Auch bei der C14-Konzentration k(t), die wir mehrmals angesprochen
haben, ist es sinnvoll, zu fordern, dass k(t) > 0 (oder sogar k(t) > 0) gilt.

(d) Zuletzt betrachten wir noch ein rein mathematisches Argument. Sehen
wir uns (willkiirlicher Weise) die Differentialgleichung

an, wobei die Funktion x Werte in R annehmen soll. Hier kommen schon
aus mathematischer Sicht nur Funktionen x als Losung in Frage, die
nicht den Wert 1 annehmen — denn wire x(t) zu einem Zeitpunkt ¢
gleich 1, so ware die rechte Seite der Gleichung gar nicht definiert.

Um die Probleme, die in den vorangehenden Beispielen diskutiert wurden,
zu losen, gibt es — zumindest fiir die Beispiele (a)—(c) — zwei prinzipielle
Moglichkeiten:

1Ubrigens wird unser Modell fiir die Satellitenbewegung schon vor einer Kollision mit der
Erde unrealistisch: Wenn der Satellit zu weit in die Atmosphare eintritt, treten Reibungskraft
auf, die nicht nur von der Position des Satelliten, sondern auch von seiner Geschwindigkeit ab-
hangen. Diese Reibungskrafte hatten wir in unserer Differentialgleichung nicht berticksichtigt,
und sie fuhren zudem zu Hitzeentwicklung, die den Satelliten unter Umstanden zerstoren
kann, bevor der die Erdoberflache erreicht: Der Satellit “verglitht” in diesem Fall.

2R betrigt etwas weniger als 6400 Kilometer. Etwas genauer wire es iibrigens, die Erdform
als Rotationsellipsoiden anzunahern. Wie in der vorangehenden Fufinote erlautert, wére es
auflerdem klug, nicht den Erdradius selbst, sondern die Summe aus Erdradius und der Hohe
einiger Atmospharenschichten zu betrachten.



2.2. Welche Werte darf eine Grofse annehmen?

» Moglichkeit 1: Man definiert sich eine feste Menge () und definiert von
Anfang an, dass eine Funktion x nur dann als Losung der Differential-
gleichung anerkannt wird, wenn all ihre Werte in () liegen.

Im Fall der Bakterienpopulation konnte man Q = [0, c0) wahlen (oder
Q = (0,00)), im Fall des Satelliten kénnte man Q = {y € R3: ||y|| > R}
wihlen (wobei ||-|| die Euklidsche Norm auf R3 bezeichnet), und im
Falle der Kohlenstoffkonzentration konnte man wiederum Q = [0, c0)
(oder Q) = (0,0)) wahlen.

Auch das Problem aus Beispiel 2.2.1(d) kann man auf diese Weise 10sen:
Man definiert dann einfach QO =R\ {1}.

» Moglichkeit 2: Man ldsst zundchst — hypothetisch — auch Losungen zu,
die Werte annehmen, welche aus Anwendungssicht keinen Sinn ergeben.
Anschlieflend untersucht man dann, ob die Losungen, die man berech-
net oder deren Existenz man bewiesen hat, tatsachlich nur Werte im
gewiinschten Bereich annimmt.

Bemerkungen 2.2.2. (a) Die Moglichkeit 1 wird durch die gesamte Theorie,
die wir von Kapitel 3 an entwickeln werden, unterstiitzt. Allerdings
gibt es eine wesentliche Einschrankung: Viele Teile der Theorie basieren
darauf, dass die Menge Q offen ist, wodurch man zum Beispiel die Wahl
() = [0, 00) in Moglichkeit 1 nicht einfach treffen kann.

(b) Die Moglichkeit 2 hdangt stark mit der sogenannten Invarianz von Men-
gen zusammen. Was dies bedeutet, werden wir in Abschnitt 7.3 bespre-
chen.

(c) In konkreten Situationen kombiniert man haufig die Moglichkeiten 1
und 2: Man lasst nur Losungen zu, die Werte in einer Teilmenge () von
R (oder R?) annehmen; aber die Menge Q, die man zulisst, ist trotzdem
zunachst oft grofler als die Menge der Werte, die aus Anwendungssicht
eigentlich sinnvoll waren. Nachdem man eine Losung ausgerechnet hat
(oder zumindest die Existenz einer Losung gezeigt hat), untersucht man
dann, ob die Werte der Losung tatsachlich in dem (kleineren) Bereich
liegen, fiir den man sich interessiert.

Nun kommen wir noch kurz auf die zweite Frage zurtick, die wir zu Beginn
des Abschnitts 2.2 angesprochen hatten: Soll (und kann) man immer erwarten,
dass die Losungen einer Differentialgleichung fiir alle Zeiten definiert sind?

Im Wesentlichen lautet die Antwort: Nein. Hier sind zwei unterschiedliche
Grunde fiir diese Antwort:
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* Es kann zum Beispiel passieren, dass eine Losung zu einem bestimmten
Zeitpunkt den Bereich () verldsst, den wir als zuldssigen Bereich fiir die
Werte unserer Losungen festgelegt hatten. Im konkreten Beispiel des
Satelliten kann dies zum Beispiel bedeuten: Der Satellit konnte nach
endlicher Zeit auf die Erde stiirzen.? Zu diesem Zeitpunkt hitte seine
Position x(t) den Bereich

Q={yeR3: ||y||>R}

verlassen, und wir hatten ab diesem Zeitpunkt keine Losung unserer
Differentialgleichung mehr (da wir von einer Losung gefordert hatten,
dass sie Werte in (2 annimmt).

* Wir werden in einige Beispielen das Phanomen beobachten, dass die
Losungen mancher Differentialgleichungen in endlicher Zeit gegen co
streben. Solche eine Losung “explodiert” in gewissem Sinne, und ab
diesem Zeitpunkt kann man nicht mehr erwarten, dass die Losung
weiter existiert.

Kurzum: Wir mussen damit rechnen, dass Losungen von Differentialglei-
chungen nicht fiir alle Zeiten existieren, sondern nur fiir ein bestimmtes
Zeitintervall. Dem werden wir in Kapitel 3 Rechnung tragen, wenn wir den
Losungsbegriff fur eine Differentialgleichung genau definieren.

2.3 Zustandsraum und Vektorfelder

Zustinde In den Beispielen in Kapitel 1 hatten wir Differentialgleichungen
formuliert und dabei implizit angenommen, dass wir eine Losung x : R — R?
suchen (wobei 4 in den konkreten Beispielen gleich 1 oder 3 war). Soeben
haben wir jedoch in Abschnitt 2.2 gesehen, dass wir tatsachlich etwas andere
Anforderungen an eine Losung haben:

Eine Losung ist womoglich nicht auf ganz R definiert, sondern nur auf
einem Teilintervall von R und sie bildet nicht unbedingt nach R? ab, sondern
nur in eine Teilmenge Q) C RY. Fiir diese Menge Q fithren wir einen eigenen
Begriff ein:

Definition 2.3.1 (Zustandsraum und Zustinde). Die Menge Q) C R der
Werte (oder Punkte), die die Losung einer Differentialgleichung annehmen
darf, nennen wir den Zustandsraum, und die Elemente von () bezeichnen wir
manchmal auch als Zustande.

3Wenn wir, wie in den vorausgehenen Fufinoten angedeutet, atmosphirische Effekte
beriicksichtigen, wiirden wir an dieser Stelle stattdessen sagen: Der Satellit kann in die Atmo-
sphére eintreten und dort verglithen, oder zumindest aufgrund von Reibungskraften unser
Modell ungiiltig machen.



2.3. Zustandsraum und Vektorfelder

Ein einheitliche Form fiir Differentialgleichungen erster Ordnung Be-
trachten wir noch einmal die Differentialgleichungen

b(t)=cb(t) und —k(t)=ck(t)

aus den Beispielen 1.1.2(a) und (c). Wir sagen, diese sind von erster Ordnung,
weil in ihnen neben der gesuchten Funktion nur deren erste Ableitung vor-
kommt (die Differentialgleichung fiir die Satellitenposition x(t) ist hingegen
von zweiter Ordnung; Uber die Veranschaulichung von Differentialgleichungen
zweiter Ordnung sprechen wir spater im Laufe der Vorlesung noch).

Wir einigen uns vorerst fur beide Gleichungen auf den Zustandsraum
Q := (0,00) — d.h. wir wollen nur solche Funktionen b bzw. k als Losung
zulassen, die von einem reellen Intervall nach Q abbilden. (Bitte beachten Sie
aber: Das bedeutet nicht automatisch, dass auch die Ableitungen b oder k aus
() sein miissen!) Um beide Gleichungen noch auf eine etwas dhnlichere Form
zu bringen, multiplizieren wir die zweite Gleichung noch mit —1, denn dann
erhalten wir die Gleichungen

b(t)=cb(t) und k(t) = —ck(t),

bei denen links jeweils nur die Ableitung der gesuchten Funktion steht.
Von einem abstrakten Standpunkt aus betrachtet haben beide Differential-
gleichungen eine dhnliche Gestalt: Wir konnen sie schreiben als

xX(t) = f(x(t)), (2.1)

wobei x die gesuchten Funktion ist, die von einem reellen Intervall nach Q
abbilden soll (in der ersten Gleichung also x = b und in der zweiten Gleichung
x = k), und wobei f : (3 — R eine gegebene Funktion ist (in der ersten Differen-
tialgleichung ist f(y) = cy fiir y € Q und in der zweiten Differentialgleichung
ist f(y) =—cy fur y € Q).

Wenn man eine Differentialgleichung in der Form (2.1) betrachtet, dann
nennt man die Funktion f oft die rechte Seite der Differentialgleichung — was
naturlich etwas unsauber gesprochen ist, denn genau genommen steht ja nicht
f,sondern f(x(t)) auf der rechten Seite.

Vektorfelder Sehr hdufig werden wir Differentialgleichungen der Form (2.1)
betrachten, bei denen die gesuchte Funktion aber nicht reelle Zahlen, sondern
Vektoren im RY als Werte annimmt: In diesem Fall legt man eine Menge
Q C R? fest, aus der die Werte der gesuchten Losung kommen sollen (und
wie in Abschnitt 2.2 bereits erwahnt betrachet man meist nur offene Mengen
Q). AuBerdem benétigt man eine Funktion f : Q — R?, und dann ergibt die
Gleichung (2.1) auch in diesem mehr-dimensionalen Rahmen Sinn. Solche
Funktionen f besitzen einen speziellen Namen:
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Definition 2.3.2 (Vektorfeld). Sei d € N und sei Q) C R? nichtleer und offen.
Eine Funktion f : Q — R? bezeichnet man als Vektorfeld auf Q.

Ein Vektorfeld bildet also vom Zustandsraum in den R? ab. Bitte beachten
Sie, dass die Differentialgleichung x(t) = f(x(t)) nur dann Sinn ergibt, wenn
f tatsdachlich Vektoren der Dimension d (aus Q) wieder auf Vektoren der
Dimension d abbildet.

Graphische Veranschaulichung von Vektorfeldern Im Fall 4 = 2 kann
man ein Vektorfeld auf einem Gebiet O C R? sehr gut veranschaulichen,
indem man () zeichnet und an einige Punkte y € QO den Vektor f(y) anzeich-
net. Wir geben ein konkretes Beispiel an:

Beispiel 2.3.3. Sei Q = R?)\ {0} und sei f : QO — R? durch

fy) = —§L2 fiir alle y € Q
Iy

gegeben (wobei ||-|| die Euklidsche Norm bezeichnet). Eine graphische Dar-
stellung dieses Vektorfeldes finden Sie in Abbildung 2.3.3.

Abbildung 2.1: Graphische Darstellung des Vektorfeldes f aus Beispiel 2.3.3.
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2.3. Zustandsraum und Vektorfelder

Naturlich kann man auch Vektorfelder im Falle d = 1 so darstellen — in
diesem Fall besteht das Bild natuirlich nicht aus einer Flache, sondern nur aus
einer Linie, auf der Pfeile angebracht sind, die entlang dieser Linie zeigen.

Aufgabe 2.3.4. Betrachten Sie im Falle d = 1 und Q = (0, o0) das Vektorfeld
f :Q — R, welches durch

fy)= —%y fur alley € Q

gegeben ist. Stellen Sie f auf zwei verschiedene Weisen graphisch dar:

* So, wie Sie eine Funktion von (0, c0) nach R tiblicherweise skizzieren
wirden (d.h. mit einer Rechtswert-Achse, an der Sie das Argument
auftragen und einer Hochwertachse, an der Sie die Funktionswerte
auftragen).

* Als Vektorfeld — d.h. so, wie Sie es in Beispiel 2.3.3 und Abbildung 2.1
gesehen haben, allerdings in einem eindimensionalen Bild.

Graphische Darstellung der Losung einer Differentialgleichung Wenn
wir auf einer offenen Menge Q C R? ein Vektorfeld f : QO — R? gegeben haben
und einen Anfangswert x; € () festhalten, dann gibt es eine sehr anschauliche
Moglichkeit, Losungen des Anfangswertproblems

xX(t) = f(x(t),  x(0) =xo (2.2)

zu verstehen: Eine Losung x, die von einem Intervall nach () abbildet, be-
schreibt, wie Sie aus der Analysis 2 wissen, eine Kurve in (). Die Ableitung
X ist gerade die Geschwindigkeit (oder mathematischer ausgedriickt: der
Tangentialvektor) der Kurve; sie gibt die Anderungsrate von x an.

Das Anfangswertproblem (2.2) kann man also folgendermafien verstehen:
Zum Zeitpunkt 0 startet die Kurve x an der Position x,; die Anderung der
Kurve in diesem Moment ist gleich

x(0) = f(x(0)) = f(xo),

also gleich dem Vektor, den das Vektorfeld f an der Startposition x( vorgibt.
Die Ableitung x(0) ist in etwa gleich dem Differenzenquotienten %(x(r) —-x(0)),
wenn 7 eine sehr kleine positive reelle Zahl ist. Anders ausgedriickt gilt also

L x(r) = x0) = F(x0),

T
und dies ist gleichbedeutend mit der Gleichung
x(1) = xo + Tf (xo)-
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Abbildung 2.2: Eine Kurve (rot), die die Differentialgleichung x(t) = f(x(t)) lost; das Vektor-
feld f stammt aus Beispiel 2.3.3. Der Anfangswert xg = (3, 1)T ist als roter Kreis markiert und
die Kurve verlduft Richtung Urpsprung.
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Um also die Position x(7) nach einer kleinen Zeit 7 zu erhalten, starten wir an
der Stelle x5 und gehen dann v mal den Vektor f(x() entlang. Dann sind wir
an der Stelle x(7). Jetzt benutzen wir wieder die Differentialgleichung, laut
der

gilt, und wir konnen das vorangehende Prozedere wiederholen.

Auf diese Weise gibt uns das Vektorfeld f stets vor, in welche Richtung
und wie schnell wir unsere momentane Position dndern miissen, und wir
erhalten somit eine Kurve x, die auf einem von f vorgebenen Weg durch Q
fiihrt. Fiir das Vektorfeld f aus Beispiel 2.3.3 und den Startpunkt xo = (3,1)7
ist dies in Abbildung 2.2 dargestellt. In diesem einfachen Fall fithrt die Kurve
auf einer Geraden in Richtung Ursprungs; dies liegt daran, dass das Vektorfeld
f in diesem Beispiel von jedem Punkt aus zum Ursprung zeigt und die Kurve
somit immer weiter zum Ursprung hinbewegt.

Ahnlich kénnen wir natiirlich auch fiir ein ein-dimensionales Vektorfeld
den Verlauf der Losung der zugehorigen Differentialgleichung anhand einer
Skizze des Vektorfeldes abschatzen:



2.4. Erganzungen

Aufgabe 2.3.5. Sei ) = (0, c0). Betrachten Sie auf () die logistische Gleichung
b(t) = ((c—db(t))b(t)

aus Beispiel 2.1.3. Diese konnen wir abstrakt in der Form b(t) = f(b(t)) schrei-
ben, wobei f : (3 — R durch f(y) = (c—dy)y fiir alle y € Q) gegeben ist.

Um konkrete Zahlenwerte zur Verfiigung zu haben, wahlen wir in dieser
Aufgabe c = i und d = 11—2

(a) Skizzieren Sie das Vektorfeld f.

(b) Geben Sie anhand Ihrer Skizze an, wohin die Losung der Differential-
gleichung verlduft, wenn der Anfangswert zum Zeitpunkt 0 gleich 1 ist,
und wohin die Losung verlauft, wenn der Anfangswert gleich 5 ist.

2.4 Erganzungen

Modellierung durch eine partiellen Differentialgleichung - ein
Beispiel

Falls Sie Interesse haben einmal zu sehen, wie man auch eine partielle Diffe-
rentialgleichung mit Hilfe von Differenzenquotienten herleiten kann, kénnen
Sie sich das folgende Beispiel naher ansehen. Darin geben wir eine “Herlei-
tung” der Warmeleitungsgleichung aus Beipsiel 1.3.1 an.

Beispiel 2.4.1 (Herleitung der Wirmeleitungsgleichung). Wie bereits in
Beispiel 1.3.1 betrachten wir die Temperatur u(t,z) eines duinnen Metallstabs
der Lange L zur Zeit t € [0,00) und an der Stelle z € [0,L]; also ist u eine
Funktion von [0, 0) x [0, L] nach R. Wir nehmen nachwievor an, dass der Stab
entlang seiner Mantelfldche thermisch isoliert ist.

Wir betrachten nun einen festen Zeitpunkt € [0, 00) and zwei Positionen
21,23, die nahe aneinander liegen und die Bedingung 0 < z; < z; < L erfiillen.
Wir bezeichnen mit E(t) die thermische Energie, die im Stab zwischen den
Positionen z; und z, zum Zeitpunkt t gespeichert ist. Weil z; und z, sehr nahe
zusammenliegen, ist es sinnvoll davon auszugehen, dass die Temperatur im
Bereich zwischen z; und z, ahnlich grof ist wie an der Stelle z;.

Die thermische Energie E(t) ist proportional zum Produkt aus der Tempe-
ratur im Bereich zwischen z; und z, und der Lange des Intervals. Also gibt es
eine Konstante 4 > 0 derart, dass

E(t) =du(t,z;)(zp — 21)

gilt. Nun betrachten wir die Frage, wie sich die Energie E(t) andert, wenn wir
einen kleinen Zeitschritt der Lange v weitergehen. Einerseits erhalten wir
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dann naturlich
E(t+7)-E(t) = d(u(t+7,21) - u(t,21))(z2 — 21).

Andererseits kann eine Anderung der thermischen Energie im Intervall zwi-
schen z; und z; — aufgrund der thermischen Isolation — nur dadurch zustande
kommen, dass Energie durch die beiden Punkte z; und z, ins Intervall zufliefit
oder abfliefit. In der Physik ist bekannt, dass der Durchfluss der thermischen
Energie in einem Punkt direkt proportional zum raumlichen Temperaturab-
fall oder -anstieg in diesem Punkt ist. Es gibt also eine Konstante k > 0 derart,
dass im Zeitintervall der Lange 7 die thermische Energiedifferenz E(t+7)—E(t)
(d.h. die thermische Energie, die in das Intervall [z;, z;] hineinflie3t), gleich

p) J
kT( - Zu(t’ 2)lo=z, + zu(t’ Z)lz:zz)

ist. Insgesamt ist also

d(u(t +17,21)— u(t,zl))(zz -z1)= kT( - %u(t,z)b_Zl + %u(t,z)lz_ZZ).

Wir teilen nun sowohl durch t also auch durch z, — z;; dann lassen wir 7
gegen 0 streben und z, gegen z;; somit erhalten wir die partielle Differential-
gleichung

d 0?

dgu(t,zl) = kﬁ

u(t, Z)lz:zl .

Zuletzt teilen wir noch durch d und setzen c = k/d. Wenn wir beriicksichtigen,
dass obige Argumentation fur alle z; zwischen 0 und L funktioniert und wir
die Ortsvariable deshalb wieder z statt z; nennen, so gelangen wir also zur
Gleichung

82
‘o2

und dies ist genau die Warmeleitungsgleichung aus Beispiel 1.3.1.

(t,2) = u(t,z),

Eu

Die ,Herleitung” in Beispiel 2.4.1 ist natiirlich nur eine Heuristik. In
der Literatur finden sich viele unterschiedliche Versionen solch einer Herlei-
tung. Alle fuhren die Gleichung aber letztlich auf dieselben physikalischen
Prinzipien zurtck.



Fragen zum Einstieg.

(a) Was genau war noch einmal der Unterschied zwischen einer Differen-
tialgleichung und einem Anfangswertproblem? Warum haben wir An-
fangswerte uiberhaupt eingefihrt?

(b) Konnen Sie sich erinnern, was man unter der Ordnung einer Differenti-
algleichung versteht?

3.1 Begriffsklirung: Zweiter Versuch

In diesem Abschnitt wollen wir nun eine prazise mathematische Definition
der Begriffe Differentialgleichung, Anfangswertproblem und Losung geben.

Wir beginnen zunédchst mit dem allgemeinen Fall, in welchem die Differen-
tialgleichung implizit definiert ist. Wir nennen ein Intervall | C R nicht-trivial,
wenn es mindestens zwei Punkte enthalt (voraus dann nattrlich folgt, dass |
sogar uberabzahlbar viele Punkte enthalt).

Definition 3.1.1 (Differentialgleichung, Anfangswertproblem und Losung;:
Implizite Form). Seien d,n € N, sei G C R*4("+1) eine nichtleere Menge und
sei f : G — R? eine Abbildung.

(i) Eine Gleichung der Form
F((8,x(8), %(8), %(8), .., x" (1)) = 0 (3.1)

hei3t eine d-dimensionale gewdohnliche Differentialgleichung. Falls die
Funktionswerte von f nicht unabhingig von den letzten d Eintragen des
Arguments von f sind, dann hat die Differentialgleichung die Ordnung
n.

(ii) Sei J C R ein nicht-triviales Intervall. Eine Funktion x : ] — R? heif3t
Losung der Differentialgleichung (3.1), wenn x n-mal differenzierbar ist
und die folgende Eigenschaft erfiillt:

Fiir alle t € J gilt (t,x(t), %(t), £(t),..., x")(t)) € G und es fiir alle t € J gilt
die Gleichung (3.1).
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(iii)

(iv)

Sei t; € R und seien xg,x1,%5,...,%,_; € R%. Dann heif3t

3.2
X(to)ZXO; X(to)le, cee X(nil)(to)zxn_l ( )

{ F((tx(8),2(8), 5(2), .., x (1)) = 0,

ein Anfangswertproblem zur Differentialgleichung (3.1).

Sei J C R ein nicht-triviales Intervall. Eine Funktion x : ] — R? heift
Losung des Anfangswertproblems (3.2), wenn x eine Losung der Diffe-
rentialgleichung in der ersten Zeile von (3.2) ist, wenn t; € J gilt und

wenn alle Gleichungen in der zweiten Zeile von (3.2) erfullt sind.

Esist lehrreich, die obige Definition mit den vorlaufigen Definitionen 1.1.4
und 1.4.3 zu vergleichen.

Wir betrachten einige Beispiele um zu sehen, wie man konkrete Diffe-
rentalgleichungen in Definition 3.1.1 einordnen kann. Hierzu sehen wir uns
wieder einmal die Bakterienpopulation und den Satelliten an:

Beispiele 3.1.2. (a) Wir betrachten wieder die Bakterienpopulation b(t).

Wir wollen die Differentialgleichung
b(t) = cb(t)
(mit der Konstanten ¢ > 0) in der allgemeinen Form aus Definition 3.1.1(i)

darstellen.

Die Anzahl der Bakterien ist eine ein-dimensionale Grof3e, d.h. es ist
d = 1. Aulerdem kommen in der Differentialgleichung nur Ableitungen
bis zur Ordnung 1 vor, also ist n = 1.

Als Zustandsraum () wahlen wir wie in Abschnitt 2.2 vorgeschlagen die
Menge Q) = (0, ). Fur die Zeit t wahlen wir im voraus keine speziellen
Einschrankungen. Also konnen wir

G=Rx (0,00) xR ={(t,99,91) € R3: vp > 0}
wahlen, und wir setzen
f:G3(tvoy1) >y —cyo €R.

Dann ist die Differentialgleichung b(t) = cb(t) dquivalent zu f(t,b(t), b(t)) =
0.

Lassen Sie uns noch einmal die Bakterienpopulation in der Petrischale
betrachten — aber dieses mal gehen wir wie in Beispiel 2.1.2 davon aus,
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dass die Temperatur zeitabhangig ist und die Zahl c somit von t abhangt.
Wir wollen die Differentialgleichung

aus Beispiel 2.1.2 in der Form aus Definition 3.1.1(i) schreiben.

Wie im vorangehenden Beispiel wahlen wir dazu
G =Rx(0,00) xR ={(t,9,91) € R®: py > 0},
aber dieses mal definieren wir f durch

f:G3(690,91) = 1 —c()yo €R.

Dann ist die Differentialgleichung b(t) = c(t)b(t) wie gewiinscht dquiva-

lent zu f(t,b(t), b(t)) = 0.

(c) Sehen wir uns wieder die Position x(t) unseres Satelliten an, welche
die Differentialgleichung mx(t) = F(x(t)) erfiillt. Die Dimension ist nun
d = 3, die Ordnung ist n = 2, und wir wollen nur Positionen in der
Menge

Q={yeR?: ||y||>R}
zu lassen, wobei R den Erdradius bezeichnet. Wir wahlen
G=RxQxR>xR3= {(t, v0,v1,v2) € R!?:teRR, 0 €Q, 11,72 e R3)
und

f:G3(t,90,91,v2) > my, — F(yp) € R

Dann ist die Differentialgleichung mx(t) = F(x(t)) d4quivalent zur Diffe-
rentialgleichung f (¢, x(t), %(t), £(t)) = 0 aus Definition 3.1.1(i).

In Abschnitt 2.3 hatten wir besprochen, wie man Differentialgleichungen
erster Ordnung fur eine gesuchte Funktion x in manchen Fillen auf eine
Form bringen kann, in der auf der linken Seite der Gleichung nur die erste
Ableitung von x steht. Dasgleiche kann man auch versuchen, wenn man eine
Differentialgleichung hoherer Ordnung betrachtet; in diesem Fall versucht
man, die Differentialgleichung so umzuschreiben, dass auf der linken Seite
nur die hochte auftretende Ableitung von x steht.

Wenn dies gelingt, dann sagt man, dann nennen wir die so erhaltene
Differentialgleichung explizit. Wir halten dies noch einmal in der folgenden
Definition fest.
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Definition 3.1.3 (Differentialgleichung, Anfangswertproblem und Losung;:
Explizite Form). Seien d,n € N und sei G C R!*%" eine nichtleere Menge und
sei f : G — R eine Abbildung.

(i) Eine Gleichung der Form

M (t) = £( (8 x(8), %(8), 5(1),...., x" (1)) (3.3)

heif3t eine explizite d-dimensionale gewohnliche Differentialgleichung; sie
hat die Ordnung n.

(ii) Sei J C R ein nicht-triviales Intervall. Eine Funktion x : ] — R? heif3t
Losung der Differentialgleichung (3.3), wenn x n-mal differenzierbar ist
und die folgende Eigenschaft erfiillt:

Fiir alle t € J ist (t,x(t), %(t), %(t),...,x"1)(t)) € G und fiir alle t € J gilt
die Gleichung (3.3).

(iii) Sei ty € R und seien xg, x1,%y,...,%,_; € R?. Dann heifdt

{ x(t) = (8 x(8), (2), %(8), .., x"D (1)), (3.4)

x(to) =xo, X(t) =x1, ... , x(n_l)(tO) =Xp-1
ein Anfangswertproblem zur Differentialgleichung (3.3).

(iv) Sei J C R ein nicht-triviales Intervall. Eine Funktion x : ] — R? heif3t
Losung des Anfangswertproblems (3.4), wenn x eine Losung der Diffe-
rentialgleichung in der ersten Zeile von (3.4) ist, wenn t; € J gilt und
wenn alle Gleichungen in der zweiten Zeile von (3.4) erfullt sind.

Aufgabe 3.1.4. Sehen Sie sich die Definitionen 3.1.1 und 3.1.3 noch einmal
im Detail an.

(a) Machen Sie sich dabei alle Unterschiede zwischen den beiden Definitio-
nen klar.

(b) Wie konnen Sie eine explizite Differentialgleichung in die implizite
Form von Definition 3.1.1(i) bringen?

Alle Differentialgleichungen aus den Beispielen 3.1.2 lassen sich in expli-
zite Form bringen. Es ist wichtig, dass Sie dies zur Ubung konkret tun; dies
ist Teil des zweiten Ubungsblattes.
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3.2 Differentialgleichungen erster und hoherer
Ordnung

Die folgende Proposition ist auflerst einfach, aber essentiell fur viele Teile der
Vorlesung. Sie zeigt, dass es in vielen Fallen geniigt, Differentialgleichungen
erster Ordnung zu betrachten. Der Einfachkeit halber formulieren wir das
Resultat nur fir explizite Differentialgleichungen (bzw. Anfangswertproble-
me), aber Sie konnen sich leicht uberlegen, dass dasselbe auch fiir implizite
Differentialgleichungen gilt.

Proposition 3.2.1. Seien d,n € N, sei G C R'*¥" eine nichtleere Menge und sei
f:G— RY eine Abbildung; sei ty € R und xg,...,x,_1 € R, Wir definieren eine
Funktion h: G — R durch

h(t, 90, V1) = (yl,...,yn_l,f(t,yo,...,yn_l)) fiir (t,v9,...,v4-1) €G
(wobei t € R ist und vg,...,v,-1 € RY sind).

(a) Wenn x : ] — R? das Anfangswertproblem

{ x() = £((1,x(0), %(2), 2(1),...., (1)), (3.5)

x(tO):xO; X(to):.xl, cee x(n_l)(t()):xn—l
l6st, dann lost z:= (x,%,...,x""V) : ] - R das Anfangswertproblem

{ 2(t) = h(t, 2(1)),

3.6
z(to) = (X0,- - Xp_1)- (36

(b) Umgekehrt: Wenn z: ] — R" das Anfangswertproblem (3.6) lost, dann lost
die Funktion x : ] — RY, die aus den ersten d Komponenten von z besteht,
das Anfangswertproblem (3.5).

Beweis. Der Beweis wird Teil des zweiten Ubungsblattes sein. O

3.3 Differentialgleichungen zweiter Ordnung und
Phasenraum

Speziell fur Differentialgleichungen zweiter Ordnung gibt es den Begriff
Phasenraum, der folgendermafien definiert ist.

Definition 3.3.1 (Phasenraum). Sei d € N, sei G C R'*?? und f : G — R
Wenn man G in der Form G = I x W fur ein reelles Intervall I und eine
Menge W C R24 schreiben kann, dann heift die Menge W der Phasenraum der
Differentialgleichung

x(t) = f(t,x(1), X(t)).
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Anders gesprochen: Wenn die Frage, welche Paare (x(t), %(t)) (bestehend
aus Positionen und Geschwindigkeiten) fir unsere Differentialgleichung zu-
lassig sind, nicht von der Zeit t abhangt, dann bezeichnen wir die Menge
dieser Paare als Phasenraum der Differentialgleichung.

Beispiel 3.3.2 (Teilchen und Satellit). (a) In der klassichen Mechanik be-

trachtet man oft ein Teilchen der Masse m, dass sich in einer Menge
Q C R? bewegt. Die Position x(t) des Teilchens zum Zeitpunkt ¢ erfiillt
die Differentialgleichung

1 4
(1) = (1, x(0), 5(1)), (37)
wobei F: R x Q x R? die auf das Teilchen wirkende Kraft ist, welche im
Allgemeinen von der Zeit, der Position und der Geschwindigkeit des
Teilchens abhingen kann (wir nennen die Kraft in diesem Beispiel F
statt F, damit die Notation mit dem nachfolgenden Beispiel konsistent
ist).

In der Notation von Beispiel 3.3.1 ist hier also G = Rx(Q xR?, und Q xR3
ist der Phasenraum.

Betrachten wir nun wieder einmal unseren Satelliten, der die Erde
umbkreist. Die moglichen Positionen des Satelliten werden, wie bereits
mehrmals besprochen, durch die Menge

Q={yeR>: ||y||>R}

beschrieben, wobei R den Erdradius bezeichnet. Die Kraft F, die auf den
Satelliten wirkt, hangt nur von seiner Position ab, nicht aber von seiner
Zeit oder seiner Geschwindigkeit!, d.h. F ist eine Funktion von Q) nach
R3, und die Position des Satelliten erfiillt, wie Sie bereits wissen, die
Differentialgleichung

Wenn wir mochten, konnen wir diese Differentialgleichung in die Form
aus Beispiel (a) bringen: Wir betrachten wieder den Phasenraum Q x R?,
setzen G = R x Q xR3 und definieren einfach

F:G3(t,90,91)~ F(yo) e R>.

ISie wissen bereits, dass das nicht ganz richtig ist: Wenn der Satellit ein Stiick weit in die
oberen Atmospharenschichten eindringt, wirkt auch Reibungskraft auf ihn, und diese hiangt
unter anderem von seiner Geschwindigkeit ab.

AufSerdem wird die Gesamtkraft, die auf den Satelliten wirkt, im Allgemeinen sogar von der
Zeit abhangen: Neben der Erdanziehung wirkt auf den Satelliten namlich beispielsweise die
Gravitation des Mondes — und diese ist aus Sicht des Satelliten zeitabhédngig, da die Position
des Mondes sich mit der Zeit dndert.
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Dann konnen wir die Differentialgleichung %(t) = F(x(t)) in der Form
%(t) = F(t, x(t), %(t)) schreiben.

Aufgabe 3.3.3. Benutzen Sie die Technik aus Abschnitt 3.2 um die Differen-
tialgleichung (3.7) in eine Gleichung erster Ordnung umzuschreiben; die-
se Differentialgleichung erster Ordnung bezeichnen wir in dieser Aufgabe
mit (%).

Wenn x eine Losung der Differentialgleichung (3.7) ist, dann beschreibt
x(t) zum Zeitpunkt t den Ort des Teilchens. Sei nun z eine Losung der Glei-
chung (*). Was beschreibt z(t)?

3.4 Autonome und nicht-autonome
Differentialgleichungen

In Beispiel 2.1.2 hatten wir zum ersten Mal angesprochen, wann eine Differen-
tialgleichung autonom oder nicht-autonom heifit. Mit Hilfe unserer formalen
Definitionen in diesem Kapitel konnen wir dies nun prazisieren. Wir begnii-
gen uns an dieser Stelle damit, den Fall expliziter Differentialgleichungen zu
betrachten.

Definition 3.4.1 (Autonome Differentialgleichung). Die Differentialglei-
chung

X (t) = £((tx(8), %(1),..., x" (1))

in Definition 3.1.3 heif3t autonom, wenn man G in der Form G = I x H fiir eine
Menge H C R%" und ein Intervall I £ R schreiben kann, und wenn f nicht von
der Zeitkomponente seines Arguments abhangt — d.h. wenn es eine Funktion
h:H — RY gibt derart, dass

f(tfyo’yll""yn—l) = h(yorylv"’yn—l)
fiir alle (,90,V1,.-.,Vp-1) € G = I x H gilt.?

Anders ausgedriickt: Eine explizite Differentialgleichung heifst autonom,
wenn die folgenden beiden Objekte nicht von der Zeit abhdngen:

* Die Menge, in der eine Losung und ihre Ableitungen liegen durfen.

* Die rechte Seite der Differentialgleichung.

2Man beachte, dass es fiir eine autonome Differentialgleichung eigentlich nicht viel Sinn
ergibt, die zuldssigen Zeiten von vorne herein auf ein Teilintervall I von R einzuschranken;
wenn man eine autonome Differentialgleichung vorliegen hat, spricht nichts dagegen, I durch
die ganze reelle Achse R zu ersetzen — wodurch die Losungen dann natiirlich eventuell auf
einer grofleren Menge von Zeiten definiert sein konnen.
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Eine autonome explizite Differentialgleichung n-ter Ordnung ist also von
der Form

xM(t) = h(x(t), %(t),..., x" V(1))

fiir eine Menge H C RY" und eine Abbildung 1 : H — R,

3.5 Erganzungen

Differential-algebraische Gleichungen

In dieser Vorlesung beschéftigen wir uns vor allem mit expliziten Differen-
tialgleichungen. Ein Klasse von impliziten Differentialgleichungen sind die
sogenannten Differential-algebraischen Gleichungen. Diese spielen zum Beispiel
eine wichtige Rolle in der Modellierung von mechanischen oder elektrischen
Systemen, die Nebenbedingungen unterliegen.

Wir werden in dieser Vorlesung aber nicht auf differential-algebraische
Gleichungen eingehen.
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Fragen zum Einstieg.

(a) Versuchen Sie zwei verschiedene Losungen x : R — R des folgenden
Anfangswertproblems zu finden:

() = x()|? firteR,
x(0) = 0.

(b) Was bedeutet der Begriff metrischer Raum? Wann heifst ein metrischer
Raum vollstindig?

(c) Suchen Sie im Internet nach den Begriffen Laplacescher Dimon' und
Determinismus.

Wir benotigen in diesem Kapitel viele grundlegende Eigenschaften von
metrischen und normierten Raumen, die Sie aus der Analysis 2 kennen. Der
Vollstandigkeit halber finden Sie einige wichtige dieser Eigenschaften in
Anhang A in diesem Manuskript zusammengefasst. Auflerdem spielen die
Fixpunktsatze von Banach und von Schauder im Folgenden eine wichtige
Rolle; einen Uberblick tiber diese Fixpunktsitze sowie iiber die generelle
Philosophie bei der Verwendung von Fixpunktsatzen finden Sie in Anhang B.

4.1 Lokale Existenz und globale Eindeutigkeit: Der
Satz von Picard-Lindelof

Wir wollen nun beweisen, dass ein Anfangswertproblem unter recht allgemei-
nen Bedingungen eine eindeutige Losung besitzt. Aufgrund von Propositi-
on 3.2.1 genuigt es hierfur, Gleichungen erster Ordnung zu untersuchen. Die
wichtigsten Aussagen in diesem Abschnitt sind ein globaler Eindeutigkeits-
satz in Korollar 4.1.11 und ein lokaler Existenzsatz in Korollar 4.1.12; beide
Resultate sind einfache Konsequenzen des lokalen Existenz- und Eindeutig-
keitssatzes von Picard-Lindelof, den wir in Satz 4.1.9 beweisen.

Der Satz von Picard-Lindelof basiert auf der Idee, die Existenz und Eindeu-
tigkeit der Losung eines Anfangswertproblems mit Hilfe eines Fixpunktsatzes

1Benannt nach Pierre-Simon Laplace (1749 — 1827), franzosischer Mathematiker, Astro-
nom, Physiker und Politiker.
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aus der Funktionalanalysis beweisen. Hierfiir ist es sehr nutzlich, ein An-
fangswertproblem zunichst in eine Integralgleichung umzuschreiben; diese
Umformulierung ist der Inhalt der folgenden Proposition.

Proposition 4.1.1. Seid € N, sei G C R+ eine nichtleere Menge und sei f : G —
R? eine stetige Abbildung; sei zudem ty € R und x, € R%.

Wenn | C R ein nicht-triviales Intervall mit tq € | ist und x : ] > R eine
Funktion mit der Eigenschaft (t,x(t)) € G fiir alle t € ] ist, dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(i) Die Funktion x lost das Anfangswertproblem

X(to) = Xp-

{ x(t) = f(t,x(t),

(ii) Die Funktion x ist stetig und es gilt
t
x(t)=xo+ | f(s,x(s))ds (4.1)
to

fiirallet € ].

Man beachte, dass das Integral in (4.1) wohldefiniert ist (als Riemann-
Integral), denn aus der Stetigkeit von x und f folgt, dass der Integrand stetig
ist.

Beweis von Proposition 4.1.1. (i) = (ii)“ Es gelte (i). Weil x eine Losung ist,
ist x nach Definition differenzierbar und somit stetig. Weil f ebenfalls stetig
ist, folgt aus der Differentialgleichung, die x 10st, dass x ebenfalls stetig ist.
Also ist x sogar stetig differenzierbar; somit konnen wir den Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung anwenden. Mit dessen Hilfe erhalten fur
jedeste]

t t
f(s,x(s)) ds = f X(s)dxs = x(t) — x(tg) = x(t) — x0;
to to

dies zeigt (ii).

»(ii) = (i)“ Es gelte nun (ii). Dann ist x(ty) = xg+0 = xg. Aus dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung folgt, dass x stetig differenzierbar ist
und dass x(t) = f(t,x(t)) fur alle t € ] gilt. Dies zeigt (i). O

Wir wollen nun erldutern, wie man die Integralgleichung (4.1) als Fix-
punktgleichung auffassen kann. Zu diesem Zweck nehmen wir (nur der bes-
seren Anschaulichkeit halber) einmal kurz an, dass einfach G = R!*¥ gilt.
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Betrachten wir ein kompaktes, nicht-triviales Intervall ] C R, das t, enthalt,
und sehen wir uns den Funktionenraum

CJ;RY :={x:] > R?: xist stetig};
zusammen mit der Norm ||-||,, die durch

Il = sup (1)
te]
gegeben ist (wobei ||x(t)|| die Euklidsche Norm des Vektors x(t) € R bezeich-
net). Dann ist C(J;R?) zusammen mit der Norm ||-||, eine vollstandiger nor-
mierter Raum, also ein sogenannter Banachraum (siehe Beispiel A.4.7 im
Anhang; allgemeine Aussagen tiber normierte Raiume und Banachraume so-
wie weitere Beispiele fiir solche Raume finden Sie allgemein im Abschnitt A.4
im Anhang).
Nun schauen wir uns eine geeignete Abbildung T : C(J;R?) — C(J;R9)
an (d.h. eine Abbildung, die Funktionen auf Funktionen abbildet): Fir jedes
x € C(J; R?) definieren wir T(x) € C(J;R%) durch

(T(0))(t) = x(tg) + ttf(s,x(s)) ds fiirallete]. (4.2)

Die wesentliche Idee ist dann: Eine Funktion x € C(J; R?) 16st die Integralglei-
chung (4.1) (und somit das dquivalente Anfangswertproblem aus Propoiti-
on 4.1.1) genau dann, wenn x ein Fixpunkt von T ist, d.h. wenn T(x) = x ist.
Die Existenz und Eindeutigkeit von solch einem Fixpunkt x wollen wir mit
Hilfe eines geeigneten Fixpunktsatzes zeigen.

Wir mussen also folgende Aufgaben erledigen:

Aufgaben-Liste 4.1.2. (i) Wir mussen einen geeigneten Fixpunktsatz fur
diesen Plan finden.

(i) Wir mussen nachrechnen, dass die Abbildung T die Voraussetzungen
des Fixpunktsatzes erfiillt.

(iii) Wir miissen damit umgehen, dass im Allgemeinen eben nicht G = R!*¢
gilt; dies ist ein Problem bei der Definition der Abbildung T: Wenn wir
in T einfach eine beliebige Funktion x € C(J ;R?) einsetzen, ist der Term
f(s,x(s)), der im Integral in (4.2) auftritt, vielleicht gar nicht definiert,
weil nicht sichergestellt ist, dass (s,x(s)) € G gilt.

Der Sinn des verbleibenden Teils von Abschnitt 4.1 besteht darin, die-
se Liste abzuarbeiten und somit den Existenz- und Eindeutigkeitssatz von
Picard-Lindeloef (Satz 4.1.9) zu beweisen. Unser Plan fiir die Abarbeitung
von Liste 4.1.2 sieht hierbei folgendermaflen aus:
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* Punkt (i) 16sen wir, indem wir eine geeignete Version des Banachschen
Fixpunktsatzes beweisen (Satz 4.1.4).

* Punkt (ii) losen wir, indem wir eine geeignete Voraussetzung an die
Funktion f auf der rechten Seite der Differentialgleichung stellen (eine
sogenannte lokale Lipschitz-Bedingung).

* Punkt (iii) ist ein kleines bisschen technischer: Wir 1osen dieses Problem,
in dem wir annehmen, dass G offen ist, indem wir das Intervall J klein
genug wahlen (um den Startzeitpunkt fy herum) und indem wir die
Abbildung T nicht auf ganz C(J;R“), sondern nur auf einer geeignten
Teilmenge M hiervon definieren.

Wir beginnen nun mit dem ersten Punkt, d.h. wir beweisen eine geeignete
Version des Banachschen Fixpunktsatzes. Zur Formulierung des Banachschen
Fixpunktes bendtigt man das Konzept Lipschitz-Stetigkeit?, das in Defini-
tion B.2.1 im Anhang wiederholt wird. Die folgende einfache Aussage ist
wichtig fur das Verstandnis des Banachschen Fixpunkt:

Aufgabe 4.1.3. Sei (M, d) ein metrischer Raum und sei f : M — M Lipschitz-
stetig mit Lipschitz-Konstante L > 0. Zeigen Sie: Fur jedes n € Ny ist f" (die
n-fache Hintereinanderausfithrung von f mit sich selbst) Lipschitz-stetig mit
Lipschitz-Konstante hochstens L".

Es ist wichtig darauf hinzuweisen, dass die Konstante L" in obiger Aufgabe
nicht immer optimal ist: Es kann vorkommen, dass die Lipschitz-Konstante
von f" deutlich kleiner ist als L":

Im Anhang finden Sie, inklusive Beweis, eine Variante des Banachschen
Fixpunktsatzes, die haufig in Vorlesungen und in Lehrbuchern bewiesen
wird (Satz B.2.3): Dort wird eine Lipschitz-stetige Funktion mit Lipschitz-
Konstante L < 1 betrachtet. Fiir unseren Zwecke verwenden wir aber die
folgende etwas allgemeinere Version des Satzes:

Satz 4.1.4 (Banachscher Fixpunktsatz3: Allgemeine Version). Sei (M, d) ein
nicht-leerer vollstandiger metrischer Raum und sei f : M — M eine Lipschitz-
stetige Abbildung. Fiir jedes n € Ny bezeichne L,, die Lipschitzkonstante von f"
und essei ) > oL, <oo.

Dann besitzt f genau einen Fixpunkt £ € M. Auferdem konvergiert fiir jedes
x € M die Folge der Iterierten (f"(x)),en gegen x.

2Benannt nach Rudolf Lipschitz (1832 — 1903), deutscher Mathematiker.

3Benannt nach Stefan Banach (1892 - 1945), polnischer Mathematiker; Mitbegriinder der
Funktionalanalysis und einer der bedeutendsten Mathematiker in der ersten Halfte des 20.
Jahrhunderts.
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Beweis. Wir setzen C:=) ;7 L,. Aus C < o folgt L,, — 0 fiir n — oo.

Wir zeigen nun zunachst, dass f hochstens einen Fixpunkt haben kann.
Seien dazu £; und £, Fixpunkte von f, und sei n € N so grof3, dass L,, < 1 gilt.
Dann ist

d(£1,%2) = d(f"(%1), f"(%2)) < L, d(%1, %2);

wegen L, <1 folgt hieraus d(%1,%,) = 0, also x; = X,.

Sei nun x € M fest. Wir wollen beweisen, dass die Folge (f"(x)),ey eine
Cauchy-Folge ist. Hierzu definieren wir zunachst 6 := d(f(x), x)) und bemer-
ken, dass fiir alle n € N aus der Dreiecksungleichung die Abschédtzung

d(f"(x)x) < ) d(fF 0, A < ) Ld(f,0<Cs (43)

0 k=0

=
—_
N
|
—

>~
Il

folgt.
Wir wihlen nun ein beliebiges, aber festes ¢ > 0. Wegen L,, — 0 fiir n — oo
gibt es ein ny € Nmit L, Co < ¢. Fur alle n > n folgt nun aus (4.3)

d(f"(x), f70(x) < Ly, d(f""0(x), %) < L,,, C < &5

also ist (f"(x)),ey tatsachlich eine Cauchy-Folge (siehe Aufgabe A.2.2(b) im
Anhang).

Wegen der Vollstandigkeit von (M, d) konvergiert also die Folge (f"(x)),en
gegen einen Punkt X € M. Wir miissen nur noch zeigen, dass % ein Fixpunkt
von f ist. Dazu berechnen wir

(&) = f(lim f"(x)) = lim £(f"(x)) = lim f"*!(x) = 1.
n— o0 n—00 n—oo
Somit haben wir gezeigt, dass es genau einen Fixpunkt gibt, und dass die
Folge (f"(x)),en fur jedes x € M gegen diesen Fixpunkt konvergiert. O

Aufgabe 4.1.5. Zeigen Sie, dass die Variante des Banachschen Fixpunktsatzes
in Satz B.2.3 im Anhang ein Spezialfall von Satz 4.1.4 ist.

Nun kommen wir zum zweiten Punkt aus der Liste 4.1.2: Um im Beweis
von Satz 4.1.9 zu zeigen, dass der Banachsche Fixpunktsatz auf die Abbildung
T angewendet werden kann, brauchen wir eine Voraussetzung an die Funktion
f auf der rechten Seite der Differentialgleichung. Dieser Voraussetzung geben
wir in der folgenden Definition einen Namen:

Definition 4.1.6 (Lokale Lipschitz-Bedingung). Sei d € N, sei G C R!*4
nichtleer und offen, und sei f : G — R“ eine Abbildung. Wir sagen, die
Abbildung f erfullt die lokale Lipschitz-Bedingung, wenn es fiir jeden Punkt
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(to,xg) € G eine Umgebung U C G von (ty, o) und eine Zahl L > 0 gibt derart,
dass die folgende Eigenschaft erfiillt ist:
Fiir alle € R und alle x;,x, € R? mit (t,x;) € U und (t,x,) € U gilt

If (£,x2) = f (£, x1)I| < Llxa = x1][;
hierbei bezeichnet ||-|| die Euklidsche Norm auf R?.

Bemerkung 4.1.7. Seien Sie bitte etwas vorsichtig bei der Interpretation des
Begriffs lokale Lipschitz-Bedingung aus Definition 4.1.6:

* Die lokale Lipschitz-Bedingung impliziert im Allgemeinen nicht, dass f
in einer Umgebung von (t(, xq) Lipschitz-stetig ist.

* Die lokale Lipschitz-Bedingung impliziert noch nicht einmal, dass f
stetig beztliglich t ist (generell werden wir die Stetigkeit von f aber in
allen nachfolgenden Satzen zusatzlich voraussetzen).

* Die lokale Lipschitz-Bedingung bedeutet lediglich, dass f beziiglich
der letzten d Komponenten in seinem Argument Lipschitz-stetig ist
(solange man sich in U bewegt) und dass L unabhdngig von t gewahlt
werden kann (solange man sich in U bewegt).

Die folgende Proposition enthdlt eine hinreichende Bedingung um die
lokale Lipschitzbedingung nachzuprifen.

Proposition 4.1.8. Sei d € N, sei G C R* nichtleer und offen, und sei f : G —
R? eine Abbildung. Falls f stetig differenzierbar ist, dann erfiillt f die lokale
Lipschitzbedingung.

Beweis. Der Beweis ist eine Aufgabe auf dem zweiten Ubungsblatt. ]

Nun kommen wir wie angekiindigt zum Eindeutigkeitssatz von Picard—
Lindelo6ff. In dessen Beweis werden wir den Schritt (ii) aus der Liste 4.1.2
komplettieren und den Schritt (iii) durchfiuhren.

Satz 4.1.9 (Lokaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof*).
Seid €N, sei G C R offen und sei f : G — R? eine stetige Funktion, die die lo-
kale Lipschitz-Bedingung erfiillt. Zudem seien ty € R and x( € R4 mit (o, x) € G.
Dann gibt es ein & > 0 und eine abgeschlossene Umgebung B von xo in R mit den
folgenden Eigenschaften:

4Benannt nach Ernst Leonard Lindelof (1870 — 1946), finnischer Mathematiker, und
Charles Emile Picard (1856 — 1941), franzdsischer Mathematiker.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Lindelof/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Picard_Emile/
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Es ist [tg— O,tg + 0] x B C G, und fiir jedes nicht-triviale Teilintervall I C
[to — O,tg + 0], das tq enthdlt, gibt es genau eine Funktion x : I — B, die das
Anfangswertproblem

(4.4)

Beweis. Wir versehen R? im ganzen Beweis mit der Euklidschen Norm |- ||.
Durch geeignete Verschiebung des Problems konnen wir im gesamten Beweis

annehmen, dass ty = 0 ist.
Weil f die lokale Lipschitz-Bedingung erfillt, gibt es eine Umgebung
U C Gvon (0,xq) und eine Zahl L > 0 derart, dass

1/ (£, x2) = f (£, x1)Il < Llxo — x4l

fir alle t € R und alle x1,x, € R? mit (t,x;) € U und (t,x,) € U gilt. Weil (0, x)
im Inneren von U liegt, gibt es ein Zahl 6y > 0 und eine abgeschlossene Kugel
B im R? mit Radius r > 0 und Mittelpunkt x, derart, dass [-60,59]xBC U C G

Im Folgenden werden wir feststellen, dass 9, vielleicht noch nicht klein
genug ist (deshalb haben wir es o, statt 0 genannt). Wir schrumpfen das
Intervall [-0g, 69] noch ein wenig, indem wir folgendermaflen vorgehen:

Es bezeichene m € [0,00) das Maximum von ||f(t,y)|| fur (t,y) aus der

kompakten Menge [—0g, 0¢] X B. Jetzt wahlen wir 0 > 0 so klein, dass 6 < 9y
und zugleich 6m < r gilt. Mit diesem 6 konnen wir jetzt die Aussage des Satzes
beweisen.

Natiirlich gilt [-0,0]xB C U C G. Sei nun also I C [0, ] ein nicht-triviales

Teilintervall, das 0 enthalt. Wir betrachten zunachst den Fall, dass I abge-
schlossen ist.
Wegen I x BC U C G gilt fur t € I und x1,x;, € B die Lipschitz-Abschatzung

1/ (£, x2) = f(£, )l < Lllxz = xq]. (4.5)

Laut Proposition 4.1.1 miissen wir nur zeigen, dass es genau eine stetige
Abbildung x : I — B gibt, welche die Integralgleichung

x(t) = xo + Ltf(s,x(s)) ds furalletel (4.6)

16st. Um dies zu zeigen, betrachten wir nun die Menge

M :={x e C(;R?): x(t) € B fur alle t € I}.
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Dies ist eine abgeschlossene Teilmenge des Banachraumes C(I;R?) und somit
selbst ein vollstandiger metrischer Raum (siehe Aufgabe A.3.2 im Anhang).
Auf diesem M konnen wir nun unsere Abbildung T definieren: Fiir jedes
x € M definieren wir die Funktion T(x):I — R? durch

(T(x))(t) =X+ th(s,x(s)) ds furalletel;
0

dies ist wohldefiniert, denn fur s € I und x € M ist x(s) € B, also (s, x(s)) € IxB C
G. Damit ist Punkt (iii) aus Liste 4.1.2 abgearbeitet. Wir mussen nun noch
Punkt (ii) abarbeiten — d.h., wir miissen zeigen, dass T eine Lipschitz-stetige
Abbildung von M nach M ist, die die Voraussetzungen des Banachschen
Fixpunktsatzes 4.1.4 erfullt.

Zunichst bemerken wir, dass die Funktion T'(x) fiir jedes x € M tatsachlich
wieder ein Element von M ist; sei dazu x € M fest. Wegen der Stetigkeit von f
und x ist auch T(x) stetig, also ein Element von C(I; R?). Nun fixieren wir t € I
und miussen noch (Tx)(t) € B zeigen — d.h. wir miissen zeigen, dass (Tx)(t)
von xg hochstens den Abstand r hat. Dazu berechnen wir

-] - | [ e

denn so hatten wir 6 gewahlt. Also ist tatsachlich T(x) € M.

Zuletzt zeigen wir fiir jedes n € Ny, dass T" Lipschitz-stetig mit Lipschitz-
Konstante kleiner oder gleich % ist. Dazu muss man geschickt vorgehen
und induktiv folgende etwas stirkere Aussage zeigen:’

Fur alle x, ¥ € M, jedes n € Ny und jedes t € I gilt

<|[tim<om<r,

|t|1’l Ln

“(Tn("))(t)‘(T"(f))(f)H Ix = %l (4.7)

Wir zeigen dies zunachst fiir alle t > 0. Fur n = 0 ist die Aussage offensichtlich;

also sei die Aussage nun fiir ein festes n € Ny und alle 0 < t € I bereits bewiesen.
Dann gilt

||(Tn+1(x))( )— (Tn+1

f Fs,(T"(x))(9)) = £(s,(T"(%))(s)) ds

(SJL“T” )(9)-(T7(2)) ||

5Die auf den ersten Blick widerspriichliche Bemerkung, dass man zum Beweis einer Aussa-
ge eine ,etwas stirkere Aussage” zeigen muss, ist ein Phanomen, das bei Induktionsbeweisen
héufig vorkommt: Eine starkere Aussage zu betrachten sorgt namlich nicht nur dafiir, dass man
mehr zeigen muss, sondern auch dafiir, dass man im Induktionsschritt mehr zur Verfiigung
hat.
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t nyn n+lyn+l
s"L t"L
< L ds|lx-%|| , = ——— ||lx—%]|,.

Fur negative t zeigt man (4.7) auf dieselbe Weise (man muss nur etwas auf die
Betrage und das Vorzeichen achten).

Indem man in (4.7) das Supremum tiber alle ¢ € I betrachtet, erhélt man,
dass T" Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante hochstens % ist. Diese
Zahlen sind tiber n € N summierbar — d.h. T erfuillt die Voraussetzungen des
Banachschen Fixpunktsatzes 4.1.4. Also besitzt T genau einen Fixpunkt in M
—und dies bedeutet gerade, dass es genau eine stetige Funktion x: I — B gibt,

welche die Integralgleichung (4.6) lost.

Zuletzt mussen wir noch den Fall betrachten, dass I nicht abgeschlossen
ist. Die Existenzaussage folgt dann sofort aus dem bereits Gezeigten, da sie ja
sogar auf dem Abschluss I gilt. Die Eindeutigkeitsaussage folgt ebenfalls aus
dem bereits Gezeigten, denn wir finden eine Folge von nicht-trivialen abge-
schlossenen Intervallen I,, C I, die alle f; enthalten, und deren Vereinigung
gleich I ist. Wenn x,% : I — B zwei Losungen sind, dann stimmen sie (laut
dem, was wir oben gezeigt haben) auf jedem der abgeschlossenen Intervalle
I,, iberein — und somit auch auf I. O

Bemerkungen 4.1.10. (a) Die etwas technisch anmutende Aussage im zwei-
ten Absatz von Satz 4.1.9 wird ein wenig klarer, wenn man die Exis-
tenzaussage von der Eindeutigkeitsaussage trennt:

Fur die Existenzaussage spielt das Intervall I im Grunde gar keine Rolle:
Wir konnen einfach I = [ty -9, ty+ 6] wiahlen und erhalten damit, dass es
eine Losung x : [ty — 0,ty + 6] — B des Anfangswertproblems (4.4) gibt.

Fur die Eindeutigkeitsaussage hingegen spielt das Intervall I in folgen-
dem Sinne eine Rolle: Wenn wir eine Losung x : [ty — 9, tg+ 6] — B haben,
und auf einem kleineren Intervall I nun noch eine weitere Losung £
betrachten, dann folgt aus der Eindeutgkeitsaussage, dass X schlichtweg
die Einschrankung von x auf I ist.

In den beiden nachfolgenden Korollaren werden wir die Existenz- und
Eindeutigkeitsaussage von Satz 4.1.9 ohnehin nocheinmal getrennt be-
trachten, sodass die Situation dort noch einmal klarer werden sollte.

(b) Die lokale Lipschitz-Bedingung an f in Satz 4.1.9 kann man nicht ein-
fach weglassen. Zum Beispiel ist diese Bedingung im Anfangswert-
problem in der Einstiegsfrage (a) dieses Kapitels verletzt, und dieses
Anfangswertproblem besitzt in der Tat zwei verschiedene Losungen:
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Zum einen die konstante 0-Funktion, und zum anderen die Funktion
x:R — R, die durch

(1) 0 fallst<0,
X =
£ fallst>0

gegeben ist.

(c) Der Beweis des Satzes von Picard-Lindeloff liefert sogar ein Verfahren,
um eine Losung des gegebenen Anfangswertproblems zu bestimmen:
Man wahle ein beliebiges £ € M (zum Beispiel die Funktion, die kon-
stant gleich x ist). Der Banachsche Fixpunktsatz besagt dann, dass die
Iterierten T"(X) fir n — oo gegen den Fixpunkt von T — also gegen die
Losung des gegebenen Anfangswertproblems — konvergieren.

Man nennt die Funktionen T"(%) die Picard-Iterierten des Anfangswert-
problems.

Die folgende Beobachtung ist vielleicht ein wenig tiberraschend, aber
leicht zu beweisen: Die lokale Eindeutigkeitsaussage im Satz von Picard-
Lindelof lasst sich mit einem kleinen Trick — und ohne zusatzliche Vorausset-
zungen! — zu einer globalen Eindeutigkeitsaussage verallgemeinern:

Korollar 4.1.11 (Globaler Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof). Seid €
N, sei G C R offen und sei f : G — R? eine stetige Funktion, die die lokale
Lipschitz-Bedingung erfiillt. Zudem seien t, € R and x, € R? mit (ty,xg) € G.

Sei | C R ein nicht-triviales Intervall, das ty enthalt. Dann gibt es hochstens
eine Funktion x : ] — R?, die das Anfangswertproblem

{ i(1) = f(1,x(t)),
x(tg) = xo,
10st.

Beweis. Seien x,% : ] — R? zwei Funktionen, die das gegebene Anfangswert-
problem losen; dann sind beide Funktionen stetig. Wir definieren

C:={te]: x(t)=x(t)}

Die Menge C enthilt die Zeit ¢, und ist abgeschlossen in | (wegen der Stetig-
keit von x und ). Wir zeigen nun, dass C auch offen in J ist. Weil | zusam-
menhangend ist, folgt dann C =], also £ = x.

Sei t; € C und sei x1 := x(t;) = %(¢;). Dann l6sen x and X beide das Anfangs-
wertproblem

(4.8)
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Laut Satz 4.1.9 gibt es ein 6 > 0 und eine Umgebung B von x; derart, dass
[t; — O,t; + 0] x B C G gilt und dass es auf jedem nicht-trivialen Teilintervall
von [t; — 9,1, + 9], das t; enthdlt, nur eine Funktion gibt, die (4.8) 10st. Auf
dem Teilintervall ] N [t; — 0, t; + 0] 16sen aber x und % beide das Anfangswert-
problem (4.8), also stimmen sie dort iiberein.

Damit haben wir ] N[t; — 9, t; + 0] C C gezeigt. Insbesondere enthalt C also
die offene Umgebung ] N (t; —,t; +0) von t; in ], d.h. C is offen in J. O

Wir schlieflen diesen Unterabschnitt mit folgendem Korollar: Es enthalt
keine neuen Informationen im Vergleich zu Satz 4.1.9, aber wir fithren in
diesem Korollar nur die Existenzaussage aus dem Satz auf; dies fuhrt dazu,
dass die Aussage deutlich weniger technisch wird.

Korollar 4.1.12 (Lokaler Existenzsatz von Picard-Lindelof). Sei d € N, sei
G CR"™ offen und sei f : G — R eine stetige Funktion, die die lokale Lipschitz-
Bedingung erfiillt. Zudem seien ty € R and x € RY mit (tg, xg) € G.

Dann gibt es ein abgeschlossenes Intervall | C R, das tq im Inneren enthdlt,
und eine Losung x : ] — R? des Anfangswertproblems

{ i(t) = f(t,x(t)),

X(to) = Xp-

Zusammenfassend kann man sagen: Die wichtigste Beweisarbeit in diesem
Abschnitt ist im Beweis von Satz 4.1.9 passiert; die wichtigsten Aussagen des
Abschnitts finden sich aber in den Korollaren 4.1.11 und 4.1.12.

Literaturstellen und verwandte Ergebnisse. (a) Die Version des Banach-
schen Fixpunktsatzes, die wir in Satz 4.1.4 besprochen haben, finden
Sie zum Beispiel auch in [Heu04, Satz 12.1 auf Seite 138]; diese Version
wird dort als Fixpunktsatz von Weissinger bezeichnet.

(b) Einen etwas anderen Zugang als in diesem Manuskript finden Sie zum
Beispiel im Buch [PW19]; dort wird zunichst in Satz 2.1.3 die Ein-
deutigkeit der Losung mit Hilfe einer Integralungleichung gezeigt (ein
ahnliches Argument wie dort werden wir auch in dieser Vorlesung
spater in Satz 7.1.4 sehen).

Interessant ist, dass man fiir dieses Argument die folgende Beobachtung
bendtigt: Wenn eine stetige Funktion f : R1*¥ 2 G — R die lokale Lip-
schitzbedingung erfiillt, dann erfullt sie auf jeder kompakten Teilmenge
von G sogar eine globale Lipschitzbedingung. Diese Aussage finden Sie
z.B. in [PW19, Proposition 2.1.2].

Existenz von Losungen wird in [PW19, Satz 2.2.2] ebenfalls mit Hilfe der
Picard-Iteration bewiesen — allerdings wird dort eine andere Variante
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des Banachschen Fixpunktsatzes verwendet, die Sie im vorliegenden
Manuskript in Satz B.2.3 im Anhang nachlesen konnen; der Grund,
warum diese schwachere Variante des Satzes ausreicht, ist, dass im Be-
weis von [PW19, Satz 2.2.2] ein geeignete Renormierung vorgenommen
wird (welche wir nicht bendotigt haben).

4.2 Lokale Existenz: Der Satz von Peano

In Bemerkung 4.1.10 hatten wir festgestellt, dass man die lokale Lipschitz-
Bedingung im Satz von Picard-Lindelof nicht einfachen weglassen kann, da
ansonsten die Eindeutigkeit der Losung verloren gehen kann. Sie wundern
sich vielleicht, ob auch die Existenz einer Losung fehlschlagen kann, wenn
man die lokale Lipschitz-Bedingung nicht voraussetzt.

Die Antwort lautet — wohl etwas uiberraschend — Nein: Um Existenz von
Losungen zu erhalten, gentigt es tatsachlich, wenn die Funktion auf der rech-
ten Seite der Differentialgleichung lediglich stetig ist. Dies ist der Inhalt des
folgendes Existenzsatzes von Peano, der eine Verallgemeinerung von Korol-
lar 4.1.12 darstellt:

Satz 4.2.1 (Lokaler Existenzsatz von Peano®). Sei d € N, sei G C R'* offen
und sei f : G — RY eine stetige Funktion. Zudem seien t, € R and xo € R? mit
(tg,xg) € G.

Dann gibt es ein abgeschlossenes Intervall ] C R, das ty im Inneren enthilt,
und eine Losung x : ] — R? des Anfangswertproblems

Bitte beachten Sie: Der einzige Unterschied zwischen Satz 4.2.1 und Ko-
rollar 4.1.12 besteht darin, dass in Satz 4.1.12 die lokale Lipschitz-Bedingung
weggelassen wurde. Der Satz von Peano ist also eine deutliche Verallgemeine-
rung der Existenzaussage von Picard-Lindelof.

Beweis von Satz 4.2.1. Aufgrund eines Verschiebungsarguments konnen wir
wieder ohne Einschrankung t; = 0 annehmen.

Wir wihlen eine abgeschlossene Kugel B C RY mit Mittelpunkt x, und
Radius r > 0 und ein 0 > 0, wobei wir r und 0 so klein wie im Beweis des
Satzes 4.1.9 von Picard-Lindelof wahlen (beachten Sie aber, dass die Menge
U nun nicht mehr auftaucht, da f ja nicht die lokale Lipschitz-Bedingung

6Benannt nach Giuseppe Peano (1858 — 1932), italienischer Mathematiker.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Peano

4.2. Lokale Existenz: Der Satz von Peano

erfullt). Wir setzen nun einfach J :=[-9, 8], definieren die abgeschlossene und
konvexe Teilmenge

M :={xe C(J;R?%): x(t) € B fur alle t € J}.
von C(];Rd) und die Abbildung T : M — M, die durch

(Tx)(t) =x0 + J:f(s,x(s)) ds furalletel;

fiir alle x € C(J;R?) gegeben ist (dass T tatsichlich von M nach M abbildet,
sieht man wie im Beweis des Satzes 4.1.9 von Picard-Lindeloff; dies funktio-
niert, weil wir 6 und r ja genauso gewdahlt haben, wie in diesem Beweis).

Laut Proposition 4.1.1 miissen wir nur zeigen, dass T einen Fixpunkt in M
besitzt, und dies tun wir nun mithilfe des Schauderschen Fixpunktsatzes B.3.6.

Wir wissen bereits, dass M eine abgeschlossene und konvexe Teilmenge
eines Banachraumes ist. Als nachstens mussen wir zeigen, dass T stetig ist
(man beachte, dass wir keine Lipschitz-Stetigkeit von T erwarten konnen,
da f nicht die lokale Lipschitz-Bedingung erfiillen muss — also muissen wir
die Stetigkeit von T auf andere Weise zeigen). Sei also (x,) eine Folge von
Funktionen in M, die gegen eine Funktion x € M konvergiert. Fiir jedes t € |
mit ¢ > 0 erhalten wir die Abschédtzung

t 1
I(Tx)(8) = (Tx)(D)| < L |f (5, xu(s)) = f (s, x(5))| ds < L |f (s, x(5)) = f (5, x(s)),

und eine analoge Abschatzung gilt fiir t < 0. Das Integral am Ende der Ab-
schatzung hangt nicht von t ab und konvergiert aufgrund des Satzes von der
dominerten Konvergenz gegen 0. Dies zeigt, dass

ITx,-Tx||,—0 fur n-—> oo

gilt; also ist T tatsachlich stetig.

Zuletzt mussen wir, um den Schauderschen Fixpunktsatz anwenden zu
konnen, noch zeigen, dass das Bild T(M) von T relativ kompakt ist. Dazu
benutzen wir den Satz von Arezla—Ascoli (genauer: sein Korollar A.5.10 im
Anhang):

Weil M beschrankt ist und T nach M abbildet, ist auch T(M) beschrankt.
Aufierdem konnen wir zeigen, dass alle Funktionen in T(M) Lipschitz-stetig
sind und ihre Lipschitz-Konstante durch eine feste Zahl nach oben abgeschatzt
werden kann: Sei namlich L := sup{”f(s,y) isef,pe B“}; es ist L < oo, weil
f stetig und die Menge ] x B kompakt ist. Nun gilt fur jedes x € M und alle
t;,t €] mitt <t,

t
I(Tx)(t2) = (Tx)(ty)]| < L I1f (s, x(s)Il ds < L(t2 — ).
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Also ist Tx Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante hochstens L. Somit sind
die Voraussetzungen von Korollar A.5.10 fur die Menge T(M) erfullt, d.h.
T(M) ist in der Tat relativ kompakt.

Also konnen wir den Fixpunktsatz B.3.6 von Schauder auf die Abbildung
T anwenden; dieser besagt, dass T einen Fixpunkt besitzt, und dies zeigt die
Behauptung. O

Man kann sich natiirlich fragen, wie weit man das Spiel treiben kann —
ist es beispielsweise moglich, sogar dann noch einen Existenzsatz zu zeigen,
wenn man auch noch die Voraussetzung, dass f stetig ist, wegldsst? Auf dem
dritten Ubungsblatt werden Sie sehen, dass die Antwort auf diese Frage im
Allgemeinen Nein lautet.

Literaturstellen und verwandte Ergebnisse. (a) Einen Beweis des Satzes
von Peano, der ohne den Schauderschen Fixpunktsatz auskommt, finden
Sie zum Beispiel in [PW19, Satz 6.1.1]; anstelle des Schauderschen Fix-
punktsatzes wird dort ein geeignetes Approximationsargument sowie
der Satz von Picard-Lindelof benutzt. Kompaktheit und der Satz von
Arzela—Ascoli spielen aber auch im dortigen Beweis eine wichtige Rolle.

(b) Ein nochmals anderer Beweis des Satzes von Peano — mit Hilfe soge-
nannter Polygonziige — wird zum Beispiel in [Har02, Aufgabe 2.1 auf
Seite 11] erldutert.

4.3 Das maximale Existenzintervall

Wahrend man den globalen Eindeutigkeitssatz aus Korollar 4.1.11 als sehr
zufriedenstellendes Ergebnis betrachten kann, haben die Existenzsatze aus
Korollar 4.1.12 mund Satz 4.2.1 den Nachteil, dass sie nur die lokale Existenz
einer Losung garantieren. In vielen Anwendungen mochte man aber gerne
Kriterien dafur haben, dass eine Losung fur alle Zeiten, oder zumindest fir
Zeiten aus einem grofleren Intervall, existiert.

Zu diesem Zweck fuhren wir in diesem Abschnitt das sogenannte maxi-
male Existenzintervall eines Anfangswertproblems ein und studieren dessen
Eigenschaften.

Wir beginnen zunachst mit der folgenden einfachen Proposition, die be-
schreibt, wie sich zwei nebeneinander liegende Losungen einer Differential-
gleichung verkleben lassen.

Proposition 4.3.1. Sei d € N, sei G C R'*¥ offen und sei f : G — R eine stetige
Funktion.
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Es seien 11,1, C R zwei nicht-triviale Intervalle, die sich in genau einem Punkt f
schneiden. Seien x; : I, — R und x, : I, — R? Losungen der Differentialgleichung
x(t) = f(t,x(t)), und es gelte x; (f) = x,(f).

Dann ist auch die Funktion x : I := I UI, — R%, die durch

x(t):{xl(t) fallstel,,
xo(t) fallstel,

gegeben ist, eine Losung derselben Differentialgleichung.

Zum Verstandnis des folgendens Beweises ist es sinnvoll, dass Sie sich noch
einmal die genaue Definition des Losungsbegriffs einer Differentialgleichung
aus Definition 3.1.3 vergegenwartigen.

Beweis von Proposition 4.3.1. Ohne Einschrankung konnen wir annehmen,
dass I; links von I, liegt. Bs kann nur im Punkt f zu einem Problem kommen
—denn dort ist x; nur linksseitig differenzierbar und x, nur rechtsseitig dif-
ferenzierbar, also ist nicht klar, ob x dort differenzierbar ist (x ist in f aber
natiirlich von beiden Seiten aus differenzierbar mit linksseitiger Ableitung
%1(f) und rechtsseitiger Ableitung %,(f). Nun beobachten wir, dass

x1(6) = f(£,x1(£) = f(£,x2(F) = 2,(F)
gilt. Also stimmt die linksseitige Ableitung von x im Punkt f mit der rechts-
seitigen Ableitung Uberein, und somit ist x in f differenzierbar. Fur seine
Ableitung in diesem Punkt gilt

A

x(f) = %1 () = f(£,x1(£) = £ (£, x(F)).
Also erfullt x auch im Punkt f die Differentialgleichung. O

Die nachste Proposition und die nachfolgende Definition beschreiben, was
mit dem Begriff maximales Existenzintervall gemeint ist.

Proposition 4.3.2. Sei d € N, sei G C R'* offen und sei f : G — R eine stetige
Funktion, die die lokale Lipschitz-Bedingung erfiillt. Zudem seien ty € R and
Xg € Rd mit (to,Xo) eG.

Es bezeichne Iy« C R die Vereinigung aller nicht-trivialen Intervalle in R, auf
denen eine Losung des Anfangswertproblems

{ (1) = f(t,x(t),

4.9
x(tg) = xo (49

existiert. Dann existiert auch eine Losung x : I, — R? des Anfangswertpro-
blems (4.9).
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Beweis. Wenn I und I, zwei Intervalle sind, auf denen eine Losung unseres
Anfangswertproblems existiert, dann folgt aus dem globalen Eindeutigkeits-
satz in Korollar 4.1.11, dass die beiden Losungen des Anfangswertproblems,
die auf I; beziehungsweise I, definiert sind, auf dem Durchschnitt I NI,
tbereinstimmen.

Deshalb kénnen wir eine Funktion x : I,,, — R? folgendermaflien defi-
nieren: Fur t € I,,,, wahlen wir ein Intervall I; C I,,,, das t enthilt, und auf
dem eine Losung x; : I; — R? von (4.9) existiert; dann setzen wir x(t) := x4 (¢).
Wegen unserer Beobachtung aus dem vorangehenden Abschnitt hangt die
Definition von x(t) nicht von der Wahl des Intervalls I; ab.

Daraus folgt, dass x auf jedem Intervall I; C I, auf dem eine Losung
x1 des Anfangswertproblems existiert, mit x; tiibereinstimmt. Dies impliziert,
dass x selbst die Differentialgleichung und die Anfangsbedingung erfiillt, also
selbst eine Losung des Anfangswertproblems ist. ]

Es folgt sofort aus der Definition von I,,,, in obiger Proposition, dass
Imax jedes andere Intervall, auf dem eine Losung des Anfangswertproblems
existert, enthalt. Somit ist I, das grofite Intervall, auf dem eine Losung
von (4.9) existiert; dies begriindet die folgende Begriffsbildung;:

Definition 4.3.3 (Maximales Existenzintervall). Unter den Voraussetzun-
gen von Proposition 4.3.2 nennen wir das Intervall I,,,,, das maximale Existenz-
intervall des Anfangswertproblems (4.9).

Man beachte, dass wir zur Konstruktion des maximalen Existenzintervalls
die lokale Lipschitzbedingung an die Funktion f auf der rechten Seite der
Differentialgleichung gefordert haben: Wenn diese Bedingung nicht erfullt ist,
haben wir im Allgemeinen keine Eindeutigkeit der Losungen, und somit wiir-
de der Wert x(t) im Beweis von Propositon 4.3.2 von der Wahl des Intervalls
I, abhangen, dass zu seiner Definition verwendet wurde.

Aus der Tatsache, dass wir zwei Losungen, deren Definitionsbereiche sich
in einem Punkt schneiden, verkleben konnen (Proposition 4.3.1) folgt, dass
das maximale Existenzintervall immer offen ist:

Proposition 4.3.4. Unter den Voraussetzungen von Proposition 4.3.2 ist das
maximale Existenzintervall I,,,, des Anfangswertproblems (4.9) offen.

Beweis. Sei x : I, — R die Losung des Anfangswertproblems (4.9), die auf
ganz I, definiert ist.

Wir betrachten zunichst die rechte Grenze f, von I,: Wir nehmen
widerspruchshalber an, dass diese endlich und in I, enthalten ist. Nun
,starten wir die Differentialgleichung im Punkt ¢, neu”, d.h. wir definieren
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x, = x(t,) und betrachten das Anfangswertproblem

{ £(t) = f(t,%(t)), (4.10)

Dieses Anfangswertproblem besitzt laut des lokalen Existenzsatzes in Ko-
rollar 4.1.12 eine Losung %, die in einer Umgebung von ¢, definiert ist. Wir
schrenken die Losung X nun auf die rechtsseitige Umgebung von ¢, ein (in-
klusive des Zeitpunktes t, selbst). Dann sind x und % zwei Losungen der zu
f gehorenden Differentialgleichung und stimmen im Punkt ¢, tiberein. Also
konnen wir sie laut Proposition 4.3.1 zu einer neuen Losung % der Differenti-
algleichung verkleben.

Dann 16st aber £ das Anfangswertproblem (4.9) und ist auf einem grofieren
Intervall als I,,,,, definiert. Widerspruch.

Am linken Rand des Intervalls I,,,, kann man analog argumentieren. [

Fur den linken und rechten Randpunkt des maximalen Existenzintervalls
fuhren wir die folgende Notation ein:

Notation 4.3.5 (Endpunkte des maximalen Existenzintervalls). Unter den
Voraussetzungen von Proposition 4.3.2 bezeichnen wir den linken Endpunkt
von I, mit _ und den rechten Endpunkt mit ¢,.

Wenn wir dei Abhangigkeit der Objekte I,,y, t- und ¢, von den Anfangs-
daten (tp,xg) in der Notation explizit zum Ausdruck bringen wollen, dann
schreiben wir stattdessen auch I, (to, Xo), sowie t_(tp, xo) und t,(tg, xg)-

Man beachte, dass stets —oco <t_ <ty <t, < oo gilt, und dass wir in Propo-
sition 4.3.4 gezeigt haben, dass keiner der beiden Punkte f_ und ¢, jemals in
Ihax enthalten ist.

Nun kommen wir zu des Pudels Kern: Der nachste Satz gibt eine genaue
Klassifikation des moglichen Verhaltens der Losung an den Randpunkten
des maximalen Existenzintervalls an: Bei t_ und ¢, gibt es jeweils nur drei
Moglichkeiten, wie die Losung sich verhalten kann. In bestimmten Situationen
kann man zwei der drei Moglichkeiten ausschliefien, und somit zum Beipsiel
die Existenz von Losungen auf ganz R zeigen (siehe das Beispiel 4.3.10 und
den nachfolgenden Abschnitt 4.4 fiir Details).

Satz 4.3.6 (Charakterisierung des Randverhaltens von Losungen). Es seien
die Voraussetzungen der Proposition 4.3.2 erfiillt und es sei x : I, — R? die
Losung des Anfangswertproblems (4.9), die auf ganz I, definiert ist. Dann gilt
genau eine der folgenden zwei Aussagen fiir die rechte Grenze t, von I ,y:

(a) Esistt, =oo (d.h. die Losung existiert unendlich lange).
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(b) Esist t, < oo und fiir jedes kompakte Teilmenge K C G gibt es ein t| € [t, t,)
mit (t,x(t)) € K fiir alle t € [t1,t,) (d.h. die Losung existiert nur endlich
lange und das Tupel aus Zeit und Losung verldsst jede kompakte Teilmenge
von G schliefSlich).

Ein analoge Aussage gilt am linken Ende t_ von I ,y.

Bitte beachten Sie, dass die Bedingung f, < oo in Aussage (b) notig ist,
damit die Aussagen (a) und (b) sich gegenseitig ausschliefSen (es kann namlich
durchaus vorkommen, dass t, = co ist und die Losung trotzdem jede kompakte
Teilmenge von G schliefilich verlasst); wiirden wir die Bedingung t, < oo in (b)
weglassen, konnten wir also noch immer sagen, dass stets mindestens eine
der beiden Aussagen (a) und (b) gilt, aber wir konnten nicht mir sagen, dass
stets genau eine der beiden Aussagen gilt.

Zum Beweis des Satzes benétigen wir das folgende einfache Resultat tiber
Differenzierbarkeit:

Lemma 4.3.7. Wir betrachten ein kompaktes Intervall [a,b] C R mit a < b. Sei
d € N und sei x : [a,b] — RY stetig auf [a,b] und stetig differenzierbar auf [a,b).
Wenn der Limes d :=limq, %(t) in R existiert, dann ist x auch in b differenzierbar
mit (linksseitiger) Ableitung %(b) = d.

Beweis. Wir definieren eine Funktion y : [a,b] — R4 durch

| x(t) furtelab),
y(t)_{d fiir t = b.

Dann ist y nach Voraussetzung stetig. Also besitzt y laut Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung eine stetig differenzierbare Stammfunkti-
on ¥ auf [4,b]. Wir konnen die Integrationskonstante der Stammfunktion so
wahlen, dass x(a) = %(a) gilt.

Die Funktion x — X ist stetig auf [, b] und stetig differenzierbar mit Ablei-
tung 0 auf [a,b). Also ist x — X auf [a,b) — und aus Stetigkeitsgriinden dann
auch auf [g,b] — konstant. Die beiden Funktionen x und X stimmen aber im
Punkt a Giberein, also sind sie gleich.

Somit ist x gleich der Funktion %, die auf ganz [a, b] stetig differenzierbar
ist; insbesondere ist x im Punkt b differenzierbar. Fur die Ableitung von x im
Punkt b erhalten wir

#(b) = (b) = p(b) = d,
womit die Behauptung bewiesen ist. O]

Nun konnen wir Satz 4.3.6 beweisen.
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Beweis von Satz 4.3.6. Offensichtlich schlielen sich die zwei Aussagen (a) und
(b) gegenseitig aus, also kann hochstens eine der Aussagen gelten. Um zu
zeigen, dass mindestens eine der beiden Aussagen gilt, nehmen wir wider-
spruchshalber an, dass beide Aussagen nicht erfiillt sind.

Dann ist t, < o0, da (a) nicht erfullt ist und es gibt eine kompakte Menge
K C G derart, dass x(t) die Menge K nicht schlief3lich verlasst — d.h. wir finden
eine Folgen t,, T t derart, dass (t,,x(t,)) € K fur jeden Index n gilt. Indem wir
K, falls notig, etwas vergrofleren, konnen wir sogar ein ¢ > 0 finden derart,
dass jeder Vektor (t,,x(t,)) in R!*? mindestens den (Euklidschen) Abstand ¢
vom Rand dK von K hat.

Wir gehen nun in zwei Schritten vor um einen Widerspruch zu erhalten

Schritt 1: Wir zeigen, dass sogar (t,x(t)) € K fir alle ¢ gilt, die gentigend
nahe an t, liegen: Dazu setzen wir

L:= sup{”((t,f(t,y)))” H(ty) € K},

wobei ||-|| hier die Euklidsche Norm im R!*? bezeichnet. Weil f stetig und K
kompakt ist, gilt L < co.

Betrachten wir nun eine Zeit t,, fir ein solch grofies ng, dass f,, hochstes
Abstand 57 zu t, hat. Wiirde (t,x(t)) irgendwann nach der Zeit ¢, die kom-
pakte Menge K wieder verlassen, dann konnten wir die grofite Zeit u € (t,,,,t.)
wahlen, fiir welche (¢,x(t)) auf dem ganzen Zeitintervall [t, ,u] in K liegt.
Dann muss (u#,x(#)) auf dem Rand von K liegen, also gilt

[0, (1)) = (0 (8, )| | = -

Zugleich ist aber

u t
<u,x<u>>—<tn0,x<tno>>:ft (L,%(s)) dS:L (L, f(s,x(s))) ds,

no ng
und somit

w000 = et < [ 15060

)

u
gf Lds = (1—t )L < (t, —t, )L <
t

no

N m

Dies ist ein Widerspruch; also muss wie behauptet (t,x(t)) € K fiir alle t €
[tn, t+) gelten.

Schritt 2: Nun zeigen wir, dass sich die Losung x in den Punkt ¢, fortsetzen
lasst und auf I, U{t, } noch immer eine Losung des Anfangswertproblems ist;
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dies widerspricht der Maximalitat von I, womit der Beweis dann komplett
ist.

Wegen Schritt 1 gilt (£,x(t)) € K fiir alle ¢t € [t,,t,). Wir verwenden die
Konstante L aus Schritt 1 weiter und beachten dabei, dass ||f(t,y)|| < L fur alle
(t,v) € K gilt.

Fir zwei Zeiten ty,t, € [t,,t,) ist stets

x(ty) —x(t;) = L 23&(5) ds = t 2f(s,x(s)) ds

und somit, falls t; < ¢, ist,

t
() - x(11) ||<f I1f (s, ||ds<ft Lds = (t— 1)L

(Das war eine sehr dhnliche — aber etwas einfachere — Rechnung, wie wir
sie schon in Schritt 1 verwendet haben.) Dies impliziert, dass fiir jede Folge
(sy) In I, mit s, T t, die Folge (x(s,)) eine Cauchy-Folge ist und somit
konvergiert. Daraus konnen wir schliefen, dass x(t) fur ¢ T ¢, gegen einen
Vektor x; € K C G konvergiert.

Wir konnen also x im Punkt t, durch x; fortsetzen und erhalten somit eine
stetige Funktion, die auch im Punkt ¢, definiert ist (und die wir der Einfach-
keit halber wieder mit x bezeichnen). Weil fiir t < t, die Differentialgleichung
x(t) = f(t,x(t)) gilt und f stetig ist, folgt x(t) — f(t,,x(t,)) furt 7 ¢,.

Die Ableitung von x ist also stetig auf I und konvergiert fur ¢ T ¢, gegen
den Wert f(t,,x(t,)). Somit sagt uns das Lemma 4.3.7, dass die (forgesetzte)
Funktion x sogar auf I ,, U{t,} differenzierbar ist und die Differentialglei-
chung erfullt. Dies widerspricht, wie am Beginn von Schritt 2 angekiindigt,
der Maximalitat von I,,. O

Zur Untersuchung konkreter Differentialgleichungen (siehe beispielsweise
das unten folgende Beispiel 4.3.10) ist es praktisch, die Aussage von Satz 4.3.6
etwas abzuwandeln, derart, dass man drei Alternativen fiir das Verhalten der
Losung bei t, erhalt; dies ist der Zweck des folgenden Korollars.

Korollar 4.3.8 (Charakterisierung des Randverhaltens von Losungen). Es
seien die Voraussetzungen der Proposition 4.3.2 erfiillt und es sei x : I ,x — R4
die Losung des Anfangswertproblems (4.9), die auf ganz I, definiert ist. Dann
Qilt genau eine der drei folgenden Aussagen fiir die rechte Grenze t, von Iy ,y:

(a) Esistt, =oo (d.h. die Losung existiert unendlich lange).
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(b) Es ist t, < oo und liminfyy,,_dist((£,x(t)),dG) = 0 (d.h. die Lisung kommt
dem Rand des Definitionsbereichs on f beliebig nahe).”

(c) Esist t, < oo, sowie liminf;y; dist((t,x(t)),aG) > 0 und limyq, [|x(¢)]| =
oo (d.h. die Losung bleibt vom Rand von G entfernt, aber es gibt einen
sogenannten Blow-up in endlicher Zeit).

Ein analoge Aussage gilt am linken Ende t_ von I ,y.

Beweis. Offensichtlich schlieflen sich die drei Aussagen (a), (b) und (c) gegen-
seitig aus, also kann hochstens eine der Aussagen gelten. Um zu zeigen, dass
mindestens eine der drei Aussagen gilt, nehmen wir widerspruchshalber an,
dass alle drei Aussagen nicht erfiillt sind.
Dann ist t, < oo, da (a) nicht erfillt ist, und es ist
liminf dist (£, x(t)),dG) =0,

1,

da (b) nicht erfiillt ist. Weil zudem auch (c) nicht erfullt ist, gilt

liminf||x(t)|| < oo.
Somit finden wir eine monoton wachsende Folge (t,,) C I}, mit t,, T t, derart,
dass die Folge ((tn,x(tn)) C G beschrénkt ist und vom Rand JG wegbleibt.
Also gibt es eine kompakte Menge K C G und eine Zahl € > 0 derart, dass alle
Vektoren x(t,) in K liegen. Dies widerspricht aber Satz 4.3.6. O

Aufgabe 4.3.9. Leiten Sie aus Korollar 4.3.8 eine Version derselben Aussage
fur autonome Differentialgleichungen her.

Damit Sie das Korollar 4.3.8 richtig verstehen, ist es wichtig, dass Sie diese
Aufgabe losen konnen. Sollten Sie Schierigkeiten mit der Aufgabe haben,
fragen Sie bitte unbedingt in der Ubung noch einmal nach.

Wir schlieSen den Abschnitt mit einem einfachen Anwendungsbeispiel
fur Korollar 4.3.8:

Beispiel 4.3.10. Wir betrachten die logistische Gleichung fiir die Bakterien-
population aus Beispiel 2.1.3: Gegeben sei eine Anfangspopulation b € (0, o0)
und Konstanten c,d > 0. Wir sehen uns das Anfangswertproblem

b(t) = (c—db(1))b(t),
b(O) == b()

"Hierbei bezeichnet fiir Punkt y € R1*4 und A C R1* die Notation dist(y, A) den Abstand
zwischen dem Punkt y und der Menge A, d.h. es ist dist(y,A) = inf{”y—a” : a € A}. Bitte
beachten Sie, dass dies insbesondere dist(y, ) = co impliziert (da man tblicherweise inf() = oo
definiert); dies ist konsistent mit der Anschaung, dass man ,,unendlich lange braucht, um vom
Punkt y zu einem Punkt der leeren Menge zu gelangen®.

(4.11)
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an. Dabei wollen wir beliebige Zeiten t zulassen, aber nur Werte fiir b(t), die
strikt positiv sind. Also wihlen wir G := R x (0,00) C R? und setzen f : G —» R
gleich

fty)=(c-dy)y

tur alle (t,y) € G.
Wir behaupten: Die Losung des Anfangswertproblems (4.11) existiert
unendlich lange in die Zukunft, d.h. es gilt ¢, = co.

Beweis. Die Funktion f : G — R ist stetig differenzierbar und erfullt somit
laut Proposition 4.1.8 die lokale Lipschitzbedingung. Somit konnen wir die
Theorie aus den Abschnitten 4.1 und 4.3 anwenden.

Wir wissen, dass genau eine der drei Aussagen aus Korollar 4.3.8 erfullt
ist, und wir wollen zeigen, dass die erste Aussage erfiillt ist. Also genugt es zu
beweisen, dass die anderen beiden Aussagen nicht erfiillt sein konnen.

Der Rand von G ist gleich R x {0}; and der Differentialgleichung in (4.11)
sieht man: Sobald b(t) kleiner als ¢/d wird, wird die Ableitung b(t) positiv —
d.h., b(t) stetig sofort wieder an. Also kann sich b(t) fiir ¢ T £, nicht beliebig
nahe an die Null anndhern, und somit kann sich (¢, b(t)) fur ¢t T ¢, nicht
beliebig nahe dem Rand von G annahern. Moglichkeit (b) in Korollar 4.3.8
scheidet also aus.

Aber auch die Moglichkeit (c) scheidet aus: Sobald namlich b(t) grofier als
c/d wird, sieht man an der Differentialgleichung in (4.11), dass die Ableitung
b(t) negativ wird — d.h. b(t) nimmt sofort wieder ab. Also kann b(t) fiir t 7 ¢,
nicht gegen co gehen.

Somit bleibt nur Moglichkeit (a), d.h. es ist ¢, = co. O

Die Argumentation in obigem Beispiel ist der besseren Anschaulichkeit
halber bewusst etwas vage gehalten; insbesondere sind Argumente wie ,,s0-
bald b(t) kleiner als c¢/d wird, wird die Ableitung positiv, und b(f) nimmt
somit wieder zu“ mathematisch nicht wirklich prazise. Alle Argumente in
obigem Beispiel konnen aber mathematisch prazisiert werden.

Beispiel 4.3.10 vermittelt eine erste Vorstellung davon, wie Korollar 4.3.8
verwendet werden kann, um in manchen konkreten Beispielen zu beweisen,
dass t, = oo ist. Im nachsten Abschnitt stellen wir einige etwas systemati-
schere Vorgehensweisen vor, mit denen man in einigen Situationen beweisen
kann, dass die Losung eines gegebenen Anfangswertproblems unendlich lange
existiert (d.h. dass t, = oo gilt).

Literaturstellen und verwandte Ergebnisse. Ein etwas anderer Beweis der
Beschreibung des Randverhaltens von Losungen wird zum Beispiel in [PW19,
Abschnitt 2.3] prasentiert. Anstelle des Argumentes, das wir in Schritt 2 des
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Beweises von Satz 4.3.6 verwendet haben, wird in dieser Referenz eine geeig-
nete quantitative Version des Existenzsatzes von Picard-Lindelof verwendet,
die in [PW19, Bemerkung 2.2.3] besprochen wird.

4.4 Globale Existenz

In diesem Abschnitt geben wir mehrere hinreichende Kriterien fur globale
Existenz der Losungen von Differentialgleichungen (bzw. der zugehorigen
Anfangswertprobleme) an. Um technische Schwierigkeiten zu vermeiden
beschranken wir uns hierbei auf den wichtigen Fall, in dem der Definitionsbe-
reich der rechten Seite f von der Form I x Q ist, wobei Q) C R? nicht-leer und
offen ist und I C R ein nicht-leeres offenes (und somit nicht-triviales) Intervall
ist.

Fur den Begriff globale Existenz geben wir keine prazise Definition an, weil
man damit — je nach Kontext — geringfugig verschiedene Dinge meinen kann.
Im Grundsatz geht es aber immer um die Grole des maximalen Existenz-
Intervalls I,,,,, der Anfangswertprobleme, die zur Differentialgleichung

xX(t) = f (£, x(t))

gehoren. Es gilt naturlich stets I, € I, und mit der Frage nach globaler
Existenz meint man, ob I,;,,, = I gilt. Manchmal interessiert man sich auch nur
fur globale Existenz nach rechts (oder kann nur diese zeigen); damit meint man
die Frage, ob ¢, gleich dem rechten Rand von [ ist.

Wir stellen zwei Kritieren vor, die manchmal nutzlich sind um globale
Existenz zu beweisen: Ljapunov-Funktionen und lineare Beschranktheit.

Ljapunov-Funktionen

Anschaulich gesprochen ist eine Ljapunov-Funktion einer Differentialglei-
chung eine reell-wertige Funktion, die auf dem Zustandsraum einer Differen-
tialgleichung definiert ist und welche die Eigenschaft hat, dass sie entlang der
Losungen der Differentialgleichung monoton fallend ist.

Diese Eigenschaft wird in der folgenden Definition und der anschliefien-
den Proposition prazisiert.

Definition 4.4.1 (Ljapunov®-Funktion). Seien I CR und Q C R4 nichtleer
und offen, wobei I ein Intervall sei. Sei f : I x Q — R stetig und erfiille die
lokale Lipschitz-Bedingung.

8Benannt nach Aleksandr Michajlovi¢ Ljapunov (1857-1918), russischer Mathematiker
und Physiker
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Eine stetige Funktion V : QO — R heif3t Ljapunov-Funktion fur die Differen-
tialgleichung

x(t) = f(t,x(t)),

falls fiir jedes nicht-triviale Intervall ] C I und jede Losung x : ] — Q) dieser
Differentialgleichung gilt: Die Funktion

Vox: Jatm V(x(t)eR
ist monoton fallend”.

Man beachte in Definition 4.4.1, dass V nicht etwa auf I x (3, sondern nur
auf () definiert ist. Wir haben die Definition einer Ljapunov-Funktion also so
gewihlt, dass sie nicht von der Zeit abhangt!?.

Mit der folgenden Proposition lasst sich herausfinden, ob eine gegebene
Funktion V eine Ljapunov-Funktion ist (allerdings ist die Proposition nur
anwendbar, wenn V stetig differenzierbar ist):

Proposition 4.4.2. Seien I, Q) und f wie in Definition 4.4.1. Essei V : (J - R
stetig differenzierbar. Dann sind dquivalent:

(i) V ist eine Ljapunov-Funktion fiir die Differentialgleichung x(t) = f (t, x(t)).

(ii) Fiirallet €I und alley € Q) gilt (VV (y), f(t,v)) < 0.
Hierbei bezeichnet (-, -) das iibliche Skalarprodukt auf R%.

Beweis. ,,(ii) = (i) Sei | C I ein nicht-triviales Intervall und x: ] — Q eine
Losung der Differentialgleichung x(t) = f(t,x(t)). Dann ist x stetig differen-
zierbar; weil V nach Voraussetzung stetig differenzierbar ist, ist auch die
Abbildung ¢ := Vox:] >t V(x(t)) € R stetig differenzierbar, und ihre
Ableitung ist laut Kettenregel gleich

@(t) = (VV(x(2)), x(£)) = (V(x(t)), f (£, x(£))) < 0

fur t € J. Also ist ¢ monoton fallend.

»(1) = (ii)“ Wir nehmen an, dass (ii) falsch ist, und wir zeigen nun, dass
dann auch (i) falsch ist. Weil (ii) falsch ist, gibt es ein t; € I und ein y, € () mit
der Eigenschaft

(VV(90), f (to,0)) > 0.

Hier verstehen wir monoton fallend in folgendem Sinne: Eine Funktion ¢ : | — R heift
monoton fallend, wenn fir alle t1,t, € ] mit t; < ¢, die Ungleichung ¢(t1) > ¢(t;) gilt; d.h. es
muss im Falle t{ < f, nicht unbedingt die strikte Ungleichung ¢(t1) > @(t) gelten.

101 Abschnitt 8.4 werden wir Ljapunov-Funktionen verwenden, um das Langzeitverhalten
der Losungen von Differentialgleichungen zu studieren (insbesondere die Konvergenz gegen
sogenannte Gleichgewichtspunkte); dort werden wir sogar noch etwas restriktiver sein und
Ljapunov-Funktionen nur fiir autonome Differentialgleichungen betrachten.
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Aufgrund des lokalen Existenzsatzes in Korollar 4.1.12 gibt es ein nicht-
triviales Intervall | C I, das t; enthélt, und eine Losung x : ] — () des Anfangs-
wertproblems

x(t) = f(t,x(t)),
x(to) = Yo-

Wir betrachten nun wieder die Abbildung ¢ := Vox:]J >t V(x(t)) € R.
Dieses ist stetig differenzierbar, und ihre Ableitung im Punkt ¢, ist gleich

P(to) = (VV(x(to)), x(tg)) = (V(x(tp)), f (to, x(t0)) = (V(v0), f (t0,¥0)) > O.

Also ist @ in einer Umgebung des Zeitpunktes t;, nicht monoton fallend, d.h.
V ist keine Ljapunov-Funktion. O

Wenn man eine Ljapunov-Funktion findet'!, die am Rand von Q sowie
»in der Nahe von unendlich” sehr grofl wird, dann kann man daraus globale
Existenz der Losungen einer Differentialgleichung fur positive Zeiten folgern.
Wir prazisieren und beweisen diese Aussage in folgendem Satz.

Satz 4.4.3 (Globale Existenz nach rechts via Ljapunov-Funktion). Seien I C
R und Q C RY nicht-leer und offen, wobei I ein Intervall sei. Sei f : I x Q —
RY stetig und erfiille die lokale Lipschitz-Bedingung. Angenommen, es gibt eine
Ljapunov-Funktion V : O — R mit den folgenden beiden Eigenschaften:

(a) Es gilt lim”l}”_)c><j V(y) = 0012

(b) Esgiltlim, .50 V(y) = 0. 13

Fiir jedes to € I und jedes xo € () ist dann der rechte Randpunkt t, des maximalen
Existenzintervalls von

x(t) = f(t,x(t)),
x(tg) = xo

gleich dem rechten Randpunkt von I — anders ausgedriickt: alle Losungen der
Differentialgleichung x(t) = f(t,x(t)) existieren global nach rechts.

Hier sollte man zwei Punkte beachten: (1) Fiir eine Differentialgleichung kann es durchaus
mebhr als eine Ljapunov-Funktion geben; (2) Fiir eine konkrete Differentialgleichung kann es
bisweilen schwer sein, eine Ljapunov-Funktion zu finden. Haufig versucht man eine Ljapunov-
Funktion zu finden, indem man ein intuitives Wissen tiber das jeweilige Fachgebiet benutzt,
aus dem die Differentialgleichung stammt — in der Physik eignet sich zum Beispiel die Energie
oft als Ljapunov-Funktion.

12Beachten Sie, dass diese Bedingung leer — also automatisch erfiillt — ist, wenn Q beschranlt
ist.

13Beachten Sie, dass diese Bedingung leer — also automatisch erfiillt — ist, wenn Q = R4 ist
(also leeren Rand hat).
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Beweis. Wir fixieren Anfangsdaten t; € I und xg € (3; sei x : I;,, — Q die
Losung des zugehorigen Anfangswertproblems, die auf dem maximalen Exis-
tenzintervall definiert ist.

Es bezeichne b € (—o0, 0] den rechten Randpunkt von I. Dann gilt nattir-
lich t, <b. Nun verwenden wir die Beschreibung des Verhaltens von x in der
Nahe von ¢, aus Korollar 4.3.8. Es muss eine der drei Moglichkeit aus diesem
Korollar auftreten.

Wenn Moglichkeit (a) auftritt, gilt co = ¢, < b < o0, also gleicht t, = b = co.

Als ndchstes nehmen wir an, dass der Fall (b) auftritt. Es ist

A xQ)=(1xQ)U (I x Q).

Weil die Abbildung I, 2 t — V(x(t)) monoton fallend ist, aber V am Rand
von () gegen oo strebt, muss x fiir ¢ T ¢, vom Rand von QQ wegbleiben. Also
kann liminf;, dist((t,x(t)),a(l X Q)) = 0 nur gelten, wenn t sich fur t T t,
dem rechten Randpunkt b von I annahert. Somitist t, = b

Nun betrachten wir noch den letzten Fall (c). Wie im vorangehenden Fall
beobachten wir, dass die Ljapunov-Funktion V entlang der Losung x monoton
fallend ist, und dass sie aber gegen oo streben wiirde, wenn die Norm ihres
Argumentes gegen co geht. Somit kann Fall (c) nicht eintreten. O

Als Beispiel fiir die Anwendung dieses Satzes betrachten wir noch einmal
die logistische Gleichung; die globale Existenz nach rechts fiir die Losungen
dieser Gleichung hatten wir in Beispiel 4.3.10 schon gezeigt, indem wir argu-
mentiert hatten, weshalb die Moglichkeiten (b) und (c) aus Korollar 4.3.8 fiir
diese Gleichung nicht auftreten konnen. Nun zeigen wir, wie man mit Hilfe
einer Ljapunov-Funktion zum selben Ergebnis gelangen kann:

Beispiel 4.4.4. Wir betrachten erneut die logistische Gleichung fur die Bakte-
rienpopulation aus Beispiel 2.1.3: Es seien eine Anfangspopulation b € (0, o)
und Konstanten c,d > 0 gegeben, und wir sehen uns erneut das Anfangswert-
problem

(4.12)

b(t) = (c—db(t))b(t),
b(0) = by

an. Wie in Beispiel 4.3.10 wihlen wir G := Rx(0, c0) C R? — d.h. in der Notation
von Satz 4.4.3 ist I = R und () = (0, 00) — und setzen f : G — R gleich

f(t,y)=(c—-dy)y

fur alle t € I =R und alle y € QO = (0, 00).

In Beispiel 4.3.10 hatten wir bereits gezeigt: Die Losung des Anfangswert-
problems (4.12) existiert unendlich lange in die Zukunft, d.h. es gilt t, = co.
Wir wollen dies nun noch einmal mit Hilfe von Satz 4.4.3 zeigen.
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Beweis. Erster Versuch eine passende Ljapunov-Funktion zu finden: Wir beobach-
ten zunachst: Fiir 0 <y < Zist f(¢,y) > 0 und fiir y > 5 ist f(t,p) <0 (jeweils
fur alle t € R). Anders ausgedriickt: Das ein-dimenionale Vektorfeld

Qsy—>(c-dy)yeR

zeigt immer zum Punkt £ hin — d.h. wir wiirden anschaulich erwarten, dass
die Losungen der Differentialgleichung zum Punkt 7 hin verlaufen. Wenn
wir also eine Funktion V : Q — R wihlen, die am Punkt % ihr Minimum hat
und mit steigender Entfernung von 5 wéchst, dann sollte dies eine Ljapunov-
Funktion sein.

Deshalb liegt es nahe, konkret V : QO — R durch V() = (c — dy)? fiir alle
y € Q zu definieren. Diese Funktion ist stetig differenzierbar, also konnen
wir Proposition 4.4.2 anwenden um nachzupriifen, ob V tatsachlich eine
Lyjapunov-Funktion ist: Fiir jedes t € I =R und jedes y € (Q = (0, c0) gilt

(VV(®), f(t,9)) = —2d(c—dy) - (c—dy)y = —2d(c - dy)*y < 0;

d.h. V ist tatsachlich eine Ljapunov-Funktion.

Leider konnen wir mit diesem V aber nicht Satz 4.4.3 anwenden, denn
dieses V erfiillt zwar Voraussetzung (a), aber nicht Vorausetzung (b) des
Satzes.

Zweiter Versuch eine passende Ljapunov-Funktion zu finden: Wir versuchen
nun, die Funktion V aus dem ersten Versuch geeignet zu ,manipulieren”
derart, dass wir immer noch eine Ljapunov-Funktion erhalten, diese aber
auch am Rand von Q) gegen oo strebt.

Es liegt nahe, die Funktion V aus dem ersten Versuch so zu verandern,
dass wir die Funktion

N - (c—dy)?

V:Q-R, V(y)= fury € Q

erhalaten. Diese Funktion hat die Ableitung VV(y) = “2d(c-dy) 2(67’?)2 fur

y y
y € ), und somit folgt fiir alle y € () und alle Zeiten ¢
(V@) fity)) = =2d(c-dy)” = 2(c—dy)"—7= = ~2¢(c ~dy)"2 < 0.

Also ist V aufgrund von Proposition 4.4.2 tatsichlich eine Ljapunov-Funktion
fur unsere Differentialgleichung.

Zugleich gilt aber lim,_,, V(y) = co und lim,_, V(y) = c0. Also kénnen
wir Satz 4.4.3 anwenden: Dieser besagt, dass t, gleich dem rechten Randpunkt
des Intervalls I =R ist, d.h. ¢, = co. O
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Lineare Beschranktheit

Nun stellen wir noch ein Kriterium fuir globale Existenz vor, dass insbesondere
tur lineare Differentialgleichungen, die wir in Kapitel 5 studieren werden, sehr
niitzlich ist. Wir nehmen hierbei an, dass die rechte Seite f auf einer Menge
der Form I x R? definiert, wobei I ein reelles Intervall ist — das beduetet, das
Kriterium funktioniert nur, wenn der Zustandsraum Q) der Differentialglei-
chung gleich ganz R? ist. Wir verwenden den folgenden Begriff:

Definition 4.4.5 (Lineare Beschrinktheit). Sei I C R ein nicht-leeres und
offenes Intervall. Sei f : I x R4 — R4, Wir nennen f linear beschrankt, wenn es
zwei stetige Funktionen a, f: I — [0, c0) gibt derart, dass die Abschdtzung

£ .9 < ato)+ (o) |9
fiir alle t € I und alle p € R gilt.

Die Wahl des Begriffs linear beschrankt kann man dadurch motivieren, dass
fur jedes feste t die obere Schranke ein Polynom ersten Grades in der Norm ||y||
ist — der Begriff linear beschrinkt bezieht sich also auf das Wachstumsverhalten
von f bzgl. der Variablen y.

Aus linearer Beschrianktheit von f folgern wir nun ein Kriterium fir
globale Existenz von Losungen:

Satz 4.4.6 (Globale Existenz via linearer Beschranktheit). Sei I C R ein
nicht-leeres und offenes Intervall. Sei f : I x RY — R stetig und erfiille die lokale
Lipschitz-Bedingung.

Wenn f linear beschrinkt ist, dann ist fiir jedes ty € I und jedes x, € R das
maximale Existenzintervall von

gleich I — anders ausgedriickt: alle Losungen der Differentialgleichung x(t) =
f(t,x(t)) existieren global.

Beweis. Es sei I = (a,b), wobei —co < a < b < o ist, und seien a und  wie in
Definition 4.4.5. Wir fixieren Anfangsdaten ¢ty € I und x( € R? und bezeichnen
mit x : I, — R? die Losung des zugehorigen Anfangswertproblems, die auf
dem maximalen Existenzintervall definiert ist. Es gilt nattirlicha <t_ <ty <
t, <b,und wir mussen f_ =a und t, = b zeigen.

Wir beginnen am rechten Rand von I,,,, das heif3t bei t,. Lassen Sie uns
widerspruchshalber annehmen, dass t, <b ist. Da alle Voraussetzungen aus
Korollar 4.3.8 erfiillt sind, muss eine der drei Alternativen aus diesem Korollar
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eintreten. Die Alternative (a) scheidet aber aus, da wir t, < b angenommen
haben.

Ebenso scheidet Alternative (b) aus: Es gilt nimlich (I x R?) = (dI) x RY,
und somit dist((t,x(t)), oI de)) =b—t>b-t, >0firalle t € [;,,. Also muss
Alternative (c) eintreten, d.h. es gilt |[x(t)|| — oo fur ¢ T ¢,.

Weil [ty,t,] ein kompaktes Teilintervall von I ist (hier verwenden wir
erneut, dass wir f, < b angenommen haben) und weil a und g stetig sind,
gibt es eine reelle Zahl M > 0 mit der Eigenschaft a(t),f(t) < M fur alle
t € [tg, t,]. Wegen ||x(t)]| — oo fur t T t, gibt es zudem eine Zeit t| € [to,t,) mit
der Eigenschaft ||x(t)[| > 1 fur alle t € [t,t,).

Nun verwenden wir, dass x die Differentialgleichung lost. Fur die stetige
differenzierbare Funktion ¢ : [t;,t,) 3 t > ||x(t)||* € [1, 00) erhalten wir somit
die Abschitzung'*

P(t) = 2(x(t), %(t)) = 2(x(t), f (£, x(t))) < 2(x(2), £ (£, x(£)))]
< 2[lx(IIf (£ x (0D < 2llx()l (@) + BE) Ix(2)])
<2|lx(8)| (M + M [lx(1)]] ) < 4M [|x(t)|[* = 4M ().
fur alle t € [t,t,), wobei wir in der letzten Abschidtzung verwendet haben,

dass 1 < ||x(t)|| gilt. Wegen ¢(t) > 1 > 0 konnen wir durch ¢(t) teilen und
erhalten somit die Ungleichung

m <4M
P(t)

fur alle t € [t;,t,). Fur jedes 7 € [t;,t,) konnen wir diese Ungleichung von t;
bis 7 integrieren; damit erhalten wir

T - t T
f P 4r <am [ amdr = amir—1y)
t P(t) t

Andererseits konnen wir den Ausdruck, der in obiger Formel ganz links steht,
berechnen: Mit der Substitution q = ¢(t) erhalten wir

L ¢(7)
J P dt:J Ldg=1n
y, ¢(1) ot) 41
den Betrag konnten wir in der letzten Gleichheit weglassen, weil ¢(t) fur alle
t positiv ist. Damit haben wir insgesamt die Ungleichung

@(7)
P(t)

=In

n 9 Cap(e—t)
@(t)
14Die Abschitzung ¢(t) < 4M(t) ist ein einfaches Beispiel fiir eine sogenannte Differentia-
lungleichung. Eng verwandt damit sind Integralungleichungen; auf diese werden wir spater im
Laufe der Vorlesung zuriickkommen — insbesondere, in Abschnitt 7.1, wo wir das sogenannte
Gronwall-Lemma (Lemma 7.1.1) besprechen.
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fur alle 7 € [t1,t,) gezeigt, und weil die reelle Exponentialfunktion monoton
steigend ist, folgt hieraus

(1) < p(ty)e M)

fur alle T € [t1,t,). Es gilt aber ¢(7) = ||x(T)||2 — oo fur t T t,.. Widerspruch.
Also war unsere Annahme falsch, d.h. es muss t, = b gelten.

Dass auch t_ = a gilt, kann man entweder mit einem dhnlichen Argument
wie oben beweisen, oder via sogenannter Zeitumkehr aus dem bereits gezeigten
folgern. Die Details besprechen wir auf Ubungsblatt 4. O]

4.5 Losungsfluss fiir autonome
Differentialgleichungen

In diesem Abschnitt wollen wir noch kurz das Konzept des Losungsflusses
von Differentialgleichungen ansprechen. Wir betrachten hierzu autonome
Differentialgleichungen (siehe Definition 3.4.1) erster Ordnung. Wir lassen
das Anfangswertproblem im Zeitpunkt 0 starten und nehmen an, dass die
Losung fiir jedes solche Anfangswertproblem global nach rechts existiert.!>

Definition 4.5.1 (Losungsfluss). Sei I C R ein offenes Intervall, das den
Zeitpunkt 0 enthilt, und dessen rechte Grenze gleich o ist. Sei Q C R? nicht-
leer und offen; sei h: Q) — R4 stetig, und die Abbildung

f:IxQ3(ty)— h(y) eR?

erfiille die lokale Lipschitzbedingung.
Wir nehmen an, dass fiir jedes xy € () die Losung des Anfangswertpro-
blems

(4.13)

global nach rechts existiert, d.h. dass t,(0,x) = co gilt.'®

Fur jedes t € [0,00) und jedes xo € QQ bezeichne ¢;(xy) € QO den Vektor,
den die Losung des Anfangswertproblems (4.13) zum Zeitpunkt f annimmt.
Dann heift die Familie von Abbildungen!’ (@+t)te[0,00) der Losungsfluss der
Differentialgleichung x(t) = h(x(t)).

I5Man kann den Begriff Lisungsfluss auch unter etwas allgemeineren Voraussetzungen
definieren; die hier beschriebene Situation ist aber besonders anschaulich, und erspart uns
einige Technikalitdten.

16Zur Erinnerung: Hinreichende Kriterien hierfiir finden Sie in den Satzen 4.4.3 und 4.4.6.

17Man beachte: Fiir jedes t € [0, o) ist ¢; eine Abbildung von Q nach Q.
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Unter den Voraussetzungen der obigen Definition existiert die Losung des
Anfangswertproblems auch dann global nach rechts, wenn wir einen anderen
Startzeitpunkt f; wahlen. Auflerdem folgt aus der Autonomie der Differential-
gleichung eine bestimmte algebraische Eigenschaft des Losungsflusses. Diese
Eigenschaften prazisieren wir in folgendem Satz:

Satz 4.5.2. Unter den Voraussetzungen von Definition 4.5.1 gilt:

(a) Fiir jedes ty € I und jedes x( € () existiert die Losung des Anfangswertpro-
blems

x(t) = h(x(t)),

x(tg) = xo

global nach rechts, und dessen Losung ist zu jedem Zeitpunkt t > t ist
gegeben durch @;_; (xo).

(b) Fiir alle ty,t, €I gilt
(Ptz((f)tl (xO)) = Qry1ty (x0) fiiT alle xy € Q,
oder in anderen Worten: P, 0 P, = Pryrt,-

Beweis. (a) Dieses Zeitverschiebungs-Resultat sieht man folgendermaflen: Man
rechnet direkt nach, dass die Abbildung

x: [tg,00) 3t @4 (xo)

das angegebene Anfangswertproblem 10st; es gilt namlich x(¢y) = @g(xo) = xg
und

X(t) = %(Pt—to(xO) = h(@1—t,(x0)) = h(x(t)).

fiir alle t € [ty, 00);'® insbesondere ist der rechte Randpunkt des maximalen
Existenzintervalls des Anfangswertproblems gleich co.

18Bitte beachten Sie, dass wir fiir die zweite Gleichheit die Autonomie der Differentialglei-
chung verwendet haben: wiirden wir eine nicht-autonome-Differentialgleichung mit rechter
Seite f: I xQ — R4 betrachten, so wirden wir stattdessen

x(t) = %(Pt—to(xo) = f(t —to, -, (x0)) = f(t —to, x(t))

erhalten, und wiirden dann im letzten Ausdruck die Zeitverschiebung um —fy im ersten

Argument von f nicht mehr los. Deshalb stimmt der Satz in dieser Form nicht fiir nicht-
autonome Differentialgleichungen.
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(b) Wir fixieren t; € [0, 00). Die Abbildung ¢ : [0,00) 5 t - (pt((ptl(xo)) e R?
16st nach Definition des Losungsflusses das Anfangswertproblem

xX(t) = h(x(t)),
x(0) = ¢y, (xo)-

Durch Nachrechnen sieht man genau wie im Beweis von (a)!?, dass auch
die Abbildung ¢ : [0,00) > t > P41, (x0) dieses Anfangswertproblem 16st. Auf-
grund des globalen Eindeutigkeitssatzes von Picard-Lindelof (Korollar 4.1.11)
gilt also 1 = 1. Dies zeigt (b). O

Literaturstellen und verwandte Ergebnisse. Weitere Informationen zum
Losungsfluss einer autonomen Differentialgleichung finden Sie zum Beispiel
in [PW19, Abschnitt 4.4] und in [Tes12, Abschnitt 6.2].

4.6 Erganzungen

Anfangswertprobleme vs. Randwertprobleme

Lassen Sie uns eine Differentialgleichung zweiter Ordnung betrachten — zum
Beispiel die sehr einfache autonome und ein-dimensionale Differentialglei-
chung

() = —Ax(t). (4.14)

fur eine Konstante A € R. In dem man diese Gleichung in eine Differential-
gleichung erster Ordnung umschreibt (siehe Abschnitt 3.2), sieht man, dass
man als Anfangswert zu einem Zeitpunkt ¢, sowohl den Wert x(t() als auch
den Wert x(t) festlegen muss, um eine eindeutige Losung zu erhalten.

Nun kann man sich fragen, ob man anstelle von %(t() nicht vielleicht auch
die Ableitung x(t;) an einem anderen Zeit t; # t; vorschreiben kann — oder ob
es vielleicht sogar moglich ist, anstelle der Ableitung von x einfach den Funk-
tionswert von x noch an einem weiteren Zeitpunkt ¢; # t;, vorzuschreiben.

Prinzipiell ist dies moglich — man erhalt dann ein sogenanntes Randwert-
problem anstelle eines Anfangswertproblems; der Name , Randwertproblem*
rithrt daher, dass man in Anwendungen haufig t; und t; als Randpunkte
eines Intervalls betrachtet und nach einer Losung der Differentialgleichung
sucht, die auf dem Intervall zwischen t; und t; definiert ist. Beztiglich solcher
Randwertproblemen sollte man beachten:

19 Auch in dieser Rechnung verwendet man wie in (a) die Autonomie der Differentialglei-
chung.
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* Obwohl es sich hierbei gemaf3 unserer Definition 1.3.2 eigentlich auch
noch um gewohnliche Differentialgleichungen handelt (eben mit Rand-
bedingungen anstelle von Anfangsbedingungen), ist das Verhalten von
Randwertproblemen der Theorie der partiellen Differentialgleichungen
deutlich naher als der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichun-
gen. Deshalb werden Randwertprobleme fir gewohnlich den partiellen
Differentialgleichungen zugerechnet, selbst wenn die gesuchte Funktion
nur von einer Variablen abhangt.

Die Existenz- und Eindeutigkeitstheorie von Randwertproblemen ist —
wie es generell fur partielle Differentialgleichungen gilt — komplexer als
fur Anfangswertprobleme von gewohnlichen Differentialgleichungen.
Gibt man zum Beispiel die Werte x(0) und x(1) vor, so erhalt man fir
die Differentialgleichung (4.14) tatsiachlich eine eindeutig bestimmte
Losung — es sei denn, A ist von der Form k?7? fiir eine natiirliche Zahl
k; fiir diese speziellen Werte von A erhilt man keine Eindeutigkeit?.

20Djeses auf den ersten Blick auBerst merkwiirdige Verhalten lasst sich funktionalanalytisch
mit der Spektraltheorie unbeschrankter linearer Operatoren zufriedenstellend erklaren.
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Fragen zum Einstieg.

(a) Denken Sie zuriick an die linearen Gleichungssysteme, die Sie in der
Lineare Algebra 1 kennengelernt haben. Welche allgemeinen Aussagen
kann man tber die Losungsmenge solcher Gleichungen treffen?

(b) Sei V ein Vektorraum tiber R und U C V. Wann nennt man U einen
Untervektorraum von V?

(c) Was haben Ebenen im R? mit Untervektorriumen des R3 zu tun?

(d) Betrachten Sie zwei Proben — nennen wir sie A und B — derselben ra-
dioaktiven Substanz (beispielsweise C14, das bereits in Beispiel 1.1.1(c)
angesprochen wurde). Wenn die Probe A zum Zeitpunkt 0 dreimal so
viele Teilchen enthdlt wie die Probe B, enthalt Probe A dann auch zu
spateren Zeitpunkten immer drei mal so viele Teilchen wie Probe B?

5.1 Der Begriff der linearen Differentialgleichung

Wir beginnen direkt mit der Definition des Begriffs der linearen Differential-
gleichung. Wir definieren und behandeln in den Abschnitte 5.1 bis 5.6 lineare
Differentialgleichungen erster Ordnung; in Abschnitt 5.7 befassen wir uns
schliefslich mit linearen Differentialgleichungen hoherer Ordnung.

Definition 5.1.1 (Lineare Differentialgleichung). Sei 0 = G C R!*¢ offen
und sei f : G — R?. Wir nennen die Differentialgleichung erster Ordnung

x(t) = f (£, x(t))

linear, wenn G von der Form G = I x R? fiir ein (nicht-leeres und offenes)
Intervall I C R ist und wenn es Abbildungen A : I — R**? und b: I — R? gibt
derart, dass

f(t,y) = A(t)y +b(t)
fiir alle t € I und alle p € R gilt.

In anderen Worten: Eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung ist
eine Differentialgleichung auf I x R? (fiir ein nicht-leeres offenes Intervall
I CR), die von der Form

x(t) = A(t)x(t) + b(t)
fiir eine Matrix-wertige Funktion A : I — R%*4 und eine Vektor-wertige Funk-

tion b: I — RY ist.
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Bemerkung 5.1.2. Angenommen, wir sind in der Situation von Definiti-
on 5.1.1 und die gegebene Differentialgleichung ist linear, wie in dieser Defi-
nition beschreiben. Dann kann man sich leicht tiberlegen:

(a) Die Funktionen A : I — R und b : I — R? sind durch f eindeutig
bestimmt.

(b) Die Funktionen A und b sind genau dann stetig, wenn f stetig ist.
(c) Wenn A und b stetig sind, dann erfullt f die lokale Lipschitzbedingung.
Aufgabe 5.1.3. Beweisen Sie die drei Aussagen in Bemerkung 5.1.2.

Aus Aussage (c) in Bemerkung 5.1.2 folgt, dass die Losung eines Anfangs-
wertproblems, das zu einer linearen Differentialgleichung gehort, stets global
eindeutig ist, falls die Funktionen A und b stetig sind (vgl. Korollar 4.1.11).
Die Aussage (b) in Bemerkung 5.1.2 rechtfertigt auerdem die folgende weite-
re Begriffsbildung:

Definition 5.1.4 (Homogene und inhomogene lineare Differentialgleichun-
gen!). Sei in der Situation von Definition 5.1.1 die gegebene Differentialglei-
chung linear und seien alle Bezeichnungen so wie in dieser Definition.

(i) Die Funktion b : I — R? heiSt die Inhomogenitit der Differentialglei-
chung.

(ii) Die Differentialgleichung heif3t homogen, wenn b konstant gleich 0 ist
(d.h. wenn b(t) = 0 fir alle t € I gilt). Andernfalls heifst sie inhomogen.

(iii) Die Differentialgleichung
x(t) = Ax(t)
auf I x R? heiflt die zur Differentialgleichung
x(t) = A(t)x(t) + b(t)
gehorende homogene Differentialgleichung.

Wir schlieflen diesen einfithrenden Abschnitt mit der folgenden Exis-
tenzaussage: Die Losung jedes Anfangswertproblems, das zu einer linearen
Differentialgleichung mit stetiger rechter Seite gehort, existiert global. Genau-
er:

'Manchmal benutzt man in den hier definierten Begriffen anstelle des Ausdrucks lineare
Differentialgleichung auch den Ausdruck lineares Differentialgleichungssystem, oder kurz lineares
System.
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Proposition 5.1.5 (Globale Existenz fiir lineare Differentialgleichungen).
Sei I C R ein nicht-leeres und offenes Intervall und seien A : I — R¥4 ynd
b:1—>R? stetig. Sei ty € I und xg € R?. Dann ist das maximale Existentintervall
des auf I xR? definierten Anfangswertproblems

{ X(t) = A(t)x(t) + b(t),

x(to) = xo
gleich 1.

Beweis. Wir bemerken zunachst: Die rechte Seite der Differentialgleichung
erfillt laut Bemerkung 5.1.2(c) die lokale Lipschitzbedingung; somit ist das
maximale Existenzintervall des Anfangswertproblems tiberhaupt definiert
(siehe Proposition 4.3.2 and Definition 4.3.3).

Wir definieren nun «, 8 : I — [0, 00) durch

a(t)=llA@|l und p(E) =[b()]l

fur alle t € I, wobei ||A(t)|| die Matrixnorm von A(t) bezeichnet, die durch die
Euklidsche Norm auf R? induziert wird (vgl. Abschnitt C.1 im Anhang fiir
Details). Dann sind a und p stetig, da A und b stetig sind. Zugleich gilt

Ay + b(t)|| < B(t) + a(t) |9

fur allet eI und alle y € R%; d.h. die Funktion, die die rechte Seite unserer
Differentialgleichung beschreibt, ist linear beschrankt?. Also folgt die globale
Existenz der Losungen aus Satz 4.4.6. O

5.2 Die Struktur des Losungsraums

In diesem Abschnitt besprechen wir die Struktur der Menge aller Losungen —
d.h. des sogenannten Losungsraumes — einer linearen Differentialgleichung. In
der folgenden Definition 5.2.1 wird hierzu zunachst die Differentialgleichung
ohne Anfangsdaten betrachtet (weshalb es nicht nur eine Losung, sondern
eben einen ganzen Raum von Losungen gibt). Der Zusammenhang mit An-
fangswerten wird aber gleich darauf in Satz 5.2.2 hergestellt.

Fur ein nicht-triviales Intervall I C R bezeichnen wir mit

CcH(I;RY)

2Wobei hier die Bezeichnungen a und g im Vergleich zu Definition 4.4.5 vertauscht sind.

73



5. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

74

den Vektorraum aller stetig differenzierbaren Funktionen von I nach RY; wir

statten diesen im Moment nicht mit einer Norm aus3.

Definition 5.2.1 (Losungsraum einer linearen Differentialgleichung). Sei
I C R ein nicht-leeres und offenes Intervall, und seien A: [ - R4 und b: 1 —
R stetig. Die Menge aller Funktionen x : I — R, die die Differentialgleichung

x(t) = A(t)x(t) + b(t) (5.1)
l6sen, bezeichnen wir als den Losungsraum der Differentialgleichung (5.1).

Der Losungsraum von (5.1) ist stets eine Teilmenge von C!(I;R%); au-
Berdem folgt aus Proposition 5.1.5, dass der Losungsraum nie leer ist. Der
folgende Satz beschreibt die genaue Struktur des Losungsraums fiir homogene
Differentialgleichungen. In der anschlieSenden Proposition beschreiben wir
auch die Struktur des Losungsraumes fiir inhomogene Differentialgleichun-
gen.

Satz 5.2.2. Sei I C R ein nicht-leeres und offenes Intervall, und sei A : I — R*4
stetig. Wir bezeichnen den Losungsraum der homogenen linearen Differentialglei-
chung

mit Lyom. Sei auferdem to € I fest gewahlt. Fiir jedes x € R bezeichnen wir mit
Sxo € CH(I;R?) die auf ganz I definierte Losung des Anfangswertproblems*

xX(t) = A(t)x(t),
X(t()) = Xp-
Dann ist S : R4 — CHI;RY), xy — Sx eine injektive lineare Abbildung, deren

Bild gleich Ly, ist. Insbesondere ist Ly, ein d-dimensionaler Untervektorraum
von C!(I;RY).

In anderen Worten: S ist eine lineare Bijektion zwischen RY und dem
d-dimensionalen Untervektorraum L}, von C'(I;R%).

3Wenn I kompakt ist, kann man diesen Raum, wenn man mochte, zum Beispiel mit der
Norm ||-[|c1 ausstatten, die durch [|x||c1 = max{|lx]|s, [1%]loo} fiir alle x € Cl(I;Rd) gegeben
ist — durch diese Norm wird C! (I;Rd) zu einem Banachraum. Allerdings betrachten wir im
folgenden ohnehin meist offene Intervalle I — und in diesem Fall kann man diese Norm nicht
verwenden, das stetige Funktionen auf einem offenen Intervall nicht beschrankt sein mussen.
4Solch eine Losung gibt es aufgrund von Proposition 5.1.5.
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Beweis von Satz 5.2.2. Wir zeigen zunichst, dass S linear ist: Seien x, %, € R?
und A, A € R. Dann rechnet man sofort nach, dass ASx, + AS%, das Anfangs-
wertproblem

{ X(t) = A(t)x(t),

X(to) = /\XO + ifo

16st; somit ist diese Funktion gleich S(Axy + A%). Also ist S in der Tat linear.

Die Injektivitdt von S sieht man folgendermafien: Sind x, X, € R? und ist
Sxg = SXy, so sind die beiden letztgenannten Funktionen insbesondere am
Punkt ¢, gleich, also ist

xo = (Sx0)(tg) = (S%p)(ty) = Xo-

Offensichtlich ist das Bild von S in Ly,4,, enthalten. Ist umgekehrt x € £y,
so gilt x = Sx(ty), also ist x im Bild von S enthalten. Somit ist gezeigt, dass das
Bild von S gleich Ly, ist.

Damit folgt aber auch, dass £pom ein Untervektorraum von C!(I ;RY) ist,
denn das Bild einer linearen Abbildung ist immer ein Untervektorraum des
Bildraumes. Weil die lineare Abbildung S von R nach L}, bijektiv ist, hat
Lhom die gleiche Dimension wie R?, namentlich d. O

Aufgabe 5.2.3. Fithren Sie den Schritt zu Beginn des Beweises von Satz 5.2.2,
von dem behauptet wurde, man ,rechnet [...] sofort nach, explizit aus.

Nun beweisen wir eine Proposition, die den Zusammenhang zwischen dem
Losungsraum einer inhomogenen linearen Differentialgleichung und dem
Losungsraum der zugehorigen homogenen Differentialgleichun beschreibt.

Proposition 5.2.4. Sei I C R eine nicht-leeres und offenes Intervall, und seien
A:T - R ynd b: 1 — RY stetig. Es bezeichne Lyom den Losungsraum der
homogenen Differentialgleichung

und Liny, den Losungsraum der inhomogenen Differentialgleichung
x(t) = A(t)x(t) + b(¢t).
Dann gilt fiir jedes xinn € Linn die Gleichheit Liny, = Xinh + Lhom-

Diese Proposition zeigt, dass der Losungsraum der inhomogenen Differen-
tialgleichung ein sogenannter affiner Unterraum von C!(I;R?) ist — d.h. eine
Teilmenge, die durch Verschiebung eines Untervektorraumes um einen Vektor
entsteht. Dies ist vollig analog zur Situation fir lineare Gleichungssystem,
die Sie aus der Linearen Algebra kennen.
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Proposition 5.2.4 hat folgende Konsequenz: Wollen wir alle Losungen
einer inhomogenen linearen Differentialgleichung bestimmen, so geniigt es
alle Losungen der zugehorigen homogenen Differentialgleichung sowie eine
einzelne Losung der inhomogenen Gleichung zu bestimmen.

Beweis von Proposition 5.2.4. Sei xj,, € Linn fest. Wir miissen die Mengen-
gleichheit £,y = Xjnn + Lhom zeigen.

»C“ Sei % eine Funktion aus £;,},. Dann kann man sofort nachrechnen,
dass die Funktion x4y, = Xjnn — Xinn die homogene Differentialgleichung
X(t) = Ax(t) 1ost, d.h. dass x,om € Lhom iSt.- Hieraus erhalten wir %, = Xj0n +
Xhom € Xinh + Lhom-

»2" Sei % € xjup + Lhom; dann konnen wir £ schreiben als X = x5 + Xhom
fur eine geeignete Funktion xyoy, € Lhom. Mit Hilfe dieser Gleichheit kann
man sofort nachrechnen, dass X die inhomogene Differentialgleichung 16st,
d.h. dass % € L;y, gilt. O

Aufgabe 5.2.5. Fuhren Sie diejenigen Schritte im Beweis von Proposition 5.2.4,
von denen behauptet wurde, man konne sie ,,sofort nachrechnen®, explizit
aus.

Wir schlieflen diesen Abschnitt mit einem einfachen Beispiel, das die
Anwendung der vorangehenden Resultate illustriet.

Beispiel 5.2.6. Wir betrachten die ein-dimensionale autonome Differential-
gleichung

X(t) = 2x(t) +1,

und als Zeiten lassen wir alle reellen Zahlen zu. Aus Propsition 5.1.5 wissen
wir, dass wir fur jede Anfangsbedingung das zugehorige maximale Existenzin-
tervall gleich ganz R ist. Den Losungsraum Ly, der zugehorigen homogenen
Gleichung

x(t) = 2x(t)

konnen wir mit Hilfe von Satz 5.2.2 bestimmen: Dazu fixieren wir zum Bei-
spiel den Startzeitpunkt ty = 0. Fiir jedes x; € R ist die Losung des Anfangs-
wertproblems

{ X(t) = 2x(t),

x(0) = xg

gegeben durch R > t  e?'xj € R; dies wissen Sie aus der Ubung (Aufgabe 1
auf Blatt 1). Somit gilt

Lrom={R3te*xgeR: xy eR);
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dies ist ein ein-dimensionaler Untervektorraum von C!(R;R). Ein Losung xjnp
der inhomogenen Differentialgleichung kann man mit etwas Geschick erraten:
Zum Beispiel ist

1
xinh:RatH—EeR

eine Losung der inhomogenen Gleichung. Aus Proposition 5.2.4 erhalten wir
somit, dass der Losungsraum L;,,;, der inhomogenen Gleichung durch

1
/Linh:{Ratl—wyxo—EeR:xoeR}

gegeben ist.

Das obige Beispiel illustriert, wie unsere bisherigen Ergebnisse tiber lineare
Differentialgleichungen in einer sehr einfachen Situation genutzt werden
konnen um den Losungsraum der Gleichung zu bestimmen. Wir werden
im Laufe des Kapitels aber noch ausgefeiltere Techniken kennenlernen, mit
denen man viele lineare Differentialgleichungen sehr detailliert untersuchen
kann.

5.3 Homogene Systeme und Fundamentallosungen

Proposition 5.2.4 legt nahe, dass es beim Studium linearer Differentialglei-
chungen sinnvoll ist, zunachst die zugehorige homogene Gleichung zu un-
tersuchen, und sich um die inhomogene Gleichung separat zu kiimmern.
Die homogene Gleichung werden wir in diesem und im nachsten Abschnitt
betrachten; inhomogene Gleichungen studieren wir dann in Abschnitt 5.6.

Im kompletten Abschnitt 5.3 betrachten wir die folgende Situation:

Sei I C R ein nicht-leeres offenes Intervall und sei A : I — R4 stetig. Wir
betrachten die homogene lineare Differentialgleichung

x(t) = A(t)x(t). (5.2)

Aus Satz 5.2.2 wissen wir, dass der Losungsraum von (5.2) — nennen wir
ihn wieder Ly, — ein d-dimensionaler Untervektorraum von C!(I;R?) ist. In
der folgenden Proposition beschreiben wir, wie man erkennen kann, ob ein
System aus d Funktionen in Ly, linear unabhangig ist (und somit eine Basis
von Ly,m, bildet).

Proposition 5.3.1. Seien x1,..., x4 : I — R Losungen von (5.2). Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Das System, dass aus den Funktionen xy,...,x4 besteht, ist linear unabhdangig
(und somit eine Basis von Lygm).

77



5. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

78

(i) Fiir jedes ty € I ist das Sytem aus den Vektoren x| (ty),...,xq(to) in R¥ linear
unabhingig.

(iii) Es gibt ein ty € I derart, dass das Sytem aus den Vektoren xi(ty),...,x4(tg)
in R? linear unabhingig ist.

Beweis. ,(ii) = (iii)“ Diese Implikation ist offensichtlich.

,»(iii) = (i)“ Diese Implikation folgt sofort aus der Definition von linearer
Unabhangigkeit.

»(1) = (ii)“ Dies ist die einzige nicht-triviale Implikation, und hier geht
tatsachlich ein, dass wir es mit Losungen einer Differentialgleichung zu tun
haben:

Es gelte (i) und es sei t; € I beliebig, aber fest. Seien Aq,...,1; € R mit

A1xy(tg) +-+-+ Agxa(ty) = 0.

Dann 16st die Funktion x := A x| +---+ A4x4 : [ — R¥ das Anfangswertproblem

xX(t) = A(t)x(t),
X(to) =0.

Aber die konstante Null-Funktion ist offensichtlich ebenfalls eine Losung
dieses Anfangswertproblems. Wegen des globalen Eindeutigkeitssatzes von
Picard-Lindelof (Korollar 4.1.11) folgt somit x = 0. Aber die Funktionen
X1,...,X4 sind laut (i) linear unabhéangig; also folgt Ay =---=1; =0. O

Wir fithren nun einige Bezeichnungen ein, die uns die Formulierung der
nachfolgenden Resultate in diesem Kapitel vereinfachen.

Definition 5.3.2 (Fundamentalsysteme und Fundamentalmatrizen). Es sei-
en xi,...,x; : I — R Lésungen von (5.2).

(i) Man bezeichnet die Abbildung
X:Iate X(t):=(x1(t),..., xq(t)) e RP
als eine Losungsmatrix von (5.2).

(ii) Das System, das aus den Losungen x,...,x; besteht, heif3t ein Funda-
mentalsystem von (5.2), falls es linear unabhangig ist.

In diesem Fall heifit die Losungsmatrix X aus (a) eine Fundamentalmatrix
von (5.2).
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(iii)

Sei ty € I. Man nennt das System, das aus den Losungen x1,..., x; besteht,
das Hauptfundamentalsystem von (5.2), das zum Startzeitpunkt t, gehort,
wenn

xi(tg) =e1, ..., x4(tp) =eg

gilt.>©

In in diesem Fall nennt man X die Hauptfundamentalmatrix von (5.2),
die zum Startzeitpunkt ¢, gehort.

Aufgabe 5.3.3. Weshalb existiert fiir jedes fest gewahlte t; € I immer ein
Hauptfundamentalsystem (bzw. eine Hauptfundamentalmatrix) zum Start-
zeitpunkt #y?

Bemerkungen 5.3.4. (a) Zu Teil (i) von Definition 5.3.2:

Dass X : I — R%*? eine Losungsmatrix von (5.2) ist, kann man in Matrix-
Schreibweise auch folgendermafSen ausdriicken: Es bedeutet, dass die
Abbildung X differenzierbar ist und dass

tur alle t € I gilt.

Zu Teil (ii) von Definition 5.3.2:

Ein Fundamentalsystem von (5.2) ist also, anders gesprochen, schlicht-
weg eine Basis des Losungsraumes von (5.2).

Laut Proposition 5.3.1 gilt: Eine Losungsmatrix X ist eine Fundamental-
matrix genau dann, wenn die Matrix X(ty) fur jedes t( € I invertierbar ist,
genau dann, wenn die Matrix X(¢y) fir mindestens ein t( € [ invertierbar
ist.

Zu Teil (iii) von Definition 5.3.2:

Die Bedingung x;(tg) = ey, ..., x4(ty) = e; bedeutet anders ausgedruckt,
dass X(tg) die Einheitsmatrix ist.

Es ist sinnvoll von dem Hauptfundamentalsystem und der Hauptfunda-
mentalmatrix zu sprechen, welche zum Zeitpunkt t; gehoren, denn diese
sind aufgrund des globalen Eindeutigkeitssatzes von Picard—Lindeloff
eindeutig bestimmt.

SHierbei bezeichnen e,...,e; € R? die kanonischen Einheitsvektoren.
®Man beachte, dass ein Hauptfundamentalsystem aufgrund von Proposition 5.3.1 immer
ein Fundamentalsystem ist.
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Die folgenden Eigenschaften von Losungsmatrizen (bzw. Fundamentalma-
trizen) sind einfach, aber wichtig:

Proposition 5.3.5. Sei X : I — R eine Losungsmatrix von (5.2).
(a) Ist C e R4, s0 ist auch die Abbildung
XC: I>te X(t)CeR™
eine Losungsmatrix von (5.2).

(b) Sei C e R¥*4, Die Abbildung XC ist eine Fundamentalmatrix genau dann,
wenn X eine Fundamentalmatrix und C invertierbar ist.

(c) Seity el und sei X eine Fundamentalmatrix. Dann ist X X (ty)~" die Haupt-
fundamentalmatrix, die zum Startzeitpunkt ty gehort.

(d) Seity el und sei X die Hauptfundamentalmatrix, die zum Startzeitpunkt t
gehort. Fiir xy € R? ist dann

x:=Xxg: IBtHX(f)xOE]Rd

die (eindeutig bestimmte) Losung des Anfangswertproblems

{ xX(t) = A(t)x(t), (5.3)

x(tg) = xo-

Beweis. (a) Jede Spalte von X C ist eine Linearkombination der Spalten von X
und 16st somit die Differentialgleichung.

(b) Wir fixieren ein beliebiges t; € I; dann folgt aus Bemerkung 5.3.4(b):
XC ist eine Fundamentalmatrix genau dann, wenn (XC)(fy) invertiarbar ist,
genau dann, wenn X(fy)C invertierbar ist, genau dann, wenn X(ty) und C
invertierbar sind, genau dann, wenn X eine Fundamentalmatrix ist und C
invertierbar ist.

(c) Weil X(ty) laut Bemerkung 5.3.4(b) invertierbar ist, ist die inverse
Matrix X(ty)~! wohldefiniert. Wegen (b) ist X X(ty)~! eine Fundamentalmatrix,
und offensichtlich ist X X(t,)~! zum Zeitpunkt t; gleich der Einheitsmatrix.

(d) Weil X die Hauptfundamentalmatrix ist, die zum Startzeitpunkt ¢, ge-
hort, erfiillt x die Anfangsbedingung. Auflerdem ist x eine Linearkombination
der Spalten von X und somit eine Losung der Differentialgleichung. O

Beispiel 5.3.6 (Ein zwei-dimensionale autonome Differentialgleichung).
Lassen Sie uns die zwei-dimensionale autonome Differentialgleichung

() = (? _Ol)x(t) (5.4)
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betrachten, die auf dem Intervall I = R definiert ist. Dann kann man nach-
rechnen, dass die Abbildung X : R — R?*2, die durch

X(t) = (cost —sint)

sint cost

fur alle t € R gegeben ist, eine Losungsmatrix ist. AufSerdem ist X(0) die
Einheitsmatrix, und somit insbesondere invertierbar; also ist X die Hauptfun-
damentalmatrix, die zum Startzeitpunkt 0 gehort.

Bemerkung: In Aufgabe 16 auf Ubungsblatt 4 haben Sie bereits die Familie
von Abbildungen (X(#))[0,00) betrachtet” und nachgerechnet, dass diese der
Losungsfluss der Differentialgleichung (5.4) ist.

Die Aussage , X ist die Hauptfundamentalmatrix von (5.4), die zum Start-
zeitpunkt 0 gehort, sagt im Grund nichts anderes aus — allerdings betrachten
wir nun auch negative Zeiten.

Bemerkungen 5.3.7. Aussage (d) in Proposition 5.3.5 verdeutlicht die Bedeu-
tung von Hauptfundamentalmatrizen:

(a) Wenn man die Hauptfundamentalmatrix kennt, die zum Startzeitpunkt
to gehort, dann kann man fiir jedes t; € I sofort die Losung des Anfangs-
wertproblems (5.3) bestimmen.

(b) Es gibt einen engen Zusammenhang zwischen Proposition 5.3.5(d) und
Satz 5.2.2:

Ist X die Hauptfundamentalmatrix, die zum Startzeitpunkt ¢, gehort,
so ist die Abbildung

R 5 x5 — Xxo € CHL;RY)
gerade die Abbildung S aus Satz 5.2.2.

(c) Es gibt auch einen Zusammenhang zwischen Proposition 5.3.5(d) und
dem Losungsfluss fiir autonome Systeme, den wir in Abschnitt 4.5
besprochen haben:

Enthalte I das Intervall [0, ), sei ty = 0 und sei A(t) unabhéngig von t
(letztere Aussage bedeutet, dass die Differentialgleichung (5.2) autonom
ist).

Sei X die Hauptfundamentalmatrix, die zum Startzeitpunkt t;, = 0 ge-
hort; fur jede Zeit t identifizieren wir die Matrix X(t) € R4 in kano-
nischer Weise mit einer linearen Abbildung von R? nach R¢. Dann ist
(X(#))te[0,00) der Losungsfluss der Differentialgleichung (5.2).

7Wobei wir hier wieder jede Matrix in R?*d in kanonischer Weise mit einer linearen
Abbildung R? — R identifizieren.
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(d) Man kann leicht sehen, dass auch die umgekehrte Aussage in Propositi-
on 5.3.5 gilt. Das heifit genauer: Ist X : [ — R%*? eine Funktion derart,
dass fiir jedes xo € RY die Abbildung

x:=Xxg: I3t X(t)xyeR?

das Anfangswertproblem (5.3) 1ost, dann ist X eine Losungsmatrix der
Differentialgleichung (5.2) und sogar eine Hauptfundamentalmatrix,
die zum Startzeitpunkt t, gehort.?

In Abschnitt 5.4 werden wir systematisch untersuchen, wie man fiir jede
autonome lineare Differentialgleichung und fiir jeden Startzeitpunkt die
Hauptfundamentalmatrix angeben kann.

Im aktuellen Abschnitts beschaftigen wir uns aber noch mit der — einfa-
cheren — Frage, wie man (auch im nicht-autonomen Fall) die Hauptfundamen-
talmatrix fur eine ein-dimensionale Differentialgleichung angeben kann.

Proposition 5.3.8 (Hauptfundamentalmatrix im ein-dimensionalen Fall).

Es sei d = 1.° Wir fixieren ty € I. Dann ist die Hauptfundamentalmatrix X
von (5.2), die zum Zeitpunkt ty gehort, gegeben durch

t
X(t) = exp(j A(s)ds) eR
to
fiir alle t € I. Anders ausgedriickt ist die Losung der Anfangswertproblems

{ #(t) = A(H)x(t),

x(tg) = xgo

fiir xo € R gegeben durch
t
I3t x(t):= exp(j A(s) ds)xo eR.
to

Aufgabe 5.3.9. Beweisen Sie Proposition 5.3.8.

Beispiele 5.3.10 (Einige Beispiele im 1D-Fall). (a) Sie haben den Spezial-
fall von Proposition 5.3.8, in dem I = R und f; = 0 ist, im Grunde schon
in Aufgabe 17(b) auf Ubungsblatt 4 behandelt.

8Um dies zu sehen setze man fiir x einfach der Reihe nach die kanonishen Einheitsvekto-
reney,...,e4 ein.
9Dann ist die Abbildung A also einfach eine Abbildung von I nach R = R1x1.
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(b) Im autonomen Fall, d.h. wenn A(t) fiir alle Zeiten t gleich einer festen
Zahl ist — welche wir ebenfalls mit A bezeichnen!'? —, erhilt man aus
Proposition 5.3.8 den einfachen, aber wichtigen Spezialfall

X(t) = exp((t—t9)A)
furalletel.

(c) Wir betrachten noch das — willkurlich gewdéhlte — Beispiel I = (0, c0) und
A(t) = % fur alle t € I, d.h. wir betrachten die Differentialgleichung

Fir t; € (0, 00) erhalten wir aus Proposition 5.3.8, dass die Hauptfunda-
mental,, matrix“ X, die zu diesem Startzeitpunkt gehort: Es ist

t 1 ) t

X(t) =ex —ds|=exp(Int—Inty)=—

=exp [ 5 ds) = exp(ine=tne) = -

fir alle t € (0, 0). Fur jedes x( € R ist also die Losung des Anfangswert-
problems

gegeben durch x(t) = %xo fur alle t € (0, 00).

Wir schlieffen den Abschnitt mit einer Bemerkung zur sogenannten Wroriski-
Determinante einer LOsungsmatrix.

Bemerkung 5.3.11 (Wronski'!-Determinante). Sei X : I — R%* eine Lo-
sungsmatrix von (5.2). Dann ist die Abbildung

p: Ist—detX(t)eR

eine stetig differenzierbare Abbildung; man nennt sie die Wroriski-Determi-
nante der Losungsmatrix X.

Aufgrund von Bemerkung 5.3.4(b) ist ¢(ty) = O fur mindestens ein ty € I
genau dann, wenn @(ty) = 0 fur alle t € t; gilt, genau dann, wenn X eine
Fundamentalmatrix von (5.2) ist.

10Dgs ist eigentlich etwas unprizise, denn A ist ja eine Abbildung von I nach R, und selbst
wenn diese nur einen konstanten Wert annimmt, diirfte man diesen genau genommen nicht
mit demselben Symbol bezeichnen wie die Abbildung selbst.

1 Benannt nach Jozef Maria Hoene-Wronski (1778 — 1853), polnischer Mathematiker und
Philosoph.
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Man kann zeigen, dass die Wronski-Determinante ¢ die Differentialglei-
chung

¢(t) = spur (A(1)) @(t)

fiir alle t € I erfiillt'?, sieche zum Beispiel [PW19, Lemma 3.1.2]. Eine An-
wendung dieser Differentialgleichung fiir die Wronski-Determinante werden
wir spater in der Vorlesung im Beweis von Satz 7.4.3 sehen. Aufgrund von
Proposition 5.3.8 konnen wir die Wronski-Determinante ¢ aufgrund der
obenstehenden Differentialgleichung sogar berechnen, wenn wir sie zu einem
Zeitpunkt ¢y, kennen: Es ist

olt) = exp(ft spur(A(s)) ds) olto)

fur alle t € I.

5.4 Homogene Systeme im autonomen Fall: Die
Matrix-Exponentialfunktion

Im vorangehenden Abschnitt hatten wir homogene lineare Differentialglei-
chungen untersucht und fiir sie den Begriff Fundamentalmatrix definiert. Nun
wollen wir hiervon den Spezialfall betrachten, in dem die Differentialglei-
chung zusatzlich noch autonom ist, d.h. wir studieren in diesem Abschnitt
die d-dimensionale Differentialgleichung

x(t) = Ax(t) (5.5)

fiir eine zeitunabhingige Matrix A € R%*?. Da die Matrix A nicht von der
Zeit abhangt, gibt es hier auch keinen Grund sich auf ein Zeitintervall I
einzuschrinken, welches kleiner als R ist!3 — d.h. wir wihlen als Zeitintervall
in diesem Abschnitt immer I = R. Somit ist die Differentialgleichung (5.5)
insgesamt auf dem Gebiet G = R1*? definiert.

Ziel des Abschnitts ist es, fiir gegebenes t; € R die Hauptfundamentalma-
trix von (5.5) zu finden, die zum Startzeitpunkt ¢, gehort.

Die Idee ist nun folgendermaflen: Im Fall 4 = 1 kennen wir die Haupt-
fundamentalmatrix, die zum Startzeitpunkt t, gehort, bereits: Sie ist laut
Beispiel 5.3.10(b) gleich der Abbildung

Rt exp(A(t—tg)) eR

12Hierbei verwenden fiir jede Matrix B € R?*? die Bezeichnung spur(B) fiir die Spur von B —
d.h. es ist spur(B) € R die Summe der Diagonaleintrage von B.

131m nicht-autonomen Fall hingegen ist diese Einschrankung manchmal notig, weil A(t)
dann vielleicht nur fur Zeiten t aus einem bestimmten Intervall I definiert ist; dies ist bei-
spielsweise in Beispiel 5.3.10(c) der Fall.
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(wobei A wegen d = 1 ein Element von R'*! = R — also schlichtweg eine reelle
Zahl - ist). Nun sind wir etwas frech und versuchen, im héher-dimensionalen
Fall einfach dieselbe Formel zu verwenden, um eine Fundamentalmatrix zu
erhalten; die Frage ist nur, wie man die Exponentialfunktion zu verstehen hat,
wenn man eine Matrix anstatt einer Zahl einsetzt.

Ein mogliche — und gute — Antwort lautet: Man definiert die Exponential-
funktion einfach genauso wie fiir Zahlen, namlich tiber die Exponentialreihe.
Aus Griinden, die wir spater noch sehen werden, ist es sinnvoll, dies nicht
nur fur reelle, sondern sogar fiir komplexe Matrizen zu tun. Dies fithrt uns zu
folgender Proposition und der darauffolgenden Definition.

Um die folgenden Aussagen und ihre Beweise richtig zu verstehen, ist
es wichtig, dass Sie mit dem Begriff der Matrix-Norm vertraut sind. Wir
versehen C**? bzw. R¥*4 im Folgenden immer mit der induzierten 2-Norm, die
in Anhang C.1 erldautert wird.

Proposition 5.4.1. Sei A € C™*?. Dann konvergiert die Reihe
ok
k!
k=0
in C™4, Genauer bedeutet dies, dass die Folge der Partialsummen

Ak
) G

k=0

HGNO

gegen eine Matrix in C4*4 konvergiert'*. Hat die Matrix A nur reelle Eintrige, so
hat auch der Grenzwert der reelle Eintrige.

Beweis. Es gilt

(o)

k
IAIS 4y
< — =e < oo,
2 "
— k!

Ak
k!

0o
k=0

also ist die in der Proposition angegebene Reihe absolut konvergent (siehe
Definition A.4.9 im Anhang). Weil C**¥ zusammen mit der induzierten 2-
Norm ein Banachraum ist, folgt aus Proposition A.4.10 im Anhang, dass die
Reihe konvergiert.

Wenn alle Eintrage der Matrix A reell sind, dann sind auch alle Eintra-
ge der n-ten Partialsummen ) ;_, /ka reell — und laut Proposition C.1.3(b)
konvergiert die Folge der Partialsummen nicht nur in Norm, sondern auch
eintragsweise gegen ihren Grenzwert, also sind auch die Eintrage des Grenz-
wertes reell.!? O

l4pie Konvergenz von Reihen wird in Definition A.4.9 und in Proposition A.4.10 im Anhang
etwas genauer besprochen.
I5Hier haben wir verwendet, dass R in C abgeschlossen ist.
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Definition 5.4.2 (Matrix-Exponentialfunktion). Sei A € C?*¢. Dann definie-
ren wir

Die Abbildung
exp : C™4 5 A > exp(A) e C4
nennen wir die Matrix-Exponentialfunktion.
Als erstes bemerken wir, dass die Matrix-Exponentialfunktion stetig ist:
Proposition 5.4.3. Die Abbildung exp : C**% — C¥*? jst stetig.
Beweis. Das ist Teil des fiinften Ubungsblattes. O

Fir komplexe Zahlen a,b wissen Sie, dass die sogenannte Funktionalglei-
chung der Exponentialfunktion gilt, d.h. es ist e**? = e%e”. Dasselbe gilt auch
fur Matrizen A und B - aber im Allgemeinen nur, wenn A und B kommutieren!
Dies ist der Inhalt der nachsten Proposition.

Proposition 5.4.4. Seien A,B € C**4 ynd sei AB = BA. Dann gilt

eA+B — eAeB.

Insbesondere ist e invertierbar mit inverser Matrix (e?)™! = e™4.
Beweis. Per Induktion kann man unter Verwendung von AB = BA zeigen, dass
der binomische Lehrsatz

(A+B)" = Z(Z)AkB”‘k

k=0

fiir die Matrizen A und B gilt.'®
Mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes kann man die Funktionalgleichung
nun genauso zeigen, wie Sie es fiir den skalaren Fall aus der Analysis 1 kennen.
Nun zeigen wir noch die letzte Aussage. Weil A und —A kommutieren,
gilt laut der soeben gezeigten Funktionalgleichung efe™ = eA*(-4) = 0 =
id(cd . [

Bevor wir erlautern, wie genau die Matrix-Exponentialfunktion mit Fun-
damentalsystemen von linearen Differentialgleichungen zusammenhangt,
diskutieren wir einige Beispiele.

16 Achtung: Hier geht wesentlich ein, dass A und B kommutieren — ohne diese Annahme ist
der binomische Lehrsatz fiir Matrizen im Allgemeinen falsch!
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Beispiele 5.4.5. (a) Fiir die Nullmatrix 0 € C4* gilt

oo k
0
0_ _ .
=) =idga.
k=0

(Dies hatten wir am Ende des Beweises von Proposition 5.4.4 bereits
benutzt.)

(b) Fir die Matrix

gilt

Allgemeiner kann man fiir eine Diagonalmatrix A € C**¢ mit Diago-
naleintragen Aq,..., A; mit Hilfe derselben Rechnung wie oben sehen,

dass
M 0 et 0
exp . =
0 /\d 0 e‘/i\
gilt.

(c) Seia e C. Fur die Matrix

= 9

gilt A% = 0. Somit ist

A Lok A0 Al (1 0 0 a 1 a
e = —:—+—: + = .
— kt o 1! 0 1 00 0 1

Weil die Matrix A mit jedem Vielfachen der Einheitsmatrix id¢2 kom-
mutiert, erhalten wir aus Proposition 5.4.4 fiir jedes Zahl b € C

exp(! 8] =esp((5 9) (3 ) =exnll O] e[S )
(5 oo 106 )
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(d) Sei P € C%*4 eine Projektion, d.h. eine Matrix, die die Gleichung P? = P
erfiillt. Dann gilt fiir alle natiirlichen Zahlen k > 1 die Gleichung P = P,
fiir die Zahl k = 0 hingegen gilt P¥ = idcq. Somit gilt

- Pk = 1 = 1
P _ o . ~“p_; _ —
e _Z«k! —ldcd-f—zklp—ld(cd P+Zk!P
k:() k:1 k:()
=idge —P +eP =idga+(e—1)P.

Ein konkretes Beispiel fur eine Projektion im 2-dimensionalen ist die
Matrix

L1 2%2
(1 1)e<C .

Fur diese Matrix gilt also

+1 -1
ep:(1 0)+ e—1 (1 1)=(Z_T1 ;—Tl)
0 1 2 \1 1 & 5
Wenn man will, kann man diese Matrix uibrigens noch etwas umschrei-
ben: Es gilt

V21 V2 G2 pm1)2 1 . 1
P 61/2[ 3 > ]261/2(C08h§ Smhi)_

e = 12,172 12,172 . i 1
e —e e +e = =
5 i, sinh5 cosh 5

Auf dem fiinften Ubungsblatt werden Sie sehen, dass hinter dieser
Formel ein etwas allgemeineres Prinzip steckt.

Im nachsten Abschnitt werden wir ein systematisches Verfahren bespre-
chen um die Matrix-Exponentialfunktion fiir eine konkret gegebene Matrix
zu berechnen. Nun wollen wir aber zum Ziel des aktuellen Abschnitts zurtick-
kehren und erldutern, was die Matrix-Exponentialfunktion mit Differential-
gleichungen und mit Fundamentalmatrizen zu tun hat. Dies ist der Inhalt des
folgenden Satzes und seines Korollars.

Satz 5.4.6. Sei A € C¥*4, Dann ist die Abbildung

R >t et e

stetig differenzierbar, und ihre Ableitung ist gleich

iem = Ae' = A
dt

fiir alle t e R.
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Beweis. Wir beweisen zuerst, dass die gegebene Abbildung im Punkt 0 diffe-
renzierbar ist mit Ableitung A. Hierfiir miissen nur zeigen, dass

sA_-d
M—AHO fur s—0
s

gilt. Fir jedes s # 0 berechnen wir dazu

. kAk
esA—ldcd —AH_‘ Zk 1kl

(o)

sk- 2||A||"
} <|s| §
k=2

skAl" sk)1Ak
=|s IIIAII <Is|AIFY L = spjAlR sl
k+2 ! k!

k=0

_All =
s

Fir s — 0 geht der ganz rechts stehende Ausdruck gegen 0; also haben wir die
Differenzierbarkeit im Zeitpunkt 0 und die behauptete Form der Ableitung
in diesem Punkt gezeigt.

Sei nun t € R beliebig. Fur alle s # t erhalten wir, weil tA und sA kommu-
tieren, aus Proposition 5.4.4

tA SA tA SA
e —e et —e
— —Aett = — — A+ A(eth — et
-5 -5
(t—s)A _ id
e i
= eSA(—t Lt —A)+A(e5A—etA)
-5

Nun betrachten wir das Verhalten der einzelnen Terme fiir s — t: Wegen
Proposition 5.4.3 gilt dann ¢4 — ¢!4; auBerdem haben wir bereits gezeigt,

(t-94_iq
dass = e gegen A konvergiert. Insgesamt erhalten wir also
etA _ esA
— Al S (A A) v Al - = 0
-5

fur s — t; dies zeigt, dass die in der Proposition gegebene Abbildung im
Zeitpunkt t tatsichlich differenzierbar ist und dort die Ableitung Ae'? besitzt.

Weil die Funktion t - ¢4 differenzierbar ist und die in der Proposition
angegebene Differentialgleichung erfiillt, ist sie sogar stetig differenzierbar.
Zuletzt bemerken wir, dass aus der Reihendarstellung von e/ folgt, dass diese
Matrix mit A kommutiert. O

Korollar 5.4.7. Sei A € R¥ und sei t, € R. Dann ist die Hauptfundamental-
Matrix der Differentialgleichung

x(t) = Ax(t),
die zum Startzeitpunkt to gehort, gegeben durch

R3¢t el )4 ¢ Rixd,
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Es ist lehrreich, die Aussage des Korollars mit der analogen eindimensio-
nalen Aussage zu vergleichen, die wir bereits in Beispiel 5.3.10(b) betrachtet
haben.

Beweis von Korollar 5.4.7. Sei x5 € R? und sei x : R 3 t > ell=0)x, € RY; wir
miussen lediglich zeigen, dass diese Funktion x das Anfangswertproblem

{ X(t) = Ax(t),
x(to) = xo

lost.
Anfangsbedingung: Es gilt

0-A

X(to) =e Xp = id(cd Xp = Xp-

Differentialgleichung: Wegen Satz 5.4.6 ist die Funktion x differenzierbar,
und ihre Ableitung ist gegeben durch

d d
x(t) = ae(t_tO)Axo = e_toAaetAxo =e 0 AAMx, = Ae(t_tO)Axo = Ax(t)

fur alle t € R; also erfiillt x tatsachlich die Differentialgleichung. O

Sie wundern sich vielleicht, weshalb wir die Matrix-Exponentialfunktion
fur komplexe Matrizen eingefiihrt haben, obwohl wir sie doch in Korollar 5.4.7
nur fiir reelle Matrizen bendtigen. Ein Grund dafir ist, dass bei der allgemei-
nen Berechnungsmethode fur die Matrix-Exponentialfunktion, die wir im
nachsten Abschnitt besprechen, manchmal komplexe Matrizen auftauchen —

selbst dann, wenn man e nur fiir reelle Matrizen A berechnen will.

Literaturstellen und verwandte Ergebnisse. Die Losung von homogenen
linearen Differentialgleichungen mit nicht-konstanten Koeffizienten (d.h. der
nicht-autonome Fall) ist deutlich schwieriger als der in diesem Abschnitt
besprochene autonome Fall; es gibt fiir den nicht-autonomen Fall kein allge-
meines Losungsverfahren.!”

Eine Methode, die im nicht-autonomen Fall hilfreich sein kann, wird zum

Beispiel in [PW19, Abschnitt 3.3.1] vorgestellt.

5.5 Berechnungsverfahren fiir die
Matrix-Exponentialfunktion
Einige Moglichkeiten um in bestimmten Situationen die Matrix exp(A) fur

eine vorgegebene Matrix A € C?*? zu bestimmen haben Sie bereits in den
Beispielen 5.4.5 sowie in Aufgabe 16 auf Ubungsblatt 5 kennengelernt.

17Mit Ausnahme des ein-dimensionalen Falls — diesen haben wir ja bereits in Propositi-
on 5.3.8 besprochen.
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In diesem Abschnitt lernen Sie ein allgemeines Verfahren kennen, mit dem
man fur konkret vorgegebene Matrizen A die Exponentialfunktion exp(A)
ausrechnen kann. Die Grundidee beruht darauf, die Matrix A zu diagona-
lisieren. Allerdings gibt es natiirlich auch nicht diagonalisierbare Matrizen;
in diesem Fall verwendet man die Jordan-Normalform einer Matrix, die eine
Verallgemeinerung der Diagonalisierung darstellt. Beide Konzepte sind Teil
der Linearen Algebra. Eine kurze Zusammenfassung hierzu finden Sie auch
in Anhang C.2.

Wir unterteilen den Abschnitt in drei (nicht nummerierte) Unterabschnit-
te: Im ersten betrachten wir den (wichtigen und einfacheren) Spezialfall
diagonalisierbarer Matrizen; im zweiten betrachten wir sogenannte Block-
Diagonalmatrizen bzw. — systemtheoretisch ausgedriickt — Systeme, die in
mehrere Teilsysteme entkopplen — und im dritten Unterabschnitt sehen wir
uns allgemeine Matrizen und ihre Jordan-Normalform an.

Diagonalisierbare Matrizen

Wir beginnen mit dem wichtigen Spezialfall, in dem die Matrix A diagonali-
sierbar ist.

Satz 5.5.1. Sei A € C¥*4 diagonalisierbar, d.h. es gebe eine invertierbare Matrix
T € C¥4 ynd eine Diagonalmatrix D € C*™*% mit Diagonaleintrigen Ay,..., Ay
derart, dass A= TDT~! ist. Dann gilt

e 0
A=TePT =T T
0 e

Es ist fast ein wenig ubertrieben, dass wir dieses Resultat als ,Satz“ be-
zeichnet haben, denn der Beweis, den wir gleich fithren werden, ist beinahe
eine Trivialitat; die wesentliche Erkenntnis hinter dem Satzes steckt dar-
in, Uberhaupt erst zu bemerken, wie sehr sich die Berechnung der Matrix-
Exponentialfunktion durch Diagonalisierung vereinfacht.

Beweis von Satz 5.5.1. Die Definition von e und eP als Exponentialreihe lie-
fert

- Ak (TDTHk & TDFT! — Dk
A _ a4 _ _ Y1l _ o D1,

fur die vorletzte Gleichheit haben wir verwendet, dass die Matrixmultiplika-
tion stetig ist, damit wir die Faktoren T und T~! aus der unendlichen Reihe
ziehen durfen. Der wesentliche Schritt in oben stehender Rechnung ist die
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dritte Gleichheit: hier haben wir verwendet, dass (TDT~!)* = TD*T~! fiir alle
k € Ny.

Dass eP die behauptete Form hat, haben wir bereits in Beispiel 5.4.5(b)
gesehen. O

Bitte beachten Sie, dass man mit Satz 5.5.1 auch ¢!/ fiir jedes t € R aus-
rechnen kann, wenn A diagonalisierbar ist; denn aus A = TDT™! folgt ja
tA=T(tD)T~!, und tD ist ebenfalls eine Diagonalmatrix.

Wir demonstrieren die Anwendung von Satz 5.5.1 anhand von zwei Ma-
trizen, deren Exponentialfunktion Sie in Aufgabe 16 auf Blatt 5 mit einer
anderen Methode berechnen.

Beispiele 5.5.2. (a) Es sei

_01 2x2
A_(l O)GC .

Man kann leicht das charakteristische Polynom p4 dieser Matrix berech-
nen: fur alle A € C gilt

pa(d)=det(Aid-A)=A2=1=(A-1)(A+1).

Also besitzt A die beiden Eigenwert —1 und —1. Mit Hilfe des Gauf3-

Algorithmus kann man je einen zugehérigen Eigenvektor berechnen!8,

zum Beispiel die beiden Vektoren ( 11) und (i ) Wenn wir also

-1 0 1 1
D._(O 1) und T._(_1 1)

setzen, dann gilt A=TD T~!, und somit erhalten wir aus Satz 5.5.1 fur
alleteR

1 1\fet 0\1/1 -1\ 1({1 1\[fet —et
tA tD -1

=T T " = _ —

¢ ¢ (—1 1)(0 et)Z(l 1) 2(—1 1)(et et)

1{e'+e —e'+e"\ (cosht sinht
—etyel etyel | \sinht cosht

)

2

hierbei haben wir die Inverse von T~! benétigt; man kann sie zum
Beispiel mit Hilfe des Gauf3-Algorithmus ausrechnen.

(b) Betrachten wir nun die Matrix

_ 0 -1 2x2
A_(1 O)EC .

1811 diesem einfachen Fall kann man die Eigenvektoren auch schlicht erraten.
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Mit einer kurzen Rechnung erhélt man die beiden Eigenwerte —i und i,

sowie z.B. (1) und ( 1

D::(_l O) und T::(l. 1.)
0 1 1 —

definieren. Somit gilt fur alle t e R

1 1\ (et 0o\1(1 =i\ 1{1 1)\ [et —ieit
tA tD -1

=TetPT71 = ] = =_ ‘ .
¢ € (i —i)( 0 e’t) 2(1 i) Z(i —i)(e’t iett )

1( e +et i(—e7+e')| [cost -—sint
2\i(e7 ety ettt | \sint cost |

) als zugehorige Eigenvektoren. Wir konnen also

Bemerkung 5.5.3. Das obige Beispiel (b) zeigt, weshalb es notwendig war,
die Matrix-Exponentialfunktion auch fur komplexe Matrizen einzufihren:
Obwohl wir lediglich die Exponentialfunktion der reellen Matrix

a=(1 5]

berechnen wollten, tauchte in der Berechnung die komplexe Matrix

p=(7 %)

auf, und wir mussten fir sie die Exponentialfunktion berechnen. Abstrakt
gesprochen liegt dies daran, dass Matrizen mit reellen Eintragen manchmal
komplexe Eigenwerte haben.

Block-Diagonalmatrizen und entkoppelte Differentialgleichungen

In Beispiel 5.4.5(b) hatten Sie gesehen, dass es sehr leicht ist, die Exponen-
tialfunktion einer Diagonalmatrix zu berechnen, und im vorangehenden
Unterabschnitt haben wir uns das zu Nutze gemacht um allgemeiner die
Exponentialfunktion von diagonalisierbaren Matrizen zu bestimmen.

Anstelle von Diagonalmatrizen kann man auch etwas allgemeiner soge-
nannte Block-Diagonalmatrizen betrachten. Eine Matrix A € C4*¢ heift Block-
Diagonalmatrix, wenn man sie in der Form
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schreiben kann, wobei A; € chxdy A, € CAmxd quadratische Matrizen
sind.19-20

Wenn man die Exponentialfunktion einer Block-Diagonalmatrix ausrech-
nen mochte, dann kann man dies einfach blockweise tun:

Proposition 5.5.4. Fiir eine Block-Diagonalmatrix A wie in (5.6) gilt

wobei die Ausdriicke e, ..., en ebenfalls im Sinne der Matrix-Exponentialfunktion
zu verstehen sind.

Beweis. Man kann leicht nachrechnen, dass

k

Ay 0 (A 0
0 A, 0 (Am)*
fur alle k € Ny gilt. Somit folgt die Behauptung aus der Exponentialreihe, tiber
welche die Matrix-Exponentialfunktion definiert ist. O
Wenn die Blocke Ajy,...,A,, alle die Grole dy =--- =d,, = 1 haben - also

schlichtweg Zahlen sind — dann ist A einfach eine Diagonalmatrix, und die
Aussage von Proposition 5.5.4 ist dann die Formel fiir die Exponentialfunktion
von Diagonalmatrizen, die wir bereits in Beispiel 5.4.5(b) berechnet haben.
Beispiel 5.5.5. Sei

0 -1 0

A=[1 0 0|eC¥.

0 0 4

Dann konnen wir tA fiir jedes t € R schreiben als

_[(tAr O , _(0 -1 2x2 _ 1x1
tA_(O tAZ)' mit Al_(1 O)E(C und A, =4eC.

Deswegen erhalten wir aus Proposition 5.5.4 die Formel

L (e 0 cost —sint 0
et :(O etAz): sint cost O

0 0 e

19Hierbei gilt natiirlich dy +--- +d,,, = d.
20Rein formal betrachet kann man jede Matrix als Block-Diagonalmatrix auffassen, die aus
nur einem Block besteht (mit d{ = d). Das ist aber natiirlich nicht besonders hilfreich.



5.5. Berechnungsverfahren fiir die Matrix-Exponentialfunktion

fur alle t € R.2

Die beiden folgenden Bemerkungen 5.5.6 und 5.5.8 sind wichtig um die
Berechnung der Matrix-Exponentialfunktion mit Hilfe von Blockmatrizen
richtig zu verstehen und einzuordnen.

Bemerkung 5.5.6 (Entkoppelte Differentialgleichungen). Fir eine Matrix
A € R¥ wollen wir e fiir Zeiten t € R ja in erster Linie deshalb ausrechnen,
weil wir eine Fundamentalmatrix fiir die autonome und homogene lineare
Differentialgleichung

() = Ax(t) (5.7)

suchen.?? Deswegen ist es naheliegend sich zu fragen, was es eigentlich fiir die
Differentialgleichung (5.7) bedeutet, wenn man A als Block-Diagonalmatrix
schreiben kann.

Lassen Sie uns dies im Fall von zwei Blocken besprechen?3, d.h. wir be-
trachten den Fall

A 0 dxd
A=
( 0 Az) eC

mit zwei quadratischen Matrizen A; € R4*4 ynd A, € R%2*% Lassen Sie uns

auch den Vektor x(t) schreiben als x(t) = (?22) mit x; () € R% und x,(t) € R%
2

— d.h. x1(t) enthalt die ersten d; Komponenten von x(¢) und x,(t) enthalt die

verbleibenden d, Komponenten. Die Differentialgleichung (5.7) kann man

mit dieser Notation schreiben als

(951(1‘)):(141 0 )(xl(t)):(Alxl(t)).
Xo(t) 0 AyJ\xp(t)] \Apxa(f)
D.h. wir erhalten fur x; (f) und x,(t) die beiden Differentialgleichungen

X1(t)=Arxi(t) und X(t) = Axxy(2),

die vollig unabhangig voneinander sind — in anderen Worten: Die Diffe-
rentialgleichung (5.7) entkoppelt in zwei Differentialgleichungen, die nichts
miteinander zu tun haben!

2l Hijerbei haben wir verwendet, dass wir e/41 in Beispiel 5.5.2(b) bereits berechnet haben.
Ansonsten miisste man ef41 an dieser Stelle eben noch ausrechnen um eine explizite Formel
fiir e'4 zu erhalten.

22Denn laut Korollar 5.4.7 ist die Abbildung R 5— e(t~f0)4 ¢ R9*4 dje Hauptfundamental-
matrix zum Startzeitpunkt t( fur die Differentialgleichung (5.7).

23Wir schranken uns hier nur der einfacheren Notation halber auf zwei Blocke ein; fiir
mehrere Blocke verhilt sich alles analog.

95



5. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

96

Wir konnen also beide Differentialgleichungen unabhingig voneinander
l6sen, und die Losungen dann wieder zu einer Losung der urspriinglichen
Differentialgleichung (5.7) zusammensetzen. Dies ist deswegen relevant, weil
es zum Beispiel oft viel einfacher ist zwei zwei-dimensionale Differentialglei-
chungen zu losen (oder zu untersuchen) als eine vier-dimensionale.

Aufgabe 5.5.7. (a) Gehen Sie Bemerkung 5.5.6 noch einmal durch und se-
hen Sie sich an, wie hergeleitet wurde, dass die Differentialgleichung (5.7)
in zwei niedriger-dimensionale Differentialgleichungen entkoppelt. Dass
A eine Block-Diagonalmatrix ist, wurde dort nur an einer einzigen Stelle
benutzt.

Wo genau im Argument befindet sich diese Stelle?

(b) Dass die Differentialgleichung (5.7) in die beiden Differentialgleichun-
gen

X1(f) =Arx1(f) und  Xo(t) = Ayxo(t)

entkoppelt, kann man ebenfalls benutzen, um die Aussage

A etAl 0
e = 0 etA2

herzuleiten (die wir in Proposition 5.5.4 bereits mit Hilfe der Exponen-
tialreihe begriindet haben).
Konnen Sie dieses Argument genau ausfithren?

Bemerkung 5.5.8 (Entkopplung und Umnummerierung von Indizes). Schau-
en wir uns einmal die Matrix

1 0 1
A=|0 -1 oleC3
1 0 1

an. Auf den ersten Blick ist es nicht moglich, diese Matrix in mehrere Diago-
nalblocke aufzuteilen.

Aber andererseits: Die Matrix A kann man ja als lineare Abbildung C* —
C3 auffassen, und man sieht leicht, dass ihre Wirkung auf der zweiten Kom-
ponente eines Vektors im C3 nichts mit ihrer Wirkung auf der ersten und
dritten Komponante zu tun hat.

Wir konnen also die Eintrage in der zweiten Zeile bzw. Spalte von A zu
einer 1 x 1-Matrix A; = —1 zusammenfassen, und die Wirkung der ersten und

1 1) Fur alle

dritten Zeile bzw. Spalte von A zu einer 2 x 2-Matrix A, = (1
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t € Rist

ta, _ [€'cosht e'sinht

tA, _ ot
et —e und 2= )
etsinht efcosht)’

wobei die Formel fiir e'42 zum Beispiel aus Aufgabe 16(c) auf Ubungsblatt 5
folgt. Indem wir die jeweiligen Eintrage wieder auf ihre urspriinglichen Posi-
tionen zuriickschreiben, die zu den Zeilen- und Spaltenindizes der Matrix A
gehorten, erhélt man somit

ecosht 0 efsinht
= 0 et 0
esinht 0 e'cosht
Die Matrix A war hier also nicht direkt in Block-Diagonalgestalt, sondern
die , Blocke” waren uber verschiedene, teils nicht benachbarte Indizes ver-

streut.?%25

Allgemeine Matrizen und Jordan-Normalform

Weil manche Matrizen A € R¥*4 nicht diagonalisierbar sind, kann man den
Satz 5.5.1 auf diese Matrizen nicht anwenden. Allerdings besitzt, wie Sie
aus der Linearen Algebra 2 wissen, jede quadratische Matrix A eine Jordan-
Normalform, d.h. man kann A schreiben als

A=TJT}, (5.8)

wobei ] nun keine Diagonalmatrix ist, sondern eine Block-Diagonalmatrix,
deren Diagonalblocke sogenannte Jordan-Blocke sind. Praziser gesagt ist | also
von der Form

I 0
J= (5.9)
0 Jm

mit Matrizen J; € C4*41, . ], € C%>4u und die k-te Block-Matrix J; hat die
spezielle Gestalt

Ay, 10 - 0
0 A 1 - 0
: A1

24Man konnte sagen, dass wir die Matrix A durch Umnummerieren der Indizes zu einer
Block-Diagonalmatrix gemacht haben.

25Mit Hilfe von Permutationmatrizen lasst sich das gesamte Argument in dieser Bemerkung
etwas praziser fassen.
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Dabei ist jede Zahl Ay (k =1,...,m) ein Eigenwert von A, und es konnen
auch mehrere der Zahlen Ay, ..., ,, gleich sein (d.h. in der Jordan-Normalform
von A konnen mehrere Jordan-Blocke mit demselben Eigenwert vorkommen).

Mit Hilfe der Jordan-Normalform konnen wir ein Verfahren angeben um
die Matrixexponentialfunktion einer beliebigen Matrix A zu bestimmen.?¢

Satz 5.5.9. Sei A € C™4; die Jordan-Normalform von A bezeichnen wir mit
derselben Notation wie in den Formeln (5.8), (5.9) und (5.10). Dann gilt fiir jedes
teR

und fiir jedes k € {1,...,m} ist

0 p £2 pr=1
o 1 7 (d—1)!
tO tl .
0O @ T
elle = etMe| L. 2
: . . o1
t0 t!
: [ T
tO
0 0 5

Beweis. Sei t € R fest. Aufgrund der Reihenformel fiir die Matrix-Exponen-
tialfunktion gilt

% -1\
etA:Ztn(T{; ) :ZT%T‘lzTe”T_l.

n=0 n=0

Die behauptete Gestalt von e/ folgt aus Proposition 5.5.4. Also bleibt noch
die Formel fiir e’/ zu zeigen; sei hierzu k € {1,...,m} fest. Aus Aufgabe 16(b)
auf Ubungsblatt 5 folgt

et]k — et/\kid+t(]k—/\kid) — et/\ket(]k_/\kid).

Deshalb gentigt es, die Formel fiir den Fall Ay = 0 zu zeigen. Sei nun also
A =0.

Fir diesen Fall besteht J; aber nur aus Nullen, mit Ausnahme der ersten
Super-Diagonalen, auf der sich nur Einsen befinden. Durch jedes Potenzieren
von J; wandert die Superdiagonale mit Einsen um eine Position weiter nach
rechts oben, d.h. genauer:

26 Allerdings nur, wenn man die Jordan-Normalform von A tatsichlich kennt bzw. ausrech-
nen kann, was keineswegs selbstverstandlich ist!
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Die Matrix (Ji)" ist gleich 0, falls n > dj ist, und im Fall n € {0,...,dy — 1}
besteht die Matrix (Ji)"” nur aus Nullen, mit Ausnahme der n-ten Superdiago-
nalen, die nur aus Einsen besteht. Mit Hilfe der Exponentialreihe

) -1y n
g, N W) k)
et = Z n Z n!
n=0 n=0
erhalten wir deshalb die behauptete Formel im Fall A, = 0. O]

Man beachte: Wenn die Matrix A diagonalisierbar ist, dann haben alle
Jordanblocke die Grofie dy = 1, und somit ist die Aussage von Satz 5.5.9 in
diesem Fall einfach dieselbe Aussage wie in Satz 5.5.1.

Lassen Sie uns zum Schluss dieses Abschnitts noch ein Beispiel fiir die
Anwendung von Satz 5.5.9 diskutieren:

Beispiel 5.5.10. Betrachten wir die Matrix
1 1 -1
A=|0 1 0 |eC¥.
0 0 1

Mit Methoden der Linearen Algebra kann man die Jordan-Normalform von A
ausrechnen: Man erhilt A = TJT~! mit

1 1 0 1 0 2
J=10 1 0 und T=]0 1 1].
0 01 0 01

Somit erhalten wir fiir ¢ € R aus Satz 5.5.9%7

1 0 2 1 ¢t 0\(1 0 -2 1 t —t

ed=Te!T =10 1 1|0 1 olJ]0 1 -1]=¢l0 1 O

0 01 0 0 1Jlo 0 1 0 0 1
Literaturstellen und verwandte Ergebnisse. Der enge Zusammenhang zwi-
schen Linearer Algebra, Matrixexponentialfunktion und linearen Differen-

tialgleichungen wird unter anderem in dem Buch [HS74] sehr detailliert
besprochen.

27In diesem einfachen Beispiel hitte man e/ aber auch ohne Satz 5.5.9 berechnen konnen:
Namlich, indem man verwendet, dass das Quadrat der Matrix

0 1 -1
0 0 O
0 0 O

gleich 0 ist.

99



5. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

100

5.6 Inhomogenititen

In diesem Abschnitt kommen wir zuriick zu allgemeinen linearen Differential-
gleichungen, die Inhomogenitdten enthalten konnen. Wir betrachten diesselbe
Situation wie in Abschnitt 5.3 — wo wir unter anderem Fundamentalmatrizen
eingefiihrt hatten —, allerdings gehen wir nun einen Schritt weiter und lassen
auch eine Inhomogenitét in der Differentialgleichung zu:

Sei I C R ein nicht-leeres offenes Intervall und seien A : I — R%*¢ und
b: 1 — R? stetige Abbildungen. Wir betrachten die inhomogene lineare Diffe-
rentialgleichung

X(t) = A(t)x(t) + b(t). (5.11)

Lassen Sie uns ohne Umschweife zum Hauptresultat des Abschnitts kom-
men:

Satz 5.6.1 (Variation der Konstanten-Formel). Sei ty €l undsei X : 1>t +
X(t) € R4 eine Fundamentalmatrix der homogenen Differentialgleichung x(t) =
A(t)x(t). Fiir jedes xy € R? ist dann die (globale) Losung des Anfangswertproblems

{ X(t) = A(t)x(t) + b(t),
x(tg) = xg

die Funktion x : I — R? mit
t
x(t) = X(£)X(tg)  xg +X(t)J. X(s)7tb(s) ds
to

fiir alle t € I.

Man beachte: Wenn X sogar eine Hauptfundamentalmatrix zum Startzeit-
punkt t ist, dann vereinfacht sich der erste Summand X (t)X(ty)~'x, in der
Losungsformel zu X(t)x,. Die Bezeichnung Variation der Konstanten-Formel
erkldren wir nach dem Beweis in Bemerkung 5.6.2.

Beweis von Satz 5.6.1. Sei x: I — R die globale Losung des Anfangswertpro-
blems?®. Wir definieren eine Abbildung c: I — R durch

c(t)=X(t) 'x(t) furalle tel.

Wir verwenden die Notation?® GL(R?) := {A eR¥4: Alist invertierbar}; weil
die Abbildung

GL(RY) 5 A A~ e GL(RY)

287ur Erinnerung: Diese existiert laut Proposition 5.1.5

29Wie Sie vielleicht aus der Linearen Algebra wissen, wird diese Menge als Allgemeine
lineare Gruppe auf]Rd bezeichnet; die Abkiirzung GL stammt aus dem Englischen und steht
fur general linear group.
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stetig differenzierbar ist, ist auch c stetig differenzierbar.
Aus der Gleichung x(t) = X(t)c(t) und der Differentialgleichung, die x
erfullt, erhalten wir fur alle t € I

Ax(t) +b(t) = x(t) = X(t)c(t) + X (£)c(t)
= A(H)X(t)c(t) + X(1)é(t) = Ax(t) + X(1)E(D),

also b(t) = X(t)¢(t), und somit ¢(t) = X(t)"1b(t). Wenn wir die Variable t durch
s ersetzen und von tj bis t nach s integrieren, erhalten wir hieraus fur alle
tel

c(t)—c(ty) = Jté(s) ds = fX(s)lb(s) ds,
also

X(#) 7 x(t) = c(t) = c(ty) + th(s)_lb(s) ds.

Den Vektor c(t;) konnen wir leicht ausrechnen: Es gilt c(ty) = X(to) ' x(ty) =
X(ty)"'xo. Indem wir die vorangehende Gleichung fiir X(¢)~!x(t) noch mit
X(t) multiplizieren, erhalten wir also schlieSlich fiir alle ¢ € I die Formel

x(t) = X(£)X(tg)  xg +X(t)fX(s)—1b(s) ds;

das ist gerade die Behauptung. O]

Bemerkung 5.6.2. Der Name Variation der Konstanten-Formel hat folgenden
Hintergrund: Weil X ein Fundamentalsystem fiir die homogene Differential-
gleichung

ist, ist jede Losung zu dieser Differentialgleichung von der Form I 5 t —
X(t)c € R? fiir einen festen Vektor ¢ € R?30. Man kann den Vektor c als eine
Art , Integrationskonstante auffassen3!.

Wenn man nun die Inhomogenitat b(t) in der Differentialgleichung hin-
zunimmt, so kann man auf die Idee kommen, eine Losung der inhomogenen

Differentialgleichung

2(t) = A(t)x(t) + b(t)

30Der Vektor ¢ hangt natiirlich mit dem Startwert x(, den man sich zu einem Zeitpunkt
to € I vorgibt, zusammen, namlich iiber die Formel ¢ = X(tg) Lxg.

31wobei es sich natiirlich genau genommen um d Konstanten handelt, da c ja ein Vektor mit
d Eintragen ist.
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zu suchen, indem man ,die Konstanten c variiert” — sie also durch eine
zeitabhangige Funktion ersetzt. Wenn man diese Idee verfolgen mochte, will
man also die Losung x der inhomogenen Gleichung nun in der Form

schreiben.

Dass dies tatsachlich zum Ziel fihrt, haben Sie im Beweis von Satz 5.6.1
gesehen, denn dort hatten wir ja gerade c(t) = X(t)"!x(t) definiert, dann die
Funktion ¢(t) berechnet, und daraus am Ende x(¢) bestimmt.

Fir den Fall, dass die Koeffizentenmatrix A nicht von der Zeit abhangt,
konnen wir die Losungsformel aus Satz 5.6.1 folgendermafien umschreiben:

Korollar 5.6.3 (Faltungsformel fiir inhomogene Differentialgleichungen).
Es sei die Abbildung A konstant, d.h. es gelte A(t) = A fiir alle t € R*? und eine
feste Matrix A € R4 .32 Sei ty € T und xy € RY. Dann ist die (globale) Losung des
Anfangswertproblems

{ X(t) = Ax(t) + b(t),

x(to) = xg

die Funktion x : I — R? mit

t
x(t) = el Ay + f e=94p(s) ds

to
fiir alle t € I.
Beweis. Laut Korollar 5.4.7 ist
X:R> ¢t elltA g Rixd

die zum Startzeitpunkt t; gehorende Hauptfundamentalmatrix der homoge-
nen Differentialgleichung x(t) = Ax(t), also insbesondere eine Fundamental-
matrix. Also folgt die Formel sofort aus der Losungsformel in Satz 5.6.1. [

Lassen Sie uns kurz besprechen, weshalb man in Korollar 5.6.3 von einer
Faltungsformel spricht:

32Hier sind wir wieder etwas unsauber mit der Notation: Eigentlich diirfe man mit dem
Symbol A nicht zugleich eine konstante Abbildung A: I — R4*d ynd eine feste Matrix aus
R bezeichnen.
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Bemerkung 5.6.4. Wenn f,g : [0,00) = R zwei (stetige, oder allgemeiner:
messbare) Funktionen mit der Eigenschaft JOOO |f(s)] ds < oo und fooo lg(s)| ds <
oo sind, dann kann man eine weitere Funktion von [0, o) nach R definieren,
die man als f * g notiert und durch die Formel

(F *g)(t) = fo f(t-9)g(s) ds

fur alle t € [0, o) festlegt. Die Funktion f * g bezeichnet man als Faltung von f
und g. Die Faltung, und verschiedene Varianten davon, spielen in zahlreichen
Gebieten der Mathematik ein Rolle.33

Eine Variante der Faltung kommt auch in der Losungsformel in Korol-
lar 5.6.3 vor: Wenn man dort den Startzeitpunkt f; gleich 0 wahlt, dann ist
das Integral, welches die Inhomogenitat enthalt, gleich

t
J e=94p(s) ds;
0

es handelt sich also in gewissem Sinne um eine Faltung der (matrixwertigen)
Fundamentalmatrix t - e'4 mit der (vektorwertigen) Inhomogenitit t > b(t).

Wir diskutieren nun zwei Beispiele fiir die Anwendung von Korollar 5.6.3:

Beispiele 5.6.5. (a) Wir betrachten das zwei-dimensionale Anfangswert-
problem

auf dem Zeitintervall t = I. Laut Beispiel 5.5.2 gilt
ex 0 -1} (cost -—sint
Pl1 0/  \sint cost

fiir alle ¢ € R. Also ist die Losung x : R — R? unseres Anfangswertpro-
blems laut der Faltungsformel aus Korollar 5.6.3 gleich

_ [cost —sint)(2 flcos(t—s) —sin(t—s)\(1

1) = (sint cost )(0)+L (sin(t—s) cos(t—s) )(0) ds
_ [2cost fleos(t—s)\ , 2cost) ftcos(t—s) ds
_(2sint)+L (sin(t—s)) ds_(zsint +[ﬁfsin(t—s) ds

33Beispielsweise in der Fourieranalysis, in der Theorie der partiellen Differentialgleichun-
gen und in der Stochastik.
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_(2cost\  [-sin(t-s)IiZh\ [ 2cost+sint
~ \2sint cos(t—s)=f | \2sint+1—cost
fur alle t e R.

(b) Lassen Sie uns nun noch ein ein-dimensionales Beispiel eines Anfangs-
wertproblems betrachten, namlich

auf dem Zeitintervall I = R. Fur die Losung x gilt laut Korollar 5.6.3

t

t
x(t)=e"12 +J e Fsds =2 + et‘[ e s ds
1 1

t
=2¢1 ¢ et( S j e’ ds)
1

=2¢7! +et( —ettre ety eil) =4e't —(t+1).

fur alletel.

5.7 Differentialgleichungen hoherer Ordnung: Ein
Wiedersehen

In diesem Abschnitt wollen wir lineare Differentialgleichungen hohrerer Ord-
nung besprechen. Wir schranken uns hier auf ein-dimensionale Gleichungen
ein und nehmen zudem an, dass die zugehorige homogene Gleichung autonom
ist. Fir solche Gleichungen kann man die Losungen sehr prazise beschreiben.

Seien also ay,...,a;_1 € R. Wir betrachten in diesem Abschnitt die ein-
dimensionale Gleichung d-ter Ordnung

xD(#) = agx(t) + ay 2(t) + aX(t) + - + ag_1 x4 (¢) (5.12)
auf dem Zeitintervall R. Wenn noch zusitzlich eine Inhomogenitat
b:1->R

gegeben ist, die auf einem nicht-leeren, offenen Intervall I C R definiert ist,
konnen wir auch die inhomogene Gleichung

xD(t) = agx(t) + ay 2(t) + ap%(t) + -+ + ag_1 xX(8) + b(¢t) (5.13)
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auf dem Zeitintervall I betrachten. Mit der Technik aus Abschnitt 3.2 konnen
wir diese Differentialgleichungen in Gleichungen erster Ordnung umschrei-
ben: Wenn wir

0 1 0 0 0
o 0 1 . 0
Z(t): : : 0 Z(t)+ I (5.14)
0 0 0 1 0
apg a; ap ... ajg_; b(t)
=A

also zu einer d-dimensionalen linearen Differentiagleichung erster Ordnung.
Wenn die Inhomogenitat b gleich 0 ist, fallt der rechts stehende Vektor weg,
d.h. wir erhalten dann die homogene lineare Differentialgleichung

2(t) = Az(t)

(welche wiederum sogar auf dem Zeitintervall R Sinn ergibt). Man beach-
te, dass diese Differentialgleichung autonom ist, weil wir die Koeffizienten
ag,...,a4_1 zeit-unabhangig gewahlt haben. Wiirden wir zeitabhangige Ko-
effizienten betrachten, dann ware naturlich auch die Matrix A von der Zeit
abhingig, und somit ware die Differentialgleichung z(t) = A(t)z(¢) nicht auto-
nom.

Lassen Sie uns der Vollstandigkeit halber noch einmal prazise festhalten,
wie der Losungsraum der homogenen Differentialgleichung (5.12) mit dem
Losungsraums der homogenen Differentialgleichung z(t) = Az(t) zusammen-
hangt:

Proposition 5.7.1. Sei Kﬁ‘g;’ud’l C CY(R;R) die Menge aller Losungen der homo-
genen Differentialgleichung d-ter Ordnung (5.12), und sei £ﬁom C CHR;RY) der
Losungsraum der homogenen Differentialgleichung 1-ter Ordnung z(t) = Az(t).
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Dann ist ﬁﬁ‘g&;’“d‘l ein Untervektorraum von C*(R;R), und die Abbildung

x
X

x| &
x(d_l)

. . . . .. Agyeayg_

ist ein Isomorphismus zwischen den Vektorraumen L und ,Cﬁom. Insbeson-
. Agyeeeylg_ . . .

dere besitzt L, """ die Dimension d.

Beweis. Dass [Iﬁf)’;r'l’ad’l ein Untervektorraum von C%(R;R) ist, und dass die

gegebene Abbildung linear ist, rechnet man sofort nach. Dass die gegebene
Abbildung bijektiv ist, folgt aus Proposition 3.2.1. ]

Das Hauptresultat dieses Abschnitts ist der folgende Satz, der eine Ba-
sis des Losungsraumes der homogenen Gleichung d-ter Ordnung (5.12) be-
schreibt.

Satz 5.7.2. Wir betrachten das Polynom p(1) = A% —Z?;(l) ag Al Seien Ay,..., A, €
R die reellen Nullstellen dieses Polynoms mit Vielfachheiten a, ..., a,, und sei-
en pi,..., iy und fy,..., f, die nicht-reellen Nullstellen dieses Polynoms* mit
Vielfachheiten f,..., fy.>

Fiirke{l,...,m}und j €{0,...,ay — 1} sei

ek,j ‘R >t thelt eR,
und fiir k e {1,...,n} und j € {0,..., Bx — 1} seien
cj:Rote tjeRe(”")tcos(Im(ptk)t) €eR,
skj iRt tjeRe("k)tsin(Im(yk)t) eR.
Dann bilden diese Funktionen zusammen eine Basis des Losungsraumes von (5.12).
Zum Beweis benotigen wir das folgende Hilfsmittel:

Lemma 5.7.3. Seien Aq,..., A, € C paarweise verschiedene Zahlen und sei a € N.
Fiir jedes k € {1,...,m} und jedes j € {0,...,a — 1} betrachten wir die Funktion

ek,j:RBth]’eAkteC

in C(R;C). Dann ist das System, dass aus diesen ma Funktionen besteht, linear
unabhangig.

34Man beachte: Da alle Koeffizienten des Polynoms reell sind, treten alle nicht-reellen
Nullstellen als konjugiert-komplexe Paare auf.
3550mit giltalsod = (ay +---+am)+2(B1 +--+ Pn)-
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Beweis. Den Beweis lagern wir in eine Ubungsaufgabe aus. ]
Nun konnen wir Satz 5.7.2 beweisen:

Beweis von Satz 5.7.2. Wir betrachten zunichst eine beliebige Nullstelle v € C
des Polynomes p mit Vielfachheit y € N. Fur j € {0,...,y — 1} betrachten wir
die — eventuell komplex-wertige — Funktion

x:Rotr te'teC.

Wir zeigen, dass diese Funktion die Differentialgleichung (5.12) erfullt. Dazu
benutzen wir folgenden Trick: Wir schauen uns zunachst eine Funktion in
zwei komplexen Variablen an, namlich

CxC>(tA) > et eC;

der Vorteil dieser Sichtweise ist, dass wir den Funktionsterm /e nun schrei-

ben kénnen als tett = aa—/(je"t, und somit gilt fur jedes £ € {0,...,d}
ot’ otl dAJ I ot oY

Somit erhalten wir

Weil v eine Nullstelle von p von Ordnung y ist und j < y—1 gilt, verschwinden
die Ableitungen p'¥) fiir € € {0,..., j} alle an der Stelle v. Also folgt

d-1 Iy
(1) =) ap(r) = Z(é)pw)(v)t]_ge” =0,

=0 =0

d.h. x 16st tatsachlich die Differentialgleichung.

Weil alle Koeffizienten der Differentialgleichung reell sind, 16sen auch der
Realteil und der Imaginarteil von x die Differentialgleichung; also sind alle
Funktionen, die im Satz angegeben sind, Losungen der Differentialgleichung.

Zuletzt bemerken wird, dass aus Lemma 5.7.3 folgt, dass die im Satz
angegebenen Funktionen linear unabhangig sind. Weil es sich um genau 4
Funktionen handelt, bilden sie also eine Basis des Losungsraumes (denn dieser
hat laut Proposition 5.7.1 die Dimension d). O]
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Bemerkung 5.7.4. Alternativ kann man Satz 5.7.2 auch beweisen, indem
man die Jordan-Normalform der Matrix A bestimmt, die am Anfang dieses
Abschnitts angegeben war, und anschlieSend die Matrix-Exponentialfunktion
berechnet.

Lassen Sie uns nun zwei Beispiele diskutieren, in denen die vorangehenden
Resultate angewendet werden:

Beispiele 5.7.5. (a) Seia € (0, 00) fest. Betrachten wir noch einmal die Dif-
ferentialgleichung

(%) X(t) = —x(t) + sin(at),

auf dem Zeitintervall R, die Sie bereits aus Aufgabe 26 b) auf Blatt 6
kennen.3® Im folgenden besprechen wir, wie man diese Differentialglei-
chung auch mit Hilfe von Satz 5.7.2 behandeln kann.

Um eine Basis des Losungsraums der zugehorigen homogenen Glei-
chung

(1) = —x(t)

zu finden, kénnen wir Laut Satz 5.7.2 das Polynom p(1) = A2 — (=1)A0 =
A2+1 betrachten; seine Nullstellen sind —i und i (jeweils mit Vielfachheit
1), und somit bilden die beiden Funktionen cos und sin eine Basis des
Losungsraumes von x(t) = —x(t).

Nun verwenden wir Proposition 5.7.1: Laut dieser bilden die beiden

Funktionen
cos cos sin sin
( C ) - ( i ) und ( I ) - ( )
cos —sin sin/ \cos
eine Basis des Losungsraumes der zugehorigen homogenen Gleichung
erster Ordnung, die durch

2(t) :( )z(t)

-1 0
gegeben ist. Es ist also

RSt X(t):= ( cost Smt) e R?2

—sint cost

36Wir verwenden fiir den Streckungsfaktor im Sinus hier die Bezeichung a statt A (welche
wir in Aufgabe 26 b) verwendet hatten), weil wir in Satz 5.7.2 das Symbol A zur Bezeichnung
der Variable des Polynoms p verwendet haben, und dies auch in diesem Beispiel tun mdchten.
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eine Fundamentalmatrix des homogenen Systems erster Ordnung. Nun
konnen wir dhnlich wie in der Losung von Aufgabe 26 b) fortfahren:
Wir schreiben die ursprinliche Gleichung (*) als inhomogenes System
erster Ordnung, namlich als

At) = (—01 (1))Z(t)+(sin(()at))

und verwenden z.B. die Variation der Konstanten-Formel aus Satz 5.6.1
um - fiir gegebene Anfangsdaten — die Losung dieser Gleichung zu
bestimmen.

Lassen Sie uns die Differentialgleichung
(*) X(t) = —x(t)+2x(t) + ¢t

auf dem Zeitintervall I betrachten.

Um eine Basis des Losungsraumes der zugehorigen homogenen Differen-
tialgleichung X(t) = —x(t) + 2x(¢) zu erhalten, konnen wir laut Satz 5.7.2
das Polynom P(A) = A2 —-21+1 = (A - 1)? betrachten; es besitzt die
zweifache reelle Nullstelle 1; somit ist eine Basis des Losungsraums von
X(t) = —x(t) + 2x(t) laut Satz 5.7.2 gegeben durch die beiden Funktionen

Rot el eR,
Rot—tel €R.

Eine Fundamentalmatrix des zugehorigen homogenen Systems erster
Ordnung

z(t) = (_01 ;)z(t)

ist somit aufgrund von Proposition 5.7.1 gegeben durch

t t t t
RBtl—)X(t):(de t dte t):(et te t)Eszz.
ae &té’ e (1 + t)e

Die urspriingliche Gleichung (++) ist 4quivalent zu dem System erster

Ordnung
s=(% Do)

Da wir oben eine Fundamentalmatrix des zugehorigen homogenen Sys-
tems berechnet haben, konnen wir nun — falls entsprechende Anfangs-
daten gegeben sind — das inhomogene System mit Hilfe der Variation
der Konstanten-Formel aus Satz 5.6.1 losen.
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Literaturstellen und verwandte Ergebnisse. Das Thema dieses Abschnitts
wird zum Beispiel in [PW19, Abschnitt 3.4.3] besprochen; allerdings werden
im dortigen Satz 3.4.2 komplexwertige Losungen zugelassen und die Formu-
lierung des Satzes fur reellwertige Losungen nur implizit angegeben; deshalb
sieht dieser Satz etwas einfacher aus als seine komplett ausformulierte reelle
Variante, die wir Satz 5.7.2 besprochen haben.

5.8 Erganzungen

Die Fibonacci-Folge — eine diskrete Verwandte

In diesem Unterabschnitt kommen wir noch einmal auf die sogenannte
Fibonacci-Folge zuruck, die bereits in den Erganzungen zu Kapitel 1 in Bei-
spiel 1.5.3 kurz angesprochen wurde; dies ist die Folge (f,),en, von nattrli-
chen Zahlen, die durch die folgende Rekursionsvorschrift definiert ist:

fo=L i=L  furr=farr+/fu fluralleneN,.

Wahrend wir in Abschnitt 5.7 Differentialgleichungen hoherer Ordnung be-
sprochen hatten, handelt es sich bei der Rekursion-Vorschrift fiir die Fibonacci-
Folge um eine Differenzengleichung zweiter Ordnung. Ahnlich wie fiir Diffe-
rentialgleichungen kann man auch Differenzengleichungen hoherer Ordnung
in Differenzengleichungen erster Ordnung umschreiben, indem man die Di-
mension erhoht: Man definiert dazu

Zy ::( Ju ) fur alle n e N
fn+1

und erhalt somit, dass die Folge (z,,) der Rekursionsvorschrift

1 0 1 .
20:(1), zn+1:(1 1)zn fur alle n € Ny

~——
=A

erfullt. Hieraus folgt

z, = A"z, fur alle n e N,
Diese Losungsformel ist sehr dhnlich zur Losungformel z(t) = e'4z(0) fiir die
Differentialgleichung z(t) = Az(t). Und ebenso, wie man e*4 fiir konkretes A
durch Diagonalisieren von A (oder mit Hilfe der Jordan-Normalform von A,
falls A nicht diagonalisierbar ware) explizit berechnen kann, ist dies auch mit
A" moglich:



5.8. Erganzungen

Wenn man A = TDT! fiir eine Diagonalmatrix D und eine invertierbare
Matrix A hat, dann folgt A" = TD"T~! fiir alle n € Ny. Indem man also die
oben definierte Matrix

0 1
A=
()

diagonalisiert, kann man eine explizite Darstellung fiir z,, und somit fur alle
Folgenglieder f, der Fibonacci-Folge berechnen. Dies ist eine Moglichkeit, um
die bekannte Formel

-

herzuleiten (beachten Sie, dass die Formel in dieser Darstellung fir n = 0
hingegen nicht stimmt).

fn:

n
) ] fur alleneN
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Fragen zum Einstieg.
(a) Geben Sie eine Differentialgleichung an, die nicht linear ist!

(b) Konnen Sie eine Losung des Anfangswertproblems

angeben? Falls ja: Ist die Losung, die Sie gefunden haben, die einzige,
die es gibt?

(c) Konnen Sie eine Losung des Anfangswertproblems

angeben? Falls ja: Ist die Losung, die Sie gefunden haben, die einzige,
die es gibt?

6.1 Eine schlechte (oder gute?) Nachricht vorab

In diesem Abschnitt wollen wir nur die folgenden Bemerkung festhalten:

Fur die meisten nicht-linearen Differentialgleichungen kann man keine
explizite Losungsformel angeben; oder anders ausgedriickt: in vielen Fallen
hat man nicht die Moglichkeit, die Losung eines Anfangswertproblems ,,ana-
lytisch® zu berechnen. Bereits fiir solche fundamentalen Beispiele wie das
N-Korper-Problem in der Physik! hat man keinerlei Moglichkeit die Losungen
explizit auszurechnen.

Daraus folgt, dass man folgendes tun sollte:

 Fur einige (wenige) nicht-lineare Differentialgleichungen / Anfangswert-
probleme kann man tatsiachlich die Losungen explizit berechnen; man
sollte Methoden entwickeln um dies zu tun.

Dies ist der Inhalt dieses Kapitels 6.

IWelches die Bewegung von N Punktmassen beschreibt, die nur durch ihre Gravitation
wechselwirken.
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* Man sollte eine qualitative Theorie von Differentialgleichungen entwi-
ckeln — d.h., wenn man die Losungen schon nicht explizit berechnen
kann, sollte man zumindest Techniken entwickeln, um ihre qualitativen
Eigenschaften zu untersuchen. Dies wird der Inhalt der Kapitel 7 und 8
sein.

* Man sollte eine Theorie fiir die Numerik von Differentialgleichungen ent-
wickeln, damit man die Losungen von Differentialgleichungen zumin-
dest naherungsweise am Computer berechnen kann. Dies ist in der Tat
ein grofles und wichtiges Teilgebiet der Numerik; in dieser Vorlesung
werden wir es aber nicht behandeln.

Warum ist obige Nachricht nun schlecht? Nattrlich, weil es schoner ware,
moglichst explizite Losungsformeln fiir moglichst viele Differentialgleichun-
gen berechnen zu konnen.

Warum ist die Nachricht aber auch gut? Weil die Unmoglichkeit Objekte,
die uns interessieren, explizit zu berechnen oft die Grundlage fur die Entwick-
lung einer sehr reichhaltigen und eleganten Theorie ist mit dem Ziel diese
Objekte besser verstehen zu konnen.?

6.2 Trennung der Variablen

Eine Klasse von Differentialgleichungen, die man — mehr oder weniger — expli-
zit 10sen kann, sind ein-dimensionale Differentialgleichungen erster Ordnung,
deren Variablen sich trennen lassen (und diese beinhalten insbesondere al-
le autonomen ein-dimensionalen Differentialgleichungen erster Ordnung!).
Hierbei ist das Wort ,,Variable” folgendermafien zu verstehen: Hat man eine
Differentialgleichung der Form

x(t) = f(t,x(t)),

wobei die gesuchte Funktion x R-wertig ist, dann kann man die Sichtweise
einnehmen, dass sowohl ¢ eine Variable ist — die Zeitvariable — als auch, dass
x eine Variable ist; diese Sichtweise wirkt aus rein mathematischer Sicht
vielleicht etwas merkwirdig, da wir ja auf dem Standpunkt stehen, dass wir
eine Funktion x suchen. Zum Beispiel aus Sicht der Physik beschreiben ¢t und
x aber nur Grofien, die in einem phyiskalischen Modell auftreten, und die
eben mit den Variablen t and x bezeichnet werden.?

Mit Trennung der Variablen ist hier gemeint, dass man f (¢, x(t)) manchmal
in der Form f(t,x(t)) = fi(¢)f2(x(t)) fir zwei geeignete Funktionen f; und f,

2Und dies ist auch fiir die Gewchnlichen Differentialgleichungen der Fall.
3Das man x als explizit abhingig von der Zeit auffasst, fiihrt dann zur der mathematischen
Sichtweise, dass x eine Funktion ist.
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schreiben kann. Dies ist natiirlich bei weitem nicht immer moglich — aber
wenn es moglich ist, dann sagt man, dass man ,,die Variablen trennen kann“
—und in diesem Fall ist es tatsachlich manchmal moglich die Losungen der
Differentialgleichung konkret auszurechnen.

Bevor wir die Details hierzu in einem allgemeinen Satz formulieren, illus-
trieren wir dieses Vorgehen zunachst in etwas heuristischer Weise an einigen
Beispielen.

Beispiele 6.2.1. (a) Betrachten wir das Anfangswertproblem

das in der Einstiegsfrage (c) dieses Kapitel auftaucht. Hier konnen wir
tatsichlich ,die Variablen trennen, denn —x(t)> hingt ja gar nicht ex-
plizit von t ab (sondern t taucht nur innerhalb der gesuchten Funktion
x auf).

Nun kann man folgende Idee benutzen: Aus dem lokalen Existenzsatz
von Picard-Lindeloff folgt, dass die Differentialgleichung zumindest
lokal um 0 eine Losung besitzt. In einem (womoglich kleinen) Intervall
U um t = 0 ist die Losung zudem nicht 0, weil x(0) = 1 gilt und x stetig
ist. Also kénnen wir fiir t € U durch —x(t)? teilen und erhalten somit,
dass die Gleichung

=1 furalleteU.

Wenn wir die Variable ¢ innerhalb dieser Gleichung in s umbenennen
und anschlieflend von 0 bis ¢ nach s integrieren, dann folgt somit

Jf x(s)
=t
0 —x(s)?
tur alle t € U. Die linke Seite dieser Gleichung kann man mit Hilfe der
Substitution p := x(t) berechnen; sie ist gleich

x(t)
[ gttt
x(0) ~Y x(t)  x(0) x(t)

Weil dieser Term gleich t ist, erhalten durch Auflésen nach x(t) die
Gleichung

1
t)= ——
*(#) 1+t
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fur allete U.

Nun, da wir die Losung fiir alle t nahe bei 0 berechnet haben, kann
man umgekehrt nachrechnen, dass diese Formel sogar eine Losung des
Anfangswertproblems fiir alle t € (—1, c0) definiert.

Betrachten wir das Anfangswertproblem

aus Einstiegsfrage (b) dieses Kapitels. Die Differentialgleichung ist hier
diesselbe wie im vorangehenden Beispiel, aber der Anfangswert zum
Startzeitpunkt ty = 0 ist 0 anstelle von 1.

Wir konnen aber nicht mehr so argumenteren wie im vorangehenden
Beispiel, denn die Losung x — die aufgrund des lokalen Existenzsatzes
von Picard-Lindeldf in einer Umgebung um t = 0 existiert — ist zum
Zeitpunkt 0 gleich 0; wir konnen also nicht einfach in einer Umgebung
des Zeitpunktes 0 durch x(t) teilen.

Andererseits macht die Bedingung x(0) = 0 die Situation hier sogar
einfacher — denn man sieht ganz leicht, dass die konstante Nullfunktion
R >t 0<cR das Anfangswertproblem 16st.

Betrachten wir nun ein Beispiel einer nicht-autonomen Differentialglei-
chungen: Wir sehen uns das Anfangswertproblem

an. Die Differentialgleichung ist linear und homogen, d.h. wir kénnen —
wenn wir mochten — einfach die Theorie aus Kapitel 5 verwenden um
das Anfangswertproblem zu l6sen: Laut Proposition 5.3.8 ist die Losung
x: R — R des Anfangswertproblems durch

t
142

x(t):exp(J; sds)~1 =e2

tur alle t € R gegeben.

Es ist aber lehrreich zu sehen, dass wir die Differentialgleichung statt-
dessen auch durch Trennung der Variablen 16sen konnen. Wir gehen dazu
vor wie in Beispiel (a) oben:

Es bezeichne x die Losung des Anfangswertproblems. In einem Intervall
Uum t = 0ist x(¢) 2 0, also konnen wir durch x(t) teilen und von 0 bis ¢
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integrieren. Somit erhalten wir

Lt%ds:ﬁts ds,

also In I|§((<t)))|| = St fiir alle t € U (wobei wir wieder die Substitution y :=
x(t) verwendet haben). Weil x(0) positiv ist und x in U keine Nullstelle
hat, ist x(¢t) > 0 fur alle t € U; also konnen wir den Betrag um x(t)

weglassen und erhalten somit durch Auflosen nach x(t) die Formel

x(t) = exp(%tz)x(O) = exp(%tz)

fir alle t € U. Nun kann man wiederum a posteriori nachrechen, dass
diese Formel sogar eine Funktion auf ganz R definiert, welche das An-
fangswertproblem 1ost.

Also haben wir auch auf diese Weise die Losung des Anfangswertpro-
blems gefunden.

Die Trennung der Variablen-Methode, die in den vorangehenden Beispielen
illustriert wurde, kann man also folgendermaflen zusammenfassen: Wenn
sich in einer ein-dimensionalen Differentialgleichung erster Ordnung die
Variablen trennen lassen — d.h. wenn die Differentialgleichung sich in der
Form x(t) = fi(t)f2(x(t)) schreiben lasst —, dann kann zur Berechnung der
Losung fiir die Anfangsbedingung x(tg) = xo folgendermafien vorgehen:

* Man unterscheidet, ob f,(x() gleich 0 oder ungleich 0 ist: Wenn f,(xq) =0
ist, ist die konstante Funktion t — x; die Losung des Anfangswertpro-
blems. Wenn hingegen f,(x() # 0 ist, kann man folgendermafien weiter-
machen:

* Man schreibt die Differentialgleichung um in die Gleichung
X(t)
fa(x(2))

dies ist in einem offenen Intervall um ¢, moglich, da f,(x(t)) dort nicht 0
ist. Dann benennt man die Variable um — sagen wir in s — und integriert
von tg bis t nach s.

= fi(t);

Das Integral links kann man mit Hilfe der Substitution y := x(s) ver-
einfachen (wobei man ausnutzt, dass x(s) im Integranden als Faktor
vorkommt).

* Nun 16st man die so erhaltene Gleichung nach x(t) auf (was rein rech-
nerisch durchaus ein Problem sein kann, wenn man zum Beispiel die
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Stammfunktionen der auftretenden Integrale nicht explizit bestimmen
kann, oder wenn die Stammfunktion so kompliziert ist, dass das Auflo-
sen der Gleichung Schwierigkeiten macht).

* Nun hat man die Losung fiir t nahe an t; berechnet. Zuletzt uberlegt
man sich, auf einem Intervall welcher Grof3e diese Funktion sich fortset-
zen lasst, und pruft dann nach, dass die fortgesetzte Funktion tatsachlich
noch die Differentialgleichung 16st.

Diese Beschreibung ist natiirlich nachwievor sehr heuristisch, und das
Fortsetzungsargument, dass am Ende notig ist, ist — zusammen mit der not-
wendigen Uberprifung, ob die fortgesetzte Funktion tatsichlich noch die
Differentialgleichung 16st — etwas lastig.

Deshalb ist es eine gute Idee, das oben beschriebene Vorgehen mathema-
tisch prazise in einen Satz zu fassen. Um den Satz moglichst iibersichtlich
zu formulieren, brauchen wir ein paar kleine Vorbereitungen. Wir begin-
nen mit dem Begriff Zusammenhangskomponente, den wir im Folgenden fiir

Teilmengen von R definieren®.

Definition 6.2.2 (Zusammenhangskomponenten von Teilmengen von R).
Sei S C R und sy € S. Dann nennt man das grofite Intervall in R, das in S
enthalten ist und das s, enthilt,® die Zusammenhangskomponente von S, die s
enthalt.

Wenn S offen ist, dann sieht man leicht, dass auch alle Zusammenhangs-
komponenten von S offen sind.

Proposition 6.2.3 (Lokale Lipschitz-Bedingung fiir getrennte Variablen).
Seien I,] C R zwei nichtleere offene Intervalle und seien f; : I - Rund f,: ] - R
zwei Funktionen; es sei fi stetig, und f, sei lokal Lipschitz-stetig in dem Sinne,
dass es fiir jeden Punkt y € | eine Umgebung V C | gebe, auf der die Einschrankung
faly Lipschitz-stetig ist. Dann erfiillt

Ix]3(ty) = fA(t)f(y) €R
die lokale Lipschitzbedingung®.
Aufgabe 6.2.4. Beweisen Sie Proposition 6.2.3.

Nun konnen wir den versprochenen Satz formulieren.

4Dieser Begriff lisst sich aber auch allgemeiner fiir Teilmengen eines metrischen Raumes
oder sogar eines topologischen Raumes definieren.

5Man kann sich leicht iiberlegen, dass es solch ein groftes Intervall gibt.

6Zur Erinnerung: Den Begriff lokale Lipschitz-Bedingung hatten wir in Definition 4.1.6
eingefiihrt.
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Satz 6.2.5 (Trennung der Variablen). Seien I,] und fi, f, wie in Propositi-
on 6.2.3. Sei tg € ] und xy € I und sei x : I, — R die Losung des Anfangswert-
problems

x(to) = Xo,

{ i(t) = fi(t) folx(1)),

die auf dem maximalen Existenzintervall I, definiert ist. Dann gilt:
(a) Wenn f,(xq) = 0 ist, dann ist I, = I und x(t) = xq fiir alle t € I,y

(b) Sei nun fy(xg) # 0 und sei | die Zusammenhangskomponente von {y € J :
fo(v) = 0}, die x( enthdlt. Wir setzen

t y
Fi:Ist— | fi(s)dseR, Fy:Jsym—
to X0 fZ(Z)
Dann ist F, ist streng monoton’, das maximale Existenzintervall Iy, ist
gleich der Zusammenhangskomponente von

dzeR.

{tel: Fi(t)eFy()),
die to enthalt, und fiir alle t € I, gilt
x(t) = Fy' (F(t)).
Insbesondere gilt x(t) € | und somit f,(x(t)) = 0 fiir alle t € I,y.

Die Aussage des Satzes wird durch das oben beschriebene Verfahren zur
Trennung der Variablen motiviert; allerdings enthalt der Satz, wie Sie sehen,
einige zusatzliche Informationen — insbesondere die genaue Beschreibung des
maximalen Existenzintervalls der Losung.

Obwohl der Beweis des Satzes nicht unbedingt schwierig ist, ist er an
einigen Stellen recht technisch. Wir verzichten deshalb darauf, den Beweis
innerhalb der Vorlesung zu geben. Wenn Sie mochten, konnen Sie den Beweis
aber in den Ergdnzungen zum diesem Kapitel in Abschnitt 6.5 nachlesen.

Es ist wichtig zu bemerken, dass sich bei ein-dimensionalen autonomen
Differentialgleichungen immer die Variablen trennen lassen — denn fiir solche
Gleichungen hingt die rechte Seite ja gar nicht explizit von der Zeit ab®°.

Fiir solche Differentialgleichungen formulieren wir nun die Aussage von
Satz 6.2.5 noch einmal explizit in einem Korollar:

’D.h. F, ist entweder auf ganz | streng monoton steigend oder auf ganz f streng monoton
fallend.

8D.h. wir kénnen in diesem Fall die Funktion f; als konstant 1 wihlen.

9Sehen Sie sich zur Illustration am besten noch einmal die Beispiele 6.2.1(a) und (b) an.

119



6. BERECHNUNG VON LOSUNGEN IM NICHTLINEAREN FALL

120

Korollar 6.2.6 (Ein-dimensionale autonome Differentialgleichungen). Sei
J C R ein nichtleeres offenes Intervall und sei f, : ] — R lokal Lipschitz-stetig'%11.
Es sei tg € R und x € . Fiir das (auf dem Zeitintervall R) definierte Anfangswert-
problem

{ x(t) = fo(x(1)),
x(ty) = X,

sei X : Ihax — R diejenige Losung, die auf dem maximalen Existenzintervall I,
definiert ist. Dann gilt:

(a) Wenn fo(xg) = 0 ist, dann ist I, = R und x(t) = x fiir alle t € R.

(b) Sei nun fy(xg) # 0 und sei J die Zusammenhangskomponente von {y € J :
f2() = 0}, die xo enthdlt. Wir setzen

"1 4er
—— dz el
X0 fz(z)

Dann ist F, streng monoton, es ist I,y gleich dem Intervall Fy(f) + to, und
fiir alle t € I, gilt

FZ:foH

x(t) = Fy'(t—to).
Insbesondere gilt x(t) € J und somit f,(x(t)) # 0 fiir alle t € Iy.

Beweis. Das Korollar folgt aus Satz 6.2.5, wenn wir dort I = R setzen und f
als die konstante 1-Funktion wahlen. Man muss nur beachten, dass

{tel:Fi(t)eFy(/)) ={tel:t—tyeFy(f))

=F(J)+ 1t
gilt — d.h. diese Menge ist selbst bereits ein Intervall. O

Zur Illustration zeigen wir noch einmal, wie man das Anfangswertproblem
in Beispiel 6.2.1(a) direkt mit Hilfe von Korollar 6.2.6 16sen kann.

Beispiel 6.2.7. Wir betrachten nochmals das ein-dimensionale Anfangswert-
problem

10Den Begriff lokal Lipschitz-stetig hatten wir in Proposition 6.2.3 definiert.

n Definition 3.4.1, wo wir den Begriff der autonomen Differentialgleichung eingefiihrt
hatten, haben wir die rechte Seite einer autonomen Differentialgleichung mit h bezeichnet; um
mit Satz 6.2.5 konsistent zu sein, nennen wir die Funktion hier lieber f,.
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auf dem Zeitintervall R. Wir befinden uns somit in der Situation von Korol-
lar 6.2.6, wobei f, : R>y -y € R, ty=0und x = 1 ist.
In der Notation von Korollar 6.2.6 ist somit = (0, ), und

1
Fay)=~-1
23’3/

fur alle y € (0, 00). Also folgt aus dem Korollar, dass
Imax = F2((0,00)) + g = (=1, 00)

ist, und dass die Losung x : (=1, 00) — R durch

1

t)=Fl(t—ty)= —

x(t) = Fy'(t=to) =

fur alle t € (—1,00) gilt. Dies ist (naturlich) dasselbe Ergebnis, das wir in

Beispiel 6.2.1(a) bereits berechnet hatten.

Wir schlieffen unseren Abschnitt zur Trennung der Variablen mit der
folgenden Bemerkung.

Bemerkung 6.2.8. Man darf Satz 6.2.5 und Korollar 6.2.7 nicht in dem Sinne
missverstehen, dass man die Losung einer Differentialgleichung, die die Vor-
aussetzungen des Satzes oder des Korollars erfullt, immer explizit berechnen
konnte.

Hat man zum Beispiel eine ein-dimensionale autonome Differentialglei-
chung erster Ordnung vorliegen und will somit Korollar 6.2.7 zur Berechnung
der Losung anwenden, so muss man zunachst das Integral berechnen, das
in der Definition der Funktion F, auftaucht, und anschliefend muss man F,
invertieren. Beide Schritte lassen sich in vielen Féllen nicht unbedingt explizit
durchrechnen.

Literaturstellen und verwandte Ergebnisse. Informationen zur Losung von
ein-dimensionalen Differentialgleichungen durch Trennung der Variablen
finden Sie zum Beispiel auch in [Heu04, Abschnitt 8 in Kapitel II] und [PW19,
Abschnitt 1.5].

6.3 Erhaltungsgroflen

Das Verfahren zur Trennung der Variablen aus Abschnitt 6.2 lasst sich, wie Sie
gesehen haben, unter anderem zur Behandlung von ein-dimensionalen auto-
nomen Differentialgleichungen erster Ordnung verwenden. Das Verfahren ist
aber auf den ein-dimensionalen Fall eingeschrankt.
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Im aktuellen Abschnitt wollen wir eine Moglichkeit besprechen, wie man
auch fiir mehrdimensionale autonome Systeme gewisse explizite Informatio-
nen berechnen kann: wir besprechen sogenannte Erhaltungsgrofien einer Diffe-
rentialgleichung. Man kann dariiber diskutieren, ob dieser Unterabschnitt in
Kapitel 6 richtig eingeordnet ist — denn Erhaltungsgrofien liefern uns nicht
unbedingt eine Moglichkeit zur expliziten Berechnung einer Losung; aber
wie Sie gleich sehen werden, liefern Erhaltungsgrofien uns zumindest die
Moglichkeit, gewisse Informationen tiber die Losung explizit zu berechnen.

Wir beginnen direkt mit der Definition des Begriffs Erhaltungsgriofe. Es
handelt sich hierbei um eine enge Verwandte der Ljypunov-Funktion, die Sie be-
reits aus Definition 4.4.1 kennen.!? Wir fiihren den Begriff der Erhaltungsgrifie
im selben technischen Rahmen ein wie den Begriff der Ljapunov-Funktion —
also fiir im Allgemeinen nicht-autonome Differentialgleichungen erster Ord-
nung, wobei die rechte Seite aber auf einem Produkt aus einem Zeitintervall
und einem Zustandsraum definiert ist.

An dieser Stelle sei aber bereits betont, dass Erhaltungsgrofen besonders
fur autonome Differentialgleichungen von Bedeutung sind.

Definition 6.3.1 (Erhaltungsgrofe). Seien I C R und Q C R? nichtleer und
offen, wobei I ein Intervall sei. Sei f : I x(Q) — R4 stetig und erfulle die lokale
Lipschitz-Bedingung.

Eine stetige Funktion V : () — R heifst Erhaltungsgrofie oder erstes Integral
der Differentialgleichung

x(t) = f(t,x(1)),

falls fiir jedes nicht-triviale Intervall J C I und jede Losung x : ] — R¥ dieser
Differentialgleichung gilt: Die Funktion

Vox:Jat> V(x(t) eR
ist konstant.

Wenn wir die Definition einer Erhaltungsgrofie mit der Definition einer
Ljapunov-Funktion vergleichen, erkennen wir sofort:

Bemerkung 6.3.2. Seien I, QO und f wie in Definition 6.3.1; dann gilt: Ei-
ne stetige Funktion V : (3 — R ist genau dann eine Erhaltungsgrofle der
Differentialgleichung

x(t) = f(t,x(£)),

wenn sowohl V als auch —V eine Ljapunov-Funktion fiir diese Differential-
gleichung ist.

125 ist deshalb ratsam, dass Sie sich diese Definition noch einmal ansehen.
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Daraus erhalten wir sofort eine Charakterisierung dafiir, ob eine gegebene
Funktion V ein Ljapunov-Funktion ist (unter der Zusatzvoraussetzung, dass
V stetig differenzierbar ist).

Proposition 6.3.3. Seien I, Q) und f wie in Definition 6.3.1 und sei V : Q) — R?
stetig differenzierbar. Dann sind dquivalent:

(i) V ist eine ErhaltungsgrofSe fiir die Differentialgleichung x(t) = f (t, x(t)).

(ii) Fiirallet €l und alle y € Q) gilt (VV (), f(t,v)) = 0.
Hierbei bezeichnet (-, -) das iibliche Skalarprodukt auf R9.

Beweis. Dies folgt sofort aus der Beschreibung von Erhaltunsgrofien mittels
Ljapunov-Funktionen in Bemerkung 6.3.2 und aus der Charakterisierung von
Ljapunov-Funktionen in Proposition 4.4.2. O

Erhaltungsgrofien liefern uns zwar keine Losungsformel fur ein Anfangs-
wertproblem — aber zumindest eine konkret berechenbare Information tiber
die Losung des Anfangswertproblems: Wenn namlich V' eine Erhaltunsgrofie
ist und wir uns zusatzlich die Anfangsbedingung x(ty) = xy vorgeben, dann
folgt naturlich fir alle t im maximalen Existenzintervall, dass V(x(t)) = V(xq)
gilt — und somit verlduft die Losungs komplett in der Menge

{peQ: V(y)=V(xp)}

Wenn zum Beispiel d = 2 ist und V nicht zu trivial ist, handelt es sich bei
dieser Menge oft um eine Linie im R? — wir kennen dann zwar keine Formel
fur x(t), aber wir wissen zumindest eine Linie, innerhalb derer die Losung
komplett verlauft.

Es ist lehrreich, dies zunachst an einem Beispiel zu betrachten, fur das
man die Losung auch explizit berechnen kann:

Beispiel 6.3.4. Betrachten wir die zwei-dimensionale autonome Differential-
gleichung

() (1) = ((1’ oo

Weil diese Differentialgleichung linear ist, kennen Sie bereits eine Methode
um sie zu losen: Fiir die Anfangsbedingung x(0) = x, mit einem Vektor x, € R?
erhalten wir mit Hilfe der Matrix-Exponentialfunktion die Losung

cost —sint
x(t) = X

sint cost

—————
=A
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for t € R; dies bedeutet, der Startvektor x, wir bis zum Zeitpunkt t um den
Winkel f rotiert — die Losung verlauft als im Kreis.

Vergessen wir nun fur einen Augenblick, dass wir die Losung in diesem
Beispiel explizit berechnen konnen. Lassen Sie uns fiir einen Moment die
Funktion V:R? 3y ||y||2 € R betrachten!3.

Die Funktion V ist eine Erhaltungsgrofie der Differentialgleichung (+);
dies folgt aus Proposition 6.3.3, denn fiir alle y € R? gilt

(VV(y),Ay) =(2y,Ay) = 0.

Das heifit, wenn x : R — R? die Losung von () mit Anfangsbedingung x(0) =
xo bezeichnet, dann gilt fir alle t e R

Ix(D> = V(x(£) = V(x0) = IIxoll*-

Dies bedeutet also, dass die Losung in der Menge aller Punkte verlauft, die
den Abstand ||xy|| zum Nullpunkt haben — d.h. die Losung verlauft innerhalb
einer Kreislinie.

An diesem einfachen Beispiel konnen Sie erkennen, dass eine Erhaltungs-
grofle uns bereits recht explizite geometrische Informationen uber die Losun-
gen einer Differentialgleichung liefern kann, selbst wenn wir die Losung nicht
konkret ausrechnen (oder, in anderen Beispielen, nicht konkret ausrechnen
konnen). Andererseits muss man beachten, dass die geometrische Informa-
tion, die wir mit Hilfe der Erhaltungsgrofle V gewonnen haben, naturlich
weniger aussagt als es die explizite Losung der Differentialgleichung tut: Mit
Hilfe der Erhaltungsgrofe haben wir bisher nur erkannt, dass die Losung
innerhalb einer Kreislinie verlauft, aber nicht, in welcher Geschwindigkeit
und in welcher Richtung sie das tut!,

In diesem Beispiel kann man aber tasachlich sehr einfach auch eine Infor-
mation uber die Geschwindigkeit der Losung x gewinnen: Die Matrix A ist
namlich orthogonal — d.h. sie erhalt die Euklidsche Norm. Wenn wir in der
Differentialgleichung auf beiden Seiten die Norm nehmen, sehen wir somit,
dass

%)l = [Ix(E)]I = llxoll

fur alle t gilt, wobei wir im letzten Schritt verwenden haben, dass V eine Er-
haltungsgrofle ist. Jetzt wissen wir also nicht nur, dass die Losung x innerhalb
der Kreislinie

{yeR?: ||y|| = IIxoll

13Wobei wir mit ||-|| wieder die Euklidsche Norm auf R? bezeichnen.
14Und das bisherige Argument, das die Erhaltungsgrée verwendet, zeigt noch nicht einmal,
dass die Losung den Kreis tiberhaupt einmal komplett durchlauft.
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verlauft, sondern auch, dass sie dies mit konstanter Winkelgeschwindigkeit
tut; wir wissen sogar, wie grof3 diese Geschwindigkeit ist: ihr Betrag ist gleich
|lxoll. Wenn wir auch noch die Richtung der Bewegung von x sehen moch-
ten, gentigt es in diesem Beispiel, wenn wir uns einfach die Geometrie des
Vektorfeldes ansehen, dass zur Differentialgleichung (¢) gehort.!>

Wir weisen zum Schluss dieses Beispiels noch explizit darauf hin, dass sich
Informationen tiber die Geschwindigkeit der Losung nicht in allen Beispielen
so einfach gewinnen lassen wie fiir die Differentialgleichung (*).

Das wohl klassischste Beispiel fiir eine Erhaltungsgrofse schlechthin ist die
Energie in der Physik. Wir wollen sie im folgenden anhand der Newtonschen
Bewegungsgleichung aus der klassischen Mechanik diskutieren. Diese Be-
wegungsgleichung ist zunachst eine Differentialgleichung zweiter Ordnung;
aber indem wir sie in eine Differentialgleichung erster Ordnung umschreiben,
konnen wir die Definition 6.3.1 verwenden.

Beispiel 6.3.5 (Konservative Systeme in der klassischen Mechanik). Die
Newtonsche Beweungsgleichung in der klassischen Mechanik ist folgender-
maflen gegeben:

Es sei Q C R4 nichtleer und offen, und es sei F : Q — R ein Vektorfeld,

1. Hierbei fasst man F aus physikalischer Sicht

dass lokal Lipschitz-stetig is
als ein Kraftfeld auf. AuBerdem sei M € R¥*? eine symmetrische und positiv-
definite Matrix, die sogenannte Massenmatrix des Systems.!” Die Newtonsche

Bewegungsgleichung ist die d-dimensionale Gleichung zweiter Ordnung
(x)  &(t)=M"F(x(t),

wobei wir fiir die Geschwindigkeit x(¢) (die in der Gleichung gar nicht explizit
auftaucht) den ganzen Raum R? zulassen.

Die Bewegungsgleichung () heif3t konservativ, wenn das Kraftfeld F ein
sogenanntes Gradientenfeld ist, d.h. wenn es eine (stetig) differenzierbare
Funktion U : () — R gibt mit der Eigenschaft F = -VU. Dann nennt man U
haufig das zugehorige Potential oder die zugehorige potentielle Energie. Fiir den
Rest dieses Beispiels nehmen wir an, dass () konservativ ist mit zugehorigem
Potential U.

15Zur Erinnerung: Den Begriffs des Vektorfeldes und seinen Zusammenhang mit Differenti-
algleichungen hatten wir in Abschnitt 2.3 besprochen.

16D h. fiir jedes y € Q gebe es eine Umgebung W von y in Q derart, dass die Einschrankung
von F auf W Lipschitz-stetig ist

17 Aus mathematischer Sicht kénnte man, wie Sie an der Gleichung () sehen, die Massen-
matrix auch in das Kraftfeld F mit aufnehmen; aber fiir die physikalische Intuition ist es
vermutlich besser, wenn wir sie gesondert auffithren.
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Nun schreiben wir (+) in eine Gleichung erster Ordnung um: Mit der
Notation v := x ist die Gleichung (*) dquivalent zu Differentialgleichung

o (b
v(t)]  \M'F(x(t)))’

die auf Q x R? C R? x R? (und dem Zeitintervall R) definiert ist.
Fur die Differentialgleichung (++) kann man eine Erhaltungsgrofie angeben:
Es sei

1 2 1
E:QxR?>(y1,92) - U(py) + 5 [MY29,||" = U@) + 5My2,92)-

Dann ist E eine Erhaltungsgrofe fiir (++), denn fiir alle (y;,7,)Q x R? gilt

4% _[{Uw) y =
<VE(y1,yz); (M‘lli(yl)» - <( Myl2 )'(_M—IVZU(yl))> =0

Wenn also x eine Losung der Bewegungsgleichung (*) bezeichnet, dann ist
(x,%) eine Losung der Gleichung erster Ordnung (*+), und somit ist die Grofe

E(x(t),%(t) = U(x(t)) + %(Mx(t),x(t»

— die sogenannte Energie'® des Systems — unabhingig von der Zeit t.
Der Grund, warum man konservative System konservativ nennt, ist, dass
in ihnen die Energie erhalten bleibt.

Um das recht abstrakt formulierte Beispiel 6.3.5 mit etwas Leben zu fiillen,
werden wir auf Ubungsblatt 9 einige konkretere Beispiele fiir konservative
Systeme in der klassischen Mechanik besprechen.

Wir schliefSen diesen Abschnitt mit zwei Bemerkungen:

Bemerkung 6.3.6. Wir betonen noch einmal, dass die Existenz einer Erhal-
tungsgrofie nicht direkt eine Methode liefert um die Losung eines Anfangs-
wertproblems zu berechnen. Sie liefert aber zumindest gewisse quatitative
Informationen, die konkret berechnet werden konnen — und die zum Beispiel
benutzt werden konnen um geometrische Informationen tiber den Verlauf der
Losung zu erhalten (vgl. Beispiel 6.3.4).

Bemerkung 6.3.7 (Noether-Theorem!?). Erhaltungsgrofen spielen in der
mathematischen Physik eine zentrale Rolle (vgl. beispielsweise das einfache,

18Dje Energie ist, wie Sie sehen, die Summe der beiden Zahlen U(x(t)) und %(Mx(t),x(t));
die erstgenannte Grole U(x(t)) bezeichnet man als die potentielle Energie, die zweitgenannte
Grofle %(Mx(t),x(t)) bezeichnet man als die kinetische Energie.

19Benannt nach Emmy Amalie Noether (1882 — 1935), deutsche Mathematikerin, die enor-
men Einfluss sowohl auf die Entwicklung der theoretischen Physik als auch der abstrakten
Algebra hatte.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Noether_Emmy/

6.4. Exakte Differentialgleichungen und integrierende Faktoren

aber grundlegende Beispiel 6.3.5). Im Jahr 1918 bewies Emmy Noether, dass
es eine Korrespondenz zwischen den Erhaltungsgrofien eines physaklischen
Systems auf deiner einen Seite und Invarianzen des Systems unter Symme-
trietransformationen auf der anderen Seite gibt.

Dieses Theorem wurde zu einer der Grundlagen der modernen Physik.

Literaturstellen und verwandte Ergebnisse. Die Energieerhaltung von New-
tonschen Bewegungsgleichungen in einer Dimension wird im Falle einer Di-
mension sehr detailliert in [Arn92, Abschnitt 12 in Kapitel 2] besprochen.
Ausfiihrliche Informationen tiber Erhaltungsgrofien in der Mechanik finden
Sie zudem in praktisch allen Lehrbiichern uber klassische Mechanik.

6.4 Exakte Differentialgleichungen und integrierende
Faktoren

In diesem Abschnitt diskutieren wir eine weitere Moglichkeit zur Behandlung
von ein-dimensionalen nicht-autonomen Differentialgleichungen. Sei G C R?
nichtleer und offen und sei f : G — R; wir betrachten die ein-dimensionale
Differentialgleichung

x(t) = f(t,x(t)).

Angenommen wir konnen f schreiben als f = —% fur zwei stetig diffe-
renzierbare Funktionen M,N : G — R, wobei N nirgends auf () verschwin-
det?%:2l; dann lasst sich die Differentialgleichung x(t) = f(t,x(t)) schreiben
als

M(t,x(1)

= Nt x(0)

(6.1)
und diese Differentialgleichung wiederum ist dquivalent zur implizit formu-
lierten Differentialgleichung

N(#, x(£))%(t) + M(t, x(t)) = 0. (6.2)

Eine besondere Moglichkeit zur Losung dieser Differentialgleichung ergibt
sich in dem Spezialfall, in dem N und M die Komponenten eines Gradienten-
feldes sind; in diesem Fall nennen wir die Differentialgleichung (6.2) exakt.
Genauer:

20Das Minus zeichen schreiben wir vor den Bruch, weil dann im Folgenden die Vorzeichen
etwas besser aufgehen; man konnte es natiirlich auch in eine der Funktionen M oder N
absorbieren.

21 Fiir weite Teile der folgenden Argumentation wiirde es geniigen, wenn M und N lediglich
lokal Lipschitz-stetig sind.
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Definition 6.4.1 (Exakte Differentialgleichung). Sei G C R? nichtleer und
offen, seien M, N : G — R stetig differenzierbar, und N sei uberall auf G un-
gleich 0. Die implizit formulierte ein-dimensionale Differentialgleichung (6.2)
heif3t exakt, wenn es eine (zweimal stetig) differenzierbare Funktion U : G —» R
gibt mit der Eigenschaft d, U = M und d,U = N.??

Sie wundern sich vielleicht, worin der Sinn dieser Definition bestehen
soll. Es ist so: Die Differentialgleichung x(t) = f (¢, x(t)) kann man mit einem
einfachen Trick umschreiben in eine andere Differentialgleichung, die zwei-
dimensional, aber dafiir autonom ist; und wenn man ein Potential U wie in
Definition 6.4.1 hat, dann ist U eine Erhaltungsgrofse fur diese zugehorige
autonome zwei-dimensionale Gleichung; dies kann man manchmal benutzen
um die urspriingliche ein-dimensionale (und nicht-autonome) Differential-
gleichung zu losen.

Wir fithren im folgenden die Details aus, beginnend mit folgender Aufga-
be.

Aufgabe 6.4.2. Sei G C R? nichtleer und offen, und sei f : G — R eine Funk-
tion. Zeigen Sie, dass die ein-dimensionale nicht-autonome Differentialglei-
chung

xX(t) = f(t,x(t))

und die zwei-dimensionale autonome Differentialgleichung

in folgendem Sinne dquivalent sind: Sei I C R ein nicht-triviales Intervall.

(a) Wenn x : I — R die ein-dimensionale nicht-autonome Differentialglei-
chung lost, dann lost

z:Iat|—>( t )E]R2

x(t)
die zwei-dimensionale autonome Differentialgleichung.

(b) Wenn z: I — R? die zwei-dimensionale autonome Differentialgleichung
lost, dann 16st x := z, (also die zweite Komponenten von z) die ein-
dimensionale nicht-autonome Differentialgleichung.

22Man beachte, dass — obwohl hier ebenfalls ein Gradientenfeld auftritt — diese Situation
sehr verschieden ist von der Situation in Beispiel 6.3.5 (wo ebenfalls ein Gradientenfeld
vorkam).
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Mit Hilfe der Beobachtung in obiger Aufgabe kann man leicht sehen, was
es niitzt, wenn man ein Potential U wie in Definition 6.4.1 zur Verfiigung hat;
dies ist Inhalt der folgenden Proposition.

Proposition 6.4.3. Seien G, M und N wie in Definition 6.4.1 und sei die ein-
dimensionale implizite Differentialgleichung (6.2) exakt; entsprechend sei U eben-
falls wie in Definition 6.4.1.

Wenn I C R ein nicht-triviales Intervall und x : I — R eine Losung von (6.2)
ist, dann hangt U (t,x(t)) nicht von t ab.

Beweis. Wir benutzen unsere Beobachtung aus Aufgabe 6.4.2: Die Abbildung

z:19t|—>( t )eIRi2

x(t)
16st die zwei-dimensionale autonome Differentialgleichung

1
z2(t) = (_M(z(t) ]

Ni(z(t))

welche man — und hier kommt nun U ins Spiel — auch in der Form

o U (1)
=50 t( (t)))

U(z

schreiben kann. Fiir diese Differentialgleichung ist U wegen Proposition 6.3.3
eine Erhaltungsgrofie, denn es gilt

1 0
T R AR

(VU(y),H(y)) =

fur alle y € G.
Also hangt U(z(t)) = U(t, x(t)), wie behauptet, nicht von t ab. O

Die Tatsache, dass U(t,x(t)) nicht von t abhdngt, kann man manchmal
benuzen um x(t) zu berechnen: Wenn man die Anfangsbedingung x(ty) = x
(mit (¢g, xg) € G) vorgibt, dann gilt fiir alle ¢ € [ die Gleichheit

U(t,x(t)) = Ul(to, xo),
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und diese Gleichung kann man versuchen nach t aufzulésen. Wir demons-
trieren dies in folgendem Beispiel. Wie bereits mehrmals in dieser Vorlesung
schauen wir uns dazu wieder ein Beispiel an, dass auch mit einer anderen
Methode, die Sie bereits kennen, gelost werden kann — denn somit konnen Sie
beide Methoden anhand des Beispiels vergleichen.

Beispiel 6.4.4. Wir betrachten das ein-dimensionale Anfangswertproblem

auf dem Zeitintervall (0, c0). Weil die Differentialgleichung linear, homogen
und ein-dimensional ist, konnen wir das Anfangswertproblem mit der Lo-
sungsformel aus Proposition 5.3.8 losen: Die Losung x : (0, 00) — R ist gegeben
durch

x(t) = (f—ldsu— (Injt) =~ =1
= exp s =exp(-In "I

fur alle t € (0, c0) (dass die Losung auf dem Intervall (0, co) definiert ist, wissen
wir a priori bereits aus Proposition 5.1.5).

Nun zeigen wir, wie man das Anfangswertproblem auch mit Hilfe des Kon-
zepts der exakten Differentialgleichung losen kann: Die Differentialgleichung
konnen wir schreiben als x(t) = f (¢, x(t)), wobei

1
f:G:=(0,00) xR > (1,92) — ERG €R
ist. Wenn wir also M,N : G — R durch

M(y1,92) =32 und  N(y1,92) =91
fur alle (¢,v) € G definieren, dann ist f = —%. Das Vektorfeld
M M(}’b}’z)) (yz)

:G> y = =
(N) r-32) (N(yllyz) V1

ist der Gradient des Potentials U : G 3 (y1,v2) — 112 € R, also ist die Differen-
tialgleichung

ER(E) + x(t) = 0,

die zur Differentialgleichung in (x) aquivalent ist, exakt. Fiir die Losung
x : Imax — R von (#) gilt somit laut Proposition 6.4.3 U(t,x(t)) = U(1,1) fur
alle t € I, fiir jedes solche ¢ gilt also
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und somit x(t) = % Nun kann man direkt nachpriifen, dass die auf ganz (0, o)
definierte Funktion t — % tatsachlich die Differentialgleichung (und natiirlich
auch die Anfangsbedingung) erfuillt. Also ist I,;,,x = (0,00) und x(t) = % fur
alle t € (0, 00).

Anstatt die Theorie linearer Differentialgleichungen zu verwenden, kann
man das Anfangswertproblem in diesem Beispiel also auch mit der Methode

der exakten Differentialgleichungen losen.

In der folgenden Bemerkung erinnern wir kurz daran, dass Sie bereits aus
der Analysis II eine Methode kennen, mit der man erkennen kann, ob eine
Differentialgleichung exakt ist:

Bemerkung 6.4.5. Seien G, M und N wie in Definition 6.4.1. Betrachten Sie
die folgenden beiden Aussagen:

(i) Die Differentialgleichung
N(t, x(t))x(t)+ M(t,x(t)) =0

ist exakt (d.h. anders ausgertickt: das Vektorfeld (M, N) ist ein Gradien-
tenfeld).

(ii) Es gilt die sogenannte Integrabilititsbedingung dyM = d1N auf ganz G.

Dann gilt stets die Implikation ,(i) = (ii)“; dies folgt aus dem Satz von
Schwarz. Wenn G einfach zusammenhéingend®3-?# ist, dann gilt auch die umge-
kehrte Implikation ,,(i) < (ii)“.

Nun erwahnen wir noch die folgende Methode, mit der man eine nicht-
exakte Differentialgleichung manchmal in eine exakte Differentialgleichung
umformulieren kann:

Bemerkung 6.4.6 (Integrierende Faktoren). Die Grundidee dieses Abschnitt
war, die rechte Seite f der ein-dimensioanlen Differentialgleichung x(t) =
f(t,x(t)) in der Form f = —% zu schreiben; wenn das Vektorfeld (M, N) ein
Gradientenfeld ist, kann man das zugehorige Potential U berechnen und
erhalt dann fiir jede Losung x der Differentialgleichung, dass U(t, x(t)) nicht

23Wir erinnern daran, dass G einfach zusammenhingend heiflt, wenn man jede geschlos-
sene Kurve in G stetig zu einem Punkt zusammenziehen kann. Z.B. ist jedes Rechteck, jede
Kreisflache, und allgemeiner jede konvexe Menge einfach zusammenhanged. Es gibt natiir-
lich auch nicht-konvexe einfach zusammenhangende Mengen (zum Beispiel die Flache eines
Viertelmondes, oder eine sternférmige Flache).

24Beachten Sie bitte auBerdem, dass die Begriffe einfach zusammenhdingend und zusammen-
hangend verschiedene Dinge bedeuten; keine dieser beiden Eigenschaften impliziert die jeweils
andere.
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von t abhdngt — somit kann man versuchen die Gleichung U(t, x(t)) = U(to, xo)
nach x(t) aufzuldsen.

Wenn das Vektorfeld (M, N) kein Gradientenfeld ist, funktioniert diese
Methode nattrlich nicht — in anderen Worten: Die Differentialgleichung

N (¢, x(£))%(t) + M(t, x(t)) = 0

ist dann nicht exakt.

Nun konnen wir uns aber Folgendes uiberlegen: Wir haben ja nicht mit
den Funktionen M und N begonnen, sondern mit der Funktion f — und die
Funktionen M und N miissen dann lediglich so gewahlt werden, dass f = —%
gilt; diese Gleichheit ist aber natiirlich bei Weitem nicht nur fiir eine Wahl
von M und N erfullt. Ganz im Gegenteil: Wir konnen beide Funktionen M
und N jeweils mit dergleichen Funktion g : G — R multiplizieren; sofern g
nirgends Null ist, gilt dann natiirlich auch f = —%.

Wenn das Vektorfeld (M, N) kein Gradientenfeld ist, kann man durch
geschickte Wahl von ¢ manchmal erreichen, dass zumindest das Vektorfeld

(gM, gN) ein Gradientenfeld ist; in anderen Worten: Die Differentialgleichung
(N)(t, x(£))x(t) + (gM)(t, x(t)) = O

(die nattirlich immer noch dquivalent zur ursprunglichen Differentialglei-

chung x(t) = f(t,x(t)) ist) ist nun exakt, und man kann somit die in diesem

Abschnitt beschriebene Methode zur Losung von x(t) = f(t,x(¢)) anwenden.
Man nennt q in diesem Fall einen integrierenden Faktor?>.

Wir geben im Folgenden ein einfaches Beispiel fiir die Verwendung solch
eines integrierenden Faktors an.

Beispiel 6.4.7. Wir betrachten das ein-dimensionale Anfangswertproblem

(1) = Lx(e),
* { ©(1)=1,

auf dem Zeitintervall (0, c0), welches sich durch das Anfangswertproblem in
Beispiel 6.4.4 nur durch das Vorzeichen in der Differentialgleichung unter-
scheidet.

Die Differentialgleichung ist wieder linear, und wir hatten diese bereits
in Beispiel 5.3.10(c) besprochen: Mit Hilfe der Losungsformel aus Propositi-
on 5.3.8 erhalten wir die Losung

t
1
x:ImaX:(O,oo)atHexp(j —ds)=teR
1 S
25Die Wahl der Bezeichnung integrierender Faktor kann folgendermaRen interpretiert wer-
den: Indem wir den Faktor 4 an M und N multiplizieren, erhalten wir das Vektorfeld (gM,qN),
das ein Gradientenfeld ist — der Faktor g sorgt also dafiir, dass das Vektorfeld eine Stammfunk-

tion besitzt.




6.4. Exakte Differentialgleichungen und integrierende Faktoren

(dass Ijnax = (0, 00) ist, folgt aus Proposition 5.1.5). Im Folgenden besprechen
wir, wie man die Losung stattdessen auch mit Hilfe eines integrierenden
Faktors und der Methode der exakten Differentialgleichungen herleiten kann:

Die Differentialgleichung in unserem Anfangswertproblem (*) ist x(t) =

f(t,x(t)) mit
f:G:=(0,00) xR >3 (y1,v2) — % eR.
1

Wenn wir M, N : G — R durch

M(y1,v2)=-v, und N(v1,92) =9

fur (v1,v,) € G definieren, gilt also f = —]I\\,—4. Mit diesen Abbildungen M und
N kommen wir aber nicht direkt weiter: Es gilt d,M = d N, also ist (M,N)
kein Gradientenfeld.

Wir konnen aber einen integrierenden Faktor verwenden: Sei q: G — R,

1
q(v1,92) = —
Y1

fur (y1,v,) € G. Dann ist das Vektorfeld
_»
vt

qM\ |
(qN)-G9(3’1'372) H[ y11

€ R?

ein Gradientenfeld — namlich der Gradient des Potentials

U:Ga(yl)HﬂeR.
§%) Y1

Somit ist die zur Differentialgleichung in () dquivalente Differentialgleichung
(gN)(, x(1))x(t) + (gM)(t, x()) = 0

exakt. Ist also x : I, — R die Losung des Anfangswertproblems (+), so gilt
U(t,x(t)) = U(1,1) fur alle t € I,,,,; dies impliziert fur all solche ¢, dass

t
Q =1, wundsomit x(t)=t

gilt. Nun wiederum kann man leicht nachrechnen, dass t - t die Differential-
gleichung sogar auf ganz (0, co0) 10st, und erhalt hieraus I, = (0, 00).

Literaturstellen und verwandte Ergebnisse. (a) Weitere Informationen zu
exakten Differentialgleichungen finden Sie beispielsweise in [Heu04, Ab-
schnitt 6 in Kapitel II].

(b) Integrierende Faktoren werden zum Beispiel in [Heu04, Abschnitt 7 in
Kapitel II] ndher behandelt.
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6.5 Erganzungen

Beweis von Satz 6.2.5

In diesem Unterabschnitt geben wir einen Beweis von Satz 6.2.5 an, welchen
wir in der Vorlesung ausgelassen hatten.

Beweis von Satz 6.2.5. (a) Klar ist, dass I, nicht grofSer als I sein kann; an-
dererseits ist

IBtI—)X(]ER

wegen f,(xg) = 0 offensichtlich eine Losung des gegebenen Anfangswertpro-
blems.
(b) Weil 4 % auf | ungleich 0 ist und das Vorzeichen nicht wechselt, ist F;

streng monoton. Weil F, streng monoton ist und f offen ist, ist F,(J) ebenfalls
offen; somit ist auch die Menge

{tel: F(t)eFy(f))

offen. Aulerdem enthailt diese Menge die Zeit t; (wegen F(ty) = 0 = F5(xq) €
F»(f)). Die Zusammenhangskomponente dieser Menge, die t, enthilt — be-
zeichnen wir sie fiir den Rest dieses Beweis mit I — ist ebenfalls offen.

Weil F, streng monoton steigend und differenzierbar ist und die Ableitung
von F, — also die Funktion J%z — nirgends auf | verschwindet, ist auch die

Umkehrfunktion

Fy(f) =]
differenzierbar mit Ableitung
1
Y 9) = ——— = L(F;' )
(F37)(») FQ(FEI(}J)) S2(F3 ()

fiir alle p € F,(f). Wenn wir die Funktion
£:1p3t- Fy'(Fi(t) R

definieren, dann ist diese Funktion also laut Kettenregel differenzierbar mit
Ableitung

fz( ( )) iFl = fo(x(£)) f1(£)

fur alle t € Ij. Also erfiillt ¥ die gegebene Differentialgleichung. Aufierdem
erfullt X die Anfangsbedingung, denn wegen F;(ty) = 0 ist

%(tg) = F51(0) = xo.
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Also 1ost X unser Anfangswertproblem; insbesondere ist somit Iy C I;;,,y, und
% stimmt auf I) mit x iiberein. Wir miissen nun noch zeigen, dass I,,,, nicht
grofler als I sein kann. Dazu verwenden wir die folgenden Bezeichnungen:

* Es seien a,b der linke und der rechte Randpunkt von I (also —co <a <
b < ).

* Es seien ay, by der linke und der rechte Randpunkt von I.

* Wie gewohnt seien ¢t_ und f, der linke und der rechte Randpunkt von

Imax-

Wir wissen bereits, dass a < t_ < ag < by < t, <b gilt, und wir missen die
beiden Gleichheiten t_ = ag und by = t, zeigen.

Lassen Sie uns zundchst den rechten Rand betrachten: Nehmen wir wider-
spruchshalber an, dass by < t, < b gilt. Dann sind F; und x beide am Punkt b
definiert. Weil I offen ist, ist by kein Element von Iy. Nach Definition von I,
gilt somit F; (bg) & F,(J). Hieraus folgt

bo) =limx(t) = lim £(t) = lim F; ' (Fy (¢
J 5 x(bo) = limx(t) = im %(t) = Lim F3' (Fy (1)

Wegen F, (by) & F»(]) folgt hieraus x(by) € J. Also ist x(bg) ein Punkt in ], der
zugleich ein Randpunkt von J ist, aber nicht in J liegt — dies impliziert, dass
fa(x(bo)) = 0 gilt.

Damit erfullt aber x das Anfangswertproblem

X(t) = fi(t) f2(x(t)),
x(bo) = x(by);

dieses Anfangwertproblem wird aber auch von der konstanten Funktion
I >t x(by) € R erfillt. Also folgt aus dem globalen Eindeutigkeitssatz von
Picard-Lindeloff, dass x(t) = x(bg) fur alle t € I, gilt. Insbesondere ist dann
X0 = x(tg) = x(bg), was im Widerspruch zu f,(x() # 0 steht.

Somit ist by = t, gezeigt. Am linken Rand argumentiert man genauso. [

Bernoulli-Differentialgleichung

Eine weitere Moglichkeit, mit der man einige konkrete Differentialgleichun-
gen losen kann, ist Substitution. Wir illustrieren diese Moglichkeit hier am
Beispiel der Bernoullischen Differentialgleichung®:

26Benannt nach Jacob Bernoulli (1655 — 1705), Schweizer Mathematiker.
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Sei I C R ein nichtleeres offenes Intervall und seien &, f : I — R stetig und
y € R. Seien ty € I und x( € (0, 00). Auf der Menge I x (0, c0) betrachten wir das
Anfangswertproblem

X(to) = Xp-

o) { X(t) = a(t)x(r) + B(1)x(1)7,

Falls = 0 oder y =1 ist, ist die Differentialgleichung linear (homogen im
Fall y =1, und inhomogen im Fall y = 0, sofern = 0 ist); wir konnen das
Anfangswertproblem in diesem Fall also mit den Methoden aus Kapitel 5
behandeln.

Also sei von nun an y € {0,1}.%” In diesen Fillen kann man die Losung
folgendermafSen bestimmen:

Sei x : I;,x — R die Losung des Anfangswertproblems. Da das Anfangs-
wertproblem auf der Menge I x (0, c0) definiert ist, ist x(t) > 0 fur alle t € I;;,,y.
Also konnen wir eine Funktion z := x!~7 definieren. Nun kann man leicht
nachrechnen, dass z das Anfangswertproblem

{ 2(t) = (1-p)a(t)z(t) + (1 - y)B(t),

lost. Die Differentialgleichung in diesem Anfangswertproblem ist linear, al-
so kann man die Methoden aus Kapitel 5 verwenden um z zu berechnen.

Hieraus kann man dann wegen x = 27 die Losung x des urspringlichen
Anfangswertproblems (*) bestimmen.

Fur weitere Informationen zur Bernoullischen Differentialgleichung sowie
zu einer weiteren speziellen Klasse von Differentialgleichungen verweisen
wir auf [Heu04, Abschnitt 4 in Kapitel II].

27Im Falle y = 2 ergibt die Differentialgleichung iibrigens fiir geeignete Wahl von @ und
die logistische Gleichung, die Sie unter anderem aus Beispiel 2.1.3 kennen.



Fragen zum Einstieg.

(a)

7.1

Betrachten Sie wieder einmal die Position x(t) des Satelliten aus den
Beispielen 1.1.1(b) und 1.1.2(b).

Welche Informationen zum Zeitpunkt 0 braucht man nochmal um die
Bahn das Satelliten vorherzusagen?

Wie genau kann man diese Informationen Uberhaupt kennen? Ist es
moglich, sie vollig exakt zu bestimmen?

Was passiert mit unserer Bahnvorhersage, wenn wir bei der Messung der
notigen Informationen zum Zeitpunkt 0 einen kleinen Fehler machen?

Betrachten wir drei chemische Substanzen A, B und C, die in einer Lo-
sung miteinander reagieren. Die Konzentrationen der drei Substanzen
zum Zeitpunkt t bezeichnen wir mit c4(t), cg(t) und cc(t). Die zeitliche
Entwicklung der Konzentrationen kann man mit einer einer Differenti-
algleichung im R3 beschreiben.

Angenommen, wir haben zum Zeitpunkt ¢ = 0 Konzentrationen mit den
Werten c4(0) = 2, cg(0) = 3.7 und c(0) = 0.5 vorliegen (in einer geeignet
gewahlten Einheit), und die Losung der Differentialgleichung ergibt,
dass wir dann zum Zeitpunkt ¢ = 10 die Konzentrationen c4(10) = 0.4,
cg(10) =—-0.8 und cp(10) = 6.5 haben.

Wie finden Sie das?

Fehlerfortpflanzung und des Lemma von
Gronwall

In diesem Abschnitt besprechen wir, wie weit zwei Losungen x und £ einer
Differentialgleichung hochstens auseinanderliegen konnen, wenn man weif3,
wie weit sie zum einem Zeitpunkt t; auseinander liegen. Wenn man x(t;)
als den ,richtigen” Startwert und () als einen ,gestorten” Startwert an-
sieht — und ||%(tg) — x(¢o)|| somit den ,Fehler” zum Zeitpunkt t; beschreibt
— dann bedeutet das eben Gesagte, dass wir untersuchen, wie sich der Feh-
ler der Anfangsdaten im Laufe der Zeit fortpflanzt. Dies erklart den Begriff
Fehlerfortpflanzung in der Uberschrift dieses Abschnitts.
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Um die Fehlerfortpflanzung untersuchen zu konnen, bendtigen wir als
Hilfsmittel eine Version des sogenannten Lemmas von Gronwall, das eine
Aussage uber Integralungleichungen macht:

Lemma 7.1.1 (Gronwall-Lemma'). Seien t, € R und sei I C R ein nicht-
triviales Intervall, das tq als linken Randpunkt enthdlt. Zudem sei xy € R. Es
seien x,A : I — R stetige Funktion mit A(t) > 0 fiir alle t € I und es gelte

x(t) < xp + ftA(s)x(s) ds
to

fiir alle t € I. Dann gilt die Abschatzung

x(t) <exp (J-ttA(s) ds)xo

fiir alle t € I.

Bevor wir das Lemma beweisen, wollen wir kurz diskutieren, wie man
seine Aussage intuitiv verstehen kann. Betrachten wir dazu die Ungleichung,
die im Lemma vorausgesetzt wird; wenn wir anstelle der Ungleichung eine
Gleichung hatten, dann wurde die Voraussetzung

x(t) = xo + JtA(s)x(s) ds

to

fur alle t € I lauten. Diese Integralgleichung ist, wie wir bereits in Propositi-
on 4.1.1 gezeigt haben, dquivalent zum Anfangswertproblem

X(t) = A(t)x(t),
X(to) = Xo;
und weil die Differentialgleichung in diesem Anfangswertproblem linear und

homogen ist, konnen wir das Anfangswertproblem mit der Losungsformel
aus Proposition 5.3.8 losen: seine Losung lautet

x(t) = exp (LtA(s) ds)xo

fur t € I. Diese Losungsformel ist gerade Aussage des obigen Lemmas — mit
dem Unterschied, dass wir das Gleichheitszeichen wieder durch eine Unglei-
chung ersetzen.

IManchmal auch Grénwall-Lemma, benannt nach Thomas Hakon Gronwall (1877 —1932),
schwedischer Mathematiker.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Gronwall/

7.1. Fehlerfortpflanzung und des Lemma von Gronwall

Im Grunde ist Lemma 7.1.1 also eine Variante von Proposition 5.3.8 fur
Ungleichungen anstelle von Gleichungen.?

Beweis von Lemma 7.1.1. Wir konnen ohne Einschrankung annehmen, dass I
kompakt ist — denn wenn I nicht kompakt ist, betrachten wir fur jedes b € I
mit b >ty einfach das kleinere und kompakte Intervall ¢y, b] C I und zeigen
die Behauptung fiir dieses Intervall.

Sei L := sup,;|A(t)|; weil I kompakt und A stetig ist, folgt L < co. Wir
verwenden nun die Picard-Iteration, die Sie bereits aus dem Beweis von
Satz 4.1.9 und aus Aufgabe 7 auf Ubungsblatt 2 kennen:

Sei T : C(I;R) — C(I;R) gegeben durch

(Ty)(t) =xo + J:tA(s)y(s) ds furtel

tur alle y € C(I;R). Nun machen wir die folgenden drei Beobachtungen tiber
die Abbildung T

(a) Furjedes y € C(I;R) konvergiert die Folge der Picard-Iterierten (T"y),cn
gleichmaflig gegen die Losung des Anfangswertproblems

{ 2(t) = At)z(t),

z(tg) = xo,

d.h. gegen die Funktion
t
z: I35t exp(j A(s) ds)xo eR.
ty

Dies folgt wegen L < oo aus Aufgabe 7 auf Ubungsblatt 2.

(b) Wenn y;,v, € C(I;R) zwei Funktionen sind, fir die y; <y, gilt (in dem
Sinne, dass y; () < y,(t) fiir alle t € I ist), dann folgt Ty; < Ty,. Dies ist
eine Konsequenz der Annahme A(t) > 0 fur alle t € I.

(c) Es gilt x < Tx; dies ist die Ungleichung, die wir im Lemma als Voraus-
setzung annehmen.

2Beachten Sie bitte, dass im Gronwall-Lemma zwei Vorausgesetzungen gemacht werden,
die in Proposition 5.3.8 nicht benotigt werden: namlich, dass ty der linke Randpunkt von I ist
und dass A(t) > 0 fir alle t € I gilt (vgl. hierzu auch Beispiel 7.1.2). Dass wir die Voraussetzung
A(t) > 0 fir alle t € I bendtigen, liegt aber daran, dass wir die vorausgesetzte Ungleichung
als Integralungleichung formuliert haben; wenn wir stattdessen eine Differentialungleichung
voraussetzen, kann man die Voraussetzung A(t) > 0 fur alle t € I weglassen.
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Wegen Eigenschaft (b) konnen wir die Ungleichung in (c) iterieren: Aus x < Tx
folgt Tx < T?x, hieraus wiederum folgt T?x < T>x, usw. Induktiv erhalten wir
somit x < Tx < T2x < T3x <--- < T"x fiir alle n € N. Weil T"x gleichmiBig —
und somit insbesondere punktweise — gegen z konvergiert, ist also x < z. Dies
ist gerade die Behauptung des Lemmas. O

Das folgende einfache Beispiel zeigt, dass man die Voraussetzung A(t) > 0
fur alle t € I in Lemma 7.1.1 nicht einfach weglassen kann:

Beispiel 7.1.2. Seity=0,1=[0,1]und xy = —1. Auflerdem sei A(t) = A :=-1
fur alle t € I. Wir betrachten die Funktion

x: I3t 2(t-1)eR.

Dann gilt fur alle t € I die Ungleichung

x(t) < xo+ JtAx(s) ds
0

gilt, denn die rechte Seite der Ungleichung ist gleich
t
—1—2J s—lds=-1-t2+2t=—(t-1)%,
0

und diese Zahl ist fur t € [0, 1] grofer oder gleich 2(¢ —1). Also ist die Unglei-
chung, die in Lemma 7.1.1 vorausgesetzt wird, erfillt (die Annahme A(t) >0
fur alle t € I ist hingegen nicht erfillt).

Die Ungleichung, die im Lemma gefolgert wird, stimmt jedoch nicht, denn

es ist x(1) = 0, aber
! 1
exp(j Als) ds)xo =—.
to e

Wir konnen die Voraussetzung A(t) > 0 fiir alle t € I in Lemma 7.1.1 also nicht
einfach weglassen.

Dass wir in Lemma 7.1.1 vorausgesetzt haben, dass t; ein linker Rand-
punkt von I ist, ist lediglich der Tatsache geschuldet, dass die im Lemma
auftretenden Integrale von t( bis t das falsche Vorzeichen hatten, wenn wir
t <ty zulassen. Durch Zeitumkehr konnen wir jedoch leicht eine Version des
Lemmas erhalten, in der wir Zeiten betrachten, die kleiner als t; sind.

Korollar 7.1.3 (Gronwall-Lemma nach links). Sei t; € R und sei I C R ein
nicht-triviales Intervall, dass to als rechten Randpunkt enthdlt. Es seien x,A:1 —
R stetige Funktion mit A(t) > 0 fiir alle t € I und es gelte

x(t) < xp+ Jto A(s)x(s) ds
t
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fiir alle t € I. Dann gilt die Abschatzung

to
x(t) < exp(j A(s) ds)xo
t
fiir alle t € I.

Beweis. Dies folgt aus Lemma 7.1.1 durch Zeitumkehr. Details hierzu bespre-
chen wir in der Ubung. O

Als Konsequenz des Gronwall-Lemmas konnen wir nun leicht den folgen-
den Satz iiber die Fehlerfortpflanzung fiir Differentialgleichungen zeigen.

Satz 7.1.4 (Fehlerfortpflanzung). Sei G C R offen und sei f : G — R? eine
stetige Funktion derart, dass fiir eine Zahl L > 0 und fiir alle t € R und alle
V1,92 € R mit (t,9,) € G und (t,y,) € G die Lipschitz-Abschitzung

If(tv2) = f(&p)|| S Llw2 -]

gilt. Sei I C R ein nicht-triviales Intervall, sei ty € I und seien x,% : I — R? zwei
Liosungen der Differentialgleichung

x(t) = f(t,x(t))
Dann gilt die Abschdtzung

llx(t) = % (£)]| < M=ol |lx(£g) — (2.
fiir alle t € I.

Beweis. Die beiden Funktionen x und % erfullen die Integralgleichungen

x(t) = x(tg) + th(s,x(s)) ds und X(t)=X(tg) + ftf(s,f(s)) ds

fur alle t € I; dies folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung (siehe auch Proposition 4.1.1). Wir betrachten nun die Abbildung

@:I>tH|x(t)-x(t)|| € R

Wegen der Lipschitz-Bedingung an f erfiillt ¢ die Abschatzung
t
P(t) < p(ty) +f Lp(s)ds furt>tg,
to

to
und  @(f) < @(ty) +f Lop(s)ds furt <t,.
t
Also folgt die behauptete Ungleichung

p(t) < el (ty)

fur t > ty aus Lemma 7.1.1 und fir t <ty aus Korollar 7.1.3. O
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Wir schliefSen diesen Abschnitt mit folgender Bemerkung.

Bemerkung 7.1.5. Satz 7.1.4 zeigt uns: Wenn wir den Anfangswert x(t)
in einem Anfangswertproblem um einen Fehler der Grofle ¢ storen, dann
verandert dies die Losung nach s Zeiteinheiten um einen Differenzvektor
von Norm hochstens el¥le (falls die rechte Seite der Differentialgleichung die
globale Lipschitzbedingung erfiillt, die wir in Satz 7.1.4 vorausgesetzt hatten).

Aus theoretischer Sicht ist es natiirlich gut, solch eine Fehlerschranke
uberhaupt zur Verfigung zu haben. Bitte beachten Sie jedoch, dass die Feh-
lerschranke aus praktischer Sicht nicht unbedingt niitzlich ist: Laut dieser
Fehlerschranke ist es moglich, dass der Fehler im Laufe der Zeit exponentiell
zunimmt! Das bedeutet zum Beispiel: Selbst wenn wir den Anfangswert x(t()
zum Startzeitpunkt ty nur ein klein wenig storen, kann dies noch einiger Zeit
zu einer vollig anderen Losung fuhren.

Literaturstellen und verwandte Ergebnisse. (a) Es gibt auch allgemeine-
re Varianten des Lemma von Gronwall als in Lemma 7.1.1; siehe zum
Beispiel [PW19, Lemma 2.4.1].

(b) Resultate Uber Differentialungleichungen finden Sie zum Beispiel in [PW19,
Abschnitt 2.4 und Abschnitt 4.2.1].

7.2 Stetige Abhingigkeit und der Begriff der
Wohlgestelltheit

Von mathematischen Gleichungen, die Phanomene in der realen Welt model-
lieren, erwartet man hdufig eine Reihe von Eigenschaften, die man unter dem
Begriff Wohlgestelltheit zusammenfasst:

Definition 7.2.1 (Wohlgestelltheit nach Hadamard®). Wir nennen eine Glei-
chung wohlgestellt, wenn sie die drei folgenden Eigenschaften besitzt:

(a) Es existiert eine Losung.
(b) Die Losung ist eindeutig.
(c) Die Losung hangt stetig von den Daten der Gleichung ab.

Obige , Definition” ist bewusst recht vage gehalten — denn wie genau
man die drei aufgelisteten Eigenschaften versteht, hangt jeweils vom Kontext
ab. Existenz- und Eindeutig von Losungen in der Theorie der gewohnlichen
Differentialgleichungen haben wir bereits in Kapitel 4 ausfuhrlich diskutiert.

3Benannt nach Jacques Hadamard (1865 — 1963), franzdsischer Mathematiker.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hadamard/

7.2. Stetige Abhangigkeit und der Begriff der Wohlgestelltheit

In diesem Abschnitt 7.2 wollen wir nun genauer auf die dritte genannte
Eigenschaften, die stetige Abhangigkeit der Losungen, eingehen.

Hierbei muss man naturlich spezifizieren, iiber die Abhangigkeit von
welchen Informationen man iiberhaupt sprechen mochte. Betrachten Sie zum
Beispiel das d-dimensionale Anfangswertproblem

{ (t) = f(t,x(t)),
X(to) = Xo.

Hier sind drei Daten gegeben und bestimmen die Losung des Anfangswert-
problems: Die Funktion f, der Startzeitpunkt ¢, € R und der Startwert x, € R.
Im Folgenden wollen wir genauer besprechen, inwiefern die Losung dieses An-
fangswertproblems stetig von den Daten (t(, xo, f) abhdngt. Dazu prazisieren
wir den Begriff stetige Abhdngigkeit wie folgt:

Definition 7.2.2 (Stetige Abhingigkeit). Sei G C R'*? offen und nichtleer
und sei f : G — R stetig und erfiille die lokale Lipschitzbedingung. Seien t, €
R und x, € R mit (to,xo) € G und sei x : [, — R? die auf dem maximalen
Existenzintervall definierte Losung des Anfangswertproblems

{ i(t) = f(t,x(t)),

X(to) = Xp-

Wir sagen, dass x stetig von den Daten (tg,xg, f) abhangt, falls es fir jedes
nicht-triviale kompakte Intervall | C I,,,,, eine kompakte Umgebung K C G
des Graphen

(tx(t): te]}CG

gibt, derart, dass fiir jedes € > 0 ein 6 > 0 mit folgender Eigenschaft existiert:
Wenn f : G — R stetig ist und die lokale Lipschitzbedingung erfiillt,
wenn (£, Xy) € G ist und wenn die drei Abschidtzungen

[fo—to| <6, IIfo-xoll <5, sup |[f(t.y)-F(Ly)] <o
(t,y)eK

gelten, dann ist die Losung % : [, — R? des Anfangswertproblems

(1) = f(t, (1)),
X

auf ganz | definiert — d.h. es ist I,,,, 2 J — und es gilt
lI%(t) —x(t)ll < &
fur alle t €.
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Bemerkung 7.2.3. Definition 7.2.2 wirkt etwas technisch, aber im Grunde
genommen ist sie nur die Formalisierung der folgenden vier Gedanken:

(a)

Man mochte gerne das urspringliche Anfangswertproblem etwas ,,sto-
ren”, indem man die Daten (t(, xq, f) zu (fy, Xy, /) abandert. Wenn die
Anderung aller drei Daten klein genug ist, méchte man, dass sich auch

die Losung nicht zu sehr dndert.

Weil beim Stellen eines Anfangswertproblems a priori nicht immer
klar ist, wie grofs das maximale Existenzintervall ist, muss man bei der
Prazisierung der Aussage ,die Losung dndert sich nicht zu sehr” auch
mit fordern, dass die Losung X des gestorten Anfangswertproblems auf
demselben Intervall | existiert, wie die Losung x des unsprunglichen
Anfangswertproblems.

Man kann nicht erwarten, dass die Losung % des gestorten Anfangs-
wertproblems genau dasgleich (oder ein grofieres) maximales Existen-
zintervall hat wie x; denn selbst wenn man das Anfangswertproblem
nur ein wenig andert, kann es naturlich passieren, dass das maximale
Existenzintervall ein wenig schrumpft.

Deshalb wahlt man in Definition 7.2.2 eine lokalere Betrachtungsweise,
d.h. anstatt die Losung x auf ganz I, zu betrachten, schrankt man
sich auf ein kompaktes Teilintervall ] C I, ein. Weil I, offen ist, sind
die Randpunkte von ] somit ein Stiick von den Randpunkten von I,
entfernt. Deshalb ist es sinnvoll zu hoffen, dass eine kleine Storung des
Anfangswertproblems dazu fihrt, dass ] noch immer im maximalen
Existenzintervall der Losung des gestorten Problems enthalten ist.

Dass man eine kompakte Umgebung K des Graphen der Einschrankung
von x auf | betrachtet, liegt an folgender intuitiven Idee: Damit die
Losung % des gestorten Anfangswertproblems nahe an der Losung x des
urspriinglichen Anfangswertproblems liegt, sollte es reichen, wenn f in
einer Umgebung von x nahe an f liegt.

Das zentrale Resultate Uber die stetige Abhangigkeit der Losung von
gewohnlichen Differentialgleichungen ist der folgende Satz:

Satz 7.2.4 (Stetige Abhingigkeit von den Daten). Sei G C R offen und
nichtleer und sei f : G — R stetig und erfiille die lokale Lipschitzbedingung. Seien
to € R und xq € RY mit (to,x0) € G und sei x : Io, — R? die auf dem maximalen
Existenzintervall definierte Losung des Anfangswertproblems

{ i(t) = f(t,x(t)),

x(to) = Xp-
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Dann hdngt x stetig von den Daten (to, xq, f) ab.

Etwas pragnanter formuliert besagt der Satz also: Unter den Vorausset-
zungen, unter den wir die stetige Abhangigkeit in Definition 7.2.2 tiberhaupt
definiert hatten, ist die stetige Abhangigkeit auch immer erfullt.

Der Beweis von Satz 7.2.4 ist ein wenig technisch; er beruht unter underem
auf den folgenden Ideen:

* Man schreibt die auftretenden Anfangswertprobleme in Integralglei-
chungen um (wie wir dies schon haufig getan haben).

* Man verwendet folgendes Hilfsresultat: Wenn f die lokale Lipschitz-
bedingung erfiillt und stetig ist, dann erfuillt die Einschrankung von f
auf eine kompakte Teilmenge von G sogar eine globale Lipschitzbedin-

4
gung.

* Man verwendet das Gronwall-Lemma um den Abstand von x und %
abzuschétzen (ahnlich wie wir dies auch im Beweis des Satzes 7.1.4 tiber
die Fehlerfortpflanzung getan hatten).

Anstatt den Beweis von Satz 7.2.4 hier im Detail zu besprechen verweisen
wir auf die Literatur — zum Beispiel auf [PW19, Satz 4.1.2] — und disku-
tieren im Folgenden lieber zwei Beispiele um einige Aspekte der stetigen
Abhangigkeit besser zu verstehen.

Zunichst weisen wir aber noch darauf hin, dass Satz 7.2.4 iiber die stetige
Abhiangigkeit und Satz 7.1.4 iiber die Fehlerfortpflanzung eng miteinander
zusammenhadngen:

Aufgabe 7.2.5. Beschreiben Sie den Zusammenhang zwischen den Satzen 7.1.4
und 7.2.4.

Nun sehen wir uns einige Beispiele an.

Beispiel 7.2.6 (Stetige Abhdngigkeit vom Anfangswert). Lassen Sie uns das
sehr einfache ein-dimensionale Anfangswertproblem

o | A=
x(0) = xq

auf dem Zeitintervall R fir ein festes x( € R betrachten. Wir befinden uns hier
in der Situation der Sitze 7.1.4 und Satz 7.2.4mit G=R?, f : G> (t,y) >y e R
und t5=0.>

4Dieses Resultat konnen Sie zum Beispiel in [PW19, Proposition 2.1.2] nachlesen.
5Beachten Sie bitte, dass wir in Satz 7.1.4 iiber die Fehlerfortpflanzung sogar eine globale
Lipschitz-Bedingung benétigen; diese ist in diesem Beispiel aber erfullt (mit L = 1).
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Wir sehen uns nun an, was passiert, wenn wir von den Daten (¢, x¢, f) nur
den Anfangswert xy = 0 ein wenig storen, ty und f hingegen gleich lassen —
wir ersetzen xg also durch einen anderen Wert .

Fur das Anfangwertproblem (*) kennen wir eine explizite Losungsformel:
Die Losung x : R — R ist gegeben durch

x(t)=e'xy firalleteR

Wenn wir x( durch einen anderen Startwert % ersetzen, erhalten wir hingegen
die Losung % : R — R, die durch

%(t)=e'%, furalleteR
gegeben ist. Somit erhalten wir zu jedem Zeitpunkt t € R den Abstand
(+)  [%(t) = x(t)] = " | %o — xo]

zwischen %(t) und x(t). Anhand dieses sehr simplen Beispiels kann man einige
wichtige Dinge uiber die Sitze 7.2.4 und 7.1.4 lernen:

* Die Fehlerabschatzung in Satz 7.1.4 lasst sich im Allgemeinen nicht
verbessern; dies erkennen Sie in diesem Beispiel an der Formel (++) flr
t>0.

* Die Fehlerabschatzung in Satz 7.1.4 ist aber im Allgemeinen auch nicht
optimal; die erkennen Sie in diesem Beispiel an der Formel (x+) fur t < 0.

* Dieses Beispiel zeigt, warum man sich in Satz 7.2.4 auf ein kompaktes
Teilintervall | von I;,,, einschranken muss:

In unserem Beispiel ist I, = R, und fur %, = x, gilt stets

supl(t) ~x(t) = oo,
teR
da der Abstand zwischen %(t) und x(t) fiir t — co gegen oo strebt. Wenn
wir uns hingegen auf ein kompaktes Teilintervall ] = [a,b] C R einschran-
ken, dann erhalten wir

~ b1~
sup|X(f) —x(t)| = e” |Xo — xol,
teR

und dieser Ausdruck geht fiir ¥, — x( in der Tat gegen 0.
Beispiel 7.2.7 (Anderung der Koeffizienten bei linearen Differentialglei-

chungen). Sei A € R™? und x, € R. Lassen Sie uns auf dem Zeitintervall R
das Anfangswertproblem

(+) x(t) = Ax(t),
x(0) = xq
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betrachten. Wir befinden uns in der Situation von Satz 7.2.4 mit G = R!*4,
f:G3(ty)— Ay e R? und t; = 0. Nun storen wir f, indem wir die Matrix
A durch eine andere Matrix A € R?* ersetzen; die Daten t, und x, lassen wir
aber in diesem Beispiel gleich.

Wenn ] C R ein nicht-triviales kompaktes Intervall ist und A nahe genug
bei A liegt, dann muss die Losung % des Anfangswertproblems

=

=

K(t) = A%(t),
(0) = Xp-
laut Satz 7.2.4 auf ganz | nahe an der Losung x des Anfangswertproblems (*)
liegen.
In diesem Beispiel konnen wir dies auch konkret nachrechnen: Es gilt
namlich x(t) = e'4xy und %(t) = e“x, fiir alle t € R, und somit

= A A
I5(6) — x(0)l < || = ¢4 xol

fiir alle t € R. Wie in der Losung von Bonusaufgabe 22 b) auf Ubungsblatt 5
kann man sehen, dass

”etA_etAH < |t|”A_A||e|t|max{||A||,||A||}

fur alle t € R gilt. Wenn t im kompakten Intervall | liegt und somit im Betrag
durch eine Zahl s € [0, o0) beschrénkt ist, dann folgt also

I%() = x(2)]| < s | A - | eIl

fiir alle t € ], und diese obere Schranke geht fiir A — A gegen 0. Also haben
wir die stetige Abhédngigkeit von f aus Satz 7.2.4 in diesem Beispiel explizit
nachgerechnet (fiir den Spezialfall, in dem die gestorte rechte Seite f ebenfalls
autonom, linear und homogen ist.”)

Literaturstellen und verwandte Ergebnisse. Neben der oben bereits zitieren
Quelle [PW19, Abschnitt 4.1] finden Sie Informationen zum Thema stetige Ab-
héangigkeit zum Beispiel in [Heu04, Abschnitt 13] (im ein-dimensionalen Fall);
das Resultat tiber stetige Abhangigkeit in dieser Quelle ist technisch etwas
anders formuliert als die Ergebnisse, die wir in diesem Abschnitt besprochen
haben.

6Ubrigens kann man auch Satz 7.1.4 anhand dieses Beispiels gut illustrieren.
"Die Aussage von Satz 7.2.4 ist aber naturlich viel allgemeiner: Sie ldsst auch nicht-lineares
und nicht-autonomes f zu.
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7.3 Invarianz von Mengen

In diesem Abschnitt beschaftigen wir uns mit folgender Frage: Wenn der
Anfangswert x, € RY eines Anfangswertproblems in einer vorgegebenen Men-
ge D liegt, liegt dann auch die Losung x(t) des Anfangswertproblems fur
alle nachfolgenden Zeiten in D? Diese Eigenschaft prazisieren wir in der
folgenden Definition.

Definition 7.3.1 (Positive Invarianz von Mengen). Sei () C R4 offen und
nichtleer, und sei I C R ein offenes und nichtleeres Intervall. Es sei f : I x(Q) —
R¥ stetig und erfiille die lokale Lipschitz-Bedingung. Eine Menge D C Q heifit
positiv invariant fur die Differentialgleichung x(t) = f (¢, x(t)), falls fur jedes
nicht-triviale Intervall ] C I, jedes Losung x : ] — Q der Differentialgleichung
X(t) = f(t,x(t)) und jedes ty € I gilt:

Wenn x(ty) € D ist, dann ist auch x(t) € D fur alle t € ] mit t > .

Bemerkungen 7.3.2. (a) Das Wort positiv taucht im Begriff positive Invari-
anz auf, weil die Menge D invariant ,,in positiver Zeit-Richtung” ist, d.h.
wenn x(ty) € D ist, dann ist auch x(t) € D fur alle ¢, die grofSer (!) als £
sind.

(b) Prinzipiell konnte man den Begriff positive Invarianz auch fir Differen-
tialgleichungen definieren, deren rechte Seite f nicht auf einem Gebiet
der Form I x (2, sondern auf einer allgemeinen offenen und nichtleeren
Menge G C R'*¥ definiert ist.

Dann ergibt aber die Annahme D C Q) in Definition 7.3.1 keinen Sinn
mehr (denn es gibt dann ja gar keine Menge (), und es stellt sich somit
die Frage, welche Mengen D man in der Definition iiberhaupt betrachten
will. Wir ersparen uns diese Schwierigkeit, indem wir in Definition 7.3.1
voraussetzen, dass f auf einer Menge der Form I x Q) definiert ist.

Wir sprechen kurz ein Beispiel fiir eine besonders wichtige Situation an,
die wir im Rest des Abschnitts dann genauer untersuchen werden:

Beispiel 7.3.3 (Positive Invarianz des positiven Kegels). Wir betrachten
eine rechte Seite f : R'** — R? (in der Notation von Definition 7.3.1 aus-
gedriickt ist hier also I = R und Q = R?). Als Menge D wihlen wir den
sogenannten positiven Kegel von R?, d.h. die Menge

D:=R{:={yeR?:y > 0fiiralle ke (l,...,d}}.

Die positive Invarianz dieser Menge ist in vielen Anwendungen aus folgendem
Grund wichtig:

Haufig beschreiben die Komponenten xy,...,x; der Losung x bestimmte
physikalische, chemische oder biologische Grofien, die in manchen Modellen
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nur einen Sinn ergeben, wenn sie mindestens 0 sind (z.B. Teilchenzahlen, Kon-
zentrationen oder Anzahlen von Individuen mit einem bestimmten Merkmal).
Wenn man sich eine Anfangsbedingung x(ty) = xy vorgibt, dann bedeutet
xo(t) € R? also gerade, dass der Anfangswert x( im Sinne der Anwendung,
die man modellieren méchte, Sinn ergibt. Dann muss aber auch x(t) € R?
fur alle Zeiten t > t( gelten, denn ein physikalisch/chemisch/biologisch sinn-
voller Anfangswert darf nicht zu einem spateren Zeitpunkt zu einem Wert
fuhren, der aus physikalischer/chemischer/biologischer Sicht keinen Sinn
mehr ergibt.

Wenn diese Bedingung der positiven Invarianz von R? in solch einer
Anwendung nicht erfiillt ist, so ist dies ein deutliches Anzeichen dafiir, dass
man ein ungeignetes Modell verwendet. Im Umkehrschluss mochte man die
positive Invarianz von R? in solchen Anwendungen nachweisen kénnen, um
sicherzustellen, dass das verwendete Modell nicht aus dem beschriebenen
Grund ungeignet ist.

Vergleichen Sie hierzu bitte auch die Einstiegsfrage (c) des aktuellen Kapi-
tels 7.

Bemerkung 7.3.4. Die Positivitits-Erhaltung, die in Beispiel 7.3.3 gefordert
wurde, konnte man auch direkt in die Differentialgleichung einbauen — nam-
lich indem man den Definitionsbereich von f auf R x R? einschrankt. Das
fuhrt aber zu zwei Problemen:

+ Die Menge R x R? ist nicht offen, aber die komplette Theorie, die wir
bisher entwickelt haben, funktioniert nur, wenn die Funktion f auf
einer offenen Menge definiert ist. Wir konnen f also gar nicht wirklich
auf R x RY einschrianken; wenn, dann miissten wir uns auf die offene
Menge R x C einschranken, wobei

C:= {yeRd : e >0 fiiralle k € {1,...,d}}

das Innere von R? ist. Dies ist prinzipiell moglich, fithrt aber dazu,
dass wir keine Losungen mehr betrachten konnen, bei denen manche
Komponenten 0 sind; diese Einschrankung ist etwas unnatirlich.

* Angenommen, wir schranken f tatsachlich auf die Menge R x C ein
— dann liegen Losungen der Differentialgleichung x(t) = f(t,x(t)) per
Definition in C. Damit haben wir aber das Problem nur verlagert:

Wiirde namlich die Losung der auf ganz R!*¢ definierten Differenti-
algleichung zu einem Zeitpunkt die Menge t; die Menge C verlassen,
so bedeutet dies, dass die Losung der auf R x C definierten Differenti-
algleichung an diesem Zeitpuntk t; aufhort zu existieren. Durch das
Einschranken des Definitionsbereichs von f erreichen wir also nur, dass
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die Frage der positiven Invarianz umgewandelt wird in die Frage, wie
weit die Losung auf dem kleineren Zustandsraum nach rechts existiert.

Wir wollen nun charakterisieren, wann der positive Kegel aus Beispiel 7.3.3
positiv invariant ist. Dazu verwenden wir den folgenden Begriff:

Definition 7.3.5 (Quasi-positive Funktion). Eine Funktion f : R+ 5 R4
heif3t quasi-positiv, falls fiir jedes t € R und jedes y € RY gilt:

Fur alle k € {1,...,d} mit y; = 0 ist f¢(¢,y) > 0 (wobei f; die k-te Komponen-
ten der Funktion f bezeichnet).

Quasi-Positivitit l4sst sich mit Hilfe des Standard-Skalarproduktes auf R?
folgendermafien beschreiben:

Proposition 7.3.6. Fiir jede Funktion f : R'*% — R sind dquivalent:
(i) Die Funktion f is quasi-positiv.
(ii) Fiir allet e Rundalley,z € Ri mit (z,y) =0 gilt (z, f(t,v)) > 0.

Beweis. (i) = (ii)“ Sei f quasi-positiv, sei t € R und seien y,z € R? mit (z,p) =
0.Sei S C{1,...} die Menge aller Indizes k, fur die gilt z; > 0 gilt. Dann ist
vx = 0 fur alle k € S, und somit ist f(¢,9) > O fiir alle k € S. Hieraus folgt

@fEy) =) 2filt,y) 0.

keS
Dies zeigt (ii)
,(ii) = (i)“ Es gelte (ii), und es sei t e R und y € RY. Sei k € {1,...,d} mit

Vi = 0.
Es bezeichne ¢, € R? den k-ten kanonischen Einheitsvektor. Dann ist
er € RY und (ey,v) = v = 0, also folgt aus (ii)

fi(t,9) = e, f(£,9)) = 0.
Somit ist f quasi-positiv. =

Mit Hilfe von quasi-Positivitat konnen wir die positive Invarianz des
positiven Kegels charakterisieren:

Satz 7.3.7. Sei f : R'*4 — RY stetig und erfiille die lokale Lipschitz-Bedingunyg.
Dann sind dquivalent:

8Diese Vorgehensweise kann natiirlich durchaus zum Ziel fiihren; wir hatten sie in den Bei-
spielen 4.3.10 und 4.4.4 eingesetzt um die logistische Gleichung, die eine Bakterienpopulation
beschreibt, auf dem Zustandsraum C = (0, c0) zu untersuchen.
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(i) Der positive Kegel R? ist positiv invariant fiir die Differentialgleichung

xX(t) = f(t,x(t)).
(ii) Die Funktion f ist quasi-positiv.

Beweis von ,,(i) = (ii)“. Wir nehmen widerspruchshalber an, dass f nicht
quasi-positiv ist. Dann gibt es eine Zeit t;, € R, einen Vektor y € R? und
einen Index k € {1,...,d} mit y; = 0 und fi(v) < 0. Sei nun x : I, — R¥ die
Losung des Anfangswertproblems

Dann gilt x(ty) € R%. Es ist aber x¢(ty) = fi(t, x(tg) = fx(t,v) < 0, und somit
gilt fiir alle t in einer kleinen punktierten rechtsseitigen Umgebung von t,
die Ungleichung x;(t) < x¢(to) = vx = 0, d.h. x(t) € R%. Dies widerspricht der
positiven Invarianz von RY. O

Fur den Beweis der Riickrichtung verwenden wir das folgende Hilfsresul-
tat:

Lemma 7.3.8. Es bezeichne
C:={yeR?: y >0 fiiralle k € {1,...,k}}

das Innere des positiven Kegels RY in R%. Sei f : R1*4 — RY stetig und erfiille die
lokale Lipschitz-Bedingung. Auflerdem erfiille f die folgende verscharfte Version
von quasi-Positivitit: Fiir jedes t € R, jedes vy € RY und jedes k € {1,...,d} mit

Vi = 0 gelte fi(t,v) > 0.
Dann ist C positiv invariant fiir die Differentialgleichung x(t) = f (t,x(t)).

Beweis. Angenommen, C ware nicht positiv invariant. Dann gibt es ein nicht-
triviales Intervall ] C R, eine Losung x: | — R? von %(t) = f(t,x(t)) sowie
Zeiten ty,t € ] mit t >t derart, dass x(ty) € C, aber x(t) ¢ C gilt.

Lassen Sie uns fiir jedes k € {1,...,d} die Menge

Ap:={s€]:s>tyund xi(s) <0}

betrachten. Diese Menge ist abgeschlossen in J, und somit ist auch die end-
liche Vereinigung A := A; U---U A, abgeschlossen in J. Wegen x(t) ¢ C ist
mindestens eine der Mengen Ay nicht-leer, und somit ist auch A nicht-leer.
Weil A abgeschlossen ist, besitzt A ein kleinestes Element ¢;.

Es ist t; > tg, und fur alle s € [tg, ;) sind alle Komponenten von x(s) grofier
als 0. Also folgt wegen der Stetigkeit von x, dass xj(t;) > 0 fiir alle k € {1,...,d}
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gilt — d.h. es ist x(t1) € R4 -, und wegen t; € A gibt es ein ky € {1,...,d} mit
Xk, (t1) = 0.

Weil x; links von #; positiv ist, aber in t; verschwindet, muss % () <0
gelten. Andererseits impliziert aber die Voraussetzung an f, dass

Xy (F1) = fro (£ x(21)) > 0
gilt. Dies ist ein Widerspruch. ]

Nun konnen wir mit Hilfe eines Storungsargumentes die noch ausstehende
Implikation von Satz 7.3.7 zeigen:

Beweis von ,,(ii) = (i)“ in Satz 7.3.7. Sei ] C R ein nicht-triviales Intervall, sei
to € Rund sei x: ] — R? eine Losung der Differentialgleichung x(t) = f (¢, x(t))
mit x(ty) € RY.

Lassen Sie uns mit 1 € R? den Vektor bezeichnen, dessen Eintrige alle
gleich 1 sind. Fir € > 0 betrachten wir das Anfangswertproblem

{ (1) = f(5%() + €1,

(to) = X(to) +el.

=

Wegen Lemma 7.3.8 ist die Losung dieses Anfangswertproblems fiir alle
Zeiten t > tg, fur die sie existiert, im Inneren von R’jrl —und somit insbesondere
in R? — enthalten. Zugleich zeigt der Satz 7.2.4 iiber die stetige Abhangigkeit,
dass die Losung dieses Anfangswertproblems auf kompapten Teilintervallen
von ] gegen x strebt, wenn ¢ — 0 geht; also ist x(¢) fir alle t € ] mit t > ¢y in
R? enthalten. O

Lassen Sie uns nun einige Beispiele fiir die Anwendung von Satz 7.3.7
besprechen. Wir beginnen mit einem Epidemie-Modell, dass bereits in einer
Bonusaufgabe in den Ubungen erwihnt wurde®.

Beispiel 7.3.9 (Ein SIS-Epidemiemodell). Fiir Koeffizienten ¢,d > 0 betrach-
ten wir die zwei-dimensionale autonome Differentialgleichung

(S(t)) ( cl(£)S(t) +dI(t)
I() I(t)S(t) - dI(t)

auf dem Zeitintervall R. Dies ist ein sehr einfaches Modell, um die Ausbrei-
tung einer Epidemie in einer Population zu beschreiben. Man geht in diesem
Modell davon aus, dass alle gesunden Individuen sich mit der Krankheit
anstecken konnen; ihre Anzahl zum Zeitpunkt ¢ bezeichnet man mit S(¢)

9 Allerdings war das Ziel in der Bonusaufgabe, eine explizite Losung zu bestimmen; hier
haben wir lediglich das Ziel, positive Invarianz des positiven Kegels R? zu zeigen.
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(fur engl. susceptible). Die Anzahl der infizierten Individuen zum Zeitpunkt ¢
bezeichnet man mit I(t). Die Konstante ¢ > 0 ist proportional zur Wahrschein-
lichkeit, dass ein infiziertes Individuum ein nicht-infiziertes Individuum bei
Begegnung ansteckt, und das Produkt I(¢)S(t) ist proportional zur Anzahl der
Begegnungen von infizierten und nicht infizierten Individuen. Die Konstante
d > 0 beschreibt die Genesungsrate.!°

Als Zustandsraum wihlen wir zunachst Q) = R?. Allerdings ergeben Vek-
toren, in denen nicht beide Komponenten grofier oder gleich 0 sind, aus
biologischer Sicht keinen Sinn!!. Damit wir wissen, dass die Differentialglei-
chung aus biologischer Sicht uberhaupt Sinn ergeben kann, sollten wir also
zeigen, dass der positive Kegel R? positiv invariant fiir diese Gleichung ist.
Dazu verwenden wir Satz 7.3.7:

Die Abbildung

f: R*2 5 R?,

(t,s,1) > (—cis+di,cis —di)

beschreibt die rechte Seite unserer Differentialgleichung. Laut Satz 7.3.7
miissen wir nur beweisen, dass f quasi-positiv ist.

Sei also t € R, und sei (s,i) € R?. Wir miissen zeigen: Wenn s = 0 ist, ist
fi(t,s,i) >0, und wenn i = 0 ist, ist f,(t,s,i) > 0. Wir gehen beide Fille einzeln
durch:

s Seis = 0. Dann ist fi(t,s,i) = —cis +di = di > 0, denn wegen (s,i) € R2
gilt i > 0.

* Seii=0.Dannist f)(t,s,i) =cis—di = 0.

Also ist f tatsichlich quasi-positiv, d.h. der positive Kegel R? ist tatsichlich
positiv invariant fir unsere Differentialgleichung. Damit haben wir gezeigt,
dass ein Startwert (S(0),1(0)), der im biologisch sinnvollen Bereich R? liegt,
zu einer Losung fihrt, die fir t > 0 ebenfalls im biologisch sinnvollen Bereich
R? liegt.!?

10Bitte beachten Sie, dass dieses Modell so einfach ist, dass es fiir die Beschreibung der
meisten Infektionskrankheiten ungeeignet ist. Das Modell hat unter anderem die folgenden
Schwichen: Es ignoriert zum Beispiel eine mogliche Immunisierung von genesenen Individu-
en, es berticksichtigt keine Inkubationszeit, es ignoriert komplett die rdumliche Struktur der
Population sowie die Tatsache, dass verschiedene Individuen unterschiedliche Krankheitsver-
laufe haben konnen, es modelliert nicht die Tatsache, dass manche Krankheiten in manchen
Féllen todlich verlaufen konnen, und es enthilt die eher fragwiirdige Annahme, dass die
Genesung eines Individuums von der Infektion zu jedem Zeitpunkt mit zeitunabhangiger
Wahrscheinlichkeit erfolgt.

'Denn die Anzahl der gesunden Individuen und die Anzahl der infizierten Individuen in
einer Population kann nicht negativ sein.

12Djes impliziert aber natiirlich keineswegs, dass die Gleichung auch bzgl. anderer Aspekte
biologisch sinnvolle Ergebnisse liefert.
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Als zweites Beispiel betrachten wir lineare, autonome und homogene
Differentialgleichungen:

Beispiel 7.3.10. Sei A € R%*¢, Wir betrachten die linear, autonome und ho-
mogene Differentialgleichung

() = Ax(t)

auf dem Zustandsraum R und dem Zeitintervall R. Fiir diese Differential-
gleichung konnen wir die positive Invarianz des positiven Kegels R folgen-
dermaflen beschreiben. Die folgenden Aussagen sind aquivalent:

(i) Der positive Kegel R ist positiv invariant fiir die Differentialgleichung
x(t) = Ax(t).
(ii) Fiir jede Zeit t € [0, 00) gilt: alle Eintrage von €' sind > 0.
(iii) Alle nicht-diagonal-Eintrdage von A sind > 0.

Beweis. Die Aquivalenz von (i) und (ii) kann man direkt aus der Definition
von positiver Invarianz folgern; die Aquivalenz von (i) und (iii) kann man aus
Satz 7.3.7 folgern. Die Details besprechen wir in den Ubungen. ]

Wir veranschaulichen das — sehr allgemein gehaltene — vorangehende
Beispiel noch in zwei konkreten Fallen:

Beispiele 7.3.11.  (a) Betrachten wir die Matrix

-1 1
A= RZXZ'
[ A4S
Die beiden nicht-diagonal-Eintrage von A sind 1, also > 0. Somit folgt
aus Beispiel 7.3.10: Alle Eintrage von ¢4 sind > 0 fiir alle t € [0, o).

In diesem einfachen Beispiel konnen wir dies natiirlich auch direkt
nachrechnen: Laut Aufgaben 20 b) und c) auf Ubungsblatt 5 gilt

tA _ —¢[cosh(t) sinh(t)
¢ =¢ sinh(¢) cosh(t)

fur alle t € R. Fur t > 0 sind tatsdchlich alle Eintrdge dieser Matrix

positiv.!3 Fiir negative Zeiten hingegen besitzt /4 in diesem Beispiel

auch negative Eintrige.!*

13Der Punkt an Beispiel 7.3.10 ist aber natiirlich, dass man diese Eigenschaft direkt an der
Matrix A ablesen kann — was in komplizierteren Fillen niitzlich ist, wenn man e/ nicht so
einfach berechnen kann.

14Was sich iibrigens auch im Lichte von Beispiel 7.3.10 betrachten lasst: Fiir t < 0 kénnen
wir ef4 einfach schreiben als ¢4 = ¢(=1)(-4) mit —t > 0; die Matrix —A hat aber negative
Diagonaleintrige, also muss es Zeiten —t > 0 geben derart, dass manche Eintrige von e(~)(-4)
negativ sind.
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(b)

Nun betrachten wir noch die Matrix

(0 -1 22
A_(1 O)GR .

Weil der obere nicht-Diagonal-Eintrag von A negativ ist, gibt es Zeiten
t > 0 derart, dass e/4 mindestens einen negativen Eintrag besitzt. Auch
dieses Beispiel ist so einfach, dass wir dies konkret nachrechnen konnen:
Fur t € R gilt laut Aufgabe 20 d) auf Ubungsblatt 5 die Formel

cost —sint
A=|". .
sint cost

Wenn wir zum Beispiel t = 5 wahlen, ist also der obere rechte Eintrag

von A negativ. Es gibt aber auch Zeiten t > 0, fuir die alle Eintrage > 0

sind; dies ist zum Beispiel fiir t = 27t der Fall, denn es gilt e*™4 = id.!>

Literaturstellen und verwandte Ergebnisse. (a) Die Behandlung der po-

7.4

sitiven Invarianz des positiven Kegels in diesem Abschnitt lehnt sich
an [PW19, Abschnitt 4.2.2] an, auch wenn wir einige technische De-
tails anders formuliert haben (zum Beispiel im Hinblick auf die genaue
Definition des Begriffs quasi-positiv).

Wir haben in diesem Abschnitt nur Kriterien fiir die positive Invarianz
des Kegel D = RY besprochen. Der Begriff positive Invarianz ist aber
nattrlich auch fur andere Mengen definiert (vgl. Definition 7.3.1).

Nattirlich mochte man gerne auch Kriterien fiir die positive Invarianz
von allgemeinen Mengen D zur Verfiigung haben. Fur abgeschlossene
Mengen D lasst sich die positive Invarianz in der Tat charakterisieren;
fur solche Resultate verweisen wir auf [PW19, Kapitel 7].

Eine detaillierte Besprechung einiger grundlegender Epidemie-Modellen,
von denen einige komplexer und etwas realistischer sind als Beispiel 7.3.9,
finden Sie zum Beispiel in [PSZ08, Abschnitt II].

Differenzierbare Abhingigkeit vom Anfangswert

Ahnlich wie wir in Abschnitt 7.2 iiber die stetige Abhingigkeit der Losung
eines Anfangswertproblems von den Daten gesprochen hatten, konnen wir
auch uber differenzierbare Abhangigkeit sprechen. Dies wollen wir in die-
sem Abschnitt tun — allerdings beschranken wir uns hier darauf, autonome

I5Dies zeigt, dass in Aussage (ii) in Beispiel 7.3.10 die Quantifizierung iiber alle t € [0, c0)
wichtig ist, damit die Aquivalenz dort stimmt.
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Gleichungen zu betrachten und fiir diese kurz die differenzierbare Abhangig-
keit vom Anfangswert zu diskutieren. Die wesentliche Voraussetzung um die
differenzierbare Abhangigkeit zu erhalten ist, dass die rechte Seite nicht nur
Lipschitz-stetig, sondern sogar C! ist:

Satz 7.4.1. Sei QO C R? nicht-leer und offen, und sei h : Q — RY stetig dif-
ferenzierbar. Es sei ty € R fest gewdahlt. Wir betrachten fiir jedes xo € () das
Anfangswertproblem

und bezeichnen seine Losung hier'® mit

Inax(x0) 2t x(t,x9) € Q.
Dann ist die Menge E := Uy cq (Imax(xo) X {xo}) offen in R4, und die Abbildung

E > (t,xg) > x(t,x9) € Q

ist stetig differenzierbar. Ihre Ableitung nach x, die wir an jeder Stelle (t,xq) € D
mit Dy x(t,x0) € R4*4 bezeichnen, ist zudem nach t differenzierbar, und erfiillt fiir
jedes feste xo € R? die Differentialgleichung

d
anox(tr x0) = Dh(x(t,x)) onx(tr x0),

sowie die Bedingung D, x(t,xo) = id.

Beweis. Wir verzichten an dieser Stelle auf den Beweis und verweisen statt-
dessen auf die Literatur, z.B. auf [PW19, Satz 4.3.1].

Lassen Sie uns aber an dieser Stelle noch anmerken, dass die Offenheit
der Menge E leicht aus dem Satz 7.2.4 iber die stetige Abhdngigkeit von den
Daten folgt, und dass die Aussage in der letzten Zeile des Satzes klar ist, weil
x(tg, xg) = xq fur alle x; € Q) gilt. O

Bemerkung 7.4.2. Dass die Differentialgleichung fiir D, x(t,x¢) in Satz 7.4.1
stimmt, sollte uns nicht besonders tiberraschen: Denn wenn wir fiir den Mo-
ment einmal annehmen, dass die Abbildung (¢, x) > x(t,xq) sogar C? ist, dann
folgt aus dem Satz von Schwarz %onx(t, xg) = Dy, X(t, xp), und somit folgt die
behauptete Gleichung fir D, x(t,x(), wenn wir die Differentialgleichung

X(t,x0) = h(x(t,x0))

16Geringfiigig abweichend von der Notation, die wir sonst benutzen.



7.4. Differenzierbare Abhangigkeit vom Anfangswert

nach x( ableiten.

Dies ist aber nattirlich kein wirklicher Beweis von Satz 7.4.1, da wir ja
a priori nichts uber die Differenzierbarkeit der Abbildung (¢, x() — x(t,xg)
wissen.

Anstatt uns lange mit der Theorie hinter Satz 7.4.1 aufzuhalten, wollen wir
ihn stattdessen mit folgender Anwendung veranschaulichen. Wir verwenden
im Folgenden noch einmal den Begriff des Losungsflusses (¢;):¢[0,00), den wir
in Definition 4.5.1 eingefiihrt hatten.

Satz 7.4.3. Sei I C R ein offenes Intervall, das den Zeitpunkt 0 enthdlt, und dessen
rechte Grenze gleich oo ist. Sei QO C R? nicht-leer und offen, und sei h: Q —
RY stetig differenzierbar. Wir nehmen an, dass fiir jedes x, € Q die Losung des
Anfangswertproblems

(7.1)

global nach rechts existiert, d.h. dass t,(0,xg) = oo gilt. Mit (@;)e[0,00) bezeichnen
wir den Losungfluss der Differentialgleichung x(t) = h(x(t)), den wir in Definiti-
on 4.5.1 eingefiihrt haben.

Wenn das Vektorfeld h Divergenz-frei ist — d.h. also wenn divh(y) = 0 fiir alle
v € Q gilt'7 — dann ist fiir jedes t € [0,c0) die Abbildung ¢, : Q — Q Volumen-
erhaltend, d.h. fiir jede offene Menge U C Q gilt

vol(gp,(U)) = vol(U).

Beweis. Fiir jedes t € [0,00) und jedes x, € () gilt, wenn wir die Notation aus
Satz 7.4.1 verwenden, ¢;(xq) = x(fg,x¢). Also erfiillt Dgy(xg) = Dy, x(t,x¢) €
R4 fiir jedes feste x € Q) laut Satz 7.4.1 die Differentialgleichung

d
ED(pt(xo) = A(t) Dr(xo),

wobei wir A(t) := Dh(x(t,x¢)) = Dh(¢@:(x()) gesetzt haben; zudem ist Dgy(x) =
id. Anders gesprochen bedeutet dies: Die Abbildung t — Dg;(x) ist die zum
Startzeitpunkt 0 gehorende Hauptfundamentalmatrix der Differentialglei-
chung

£(t) = A(t)%(1).

Insbesondere ist die Matrix D¢;(xg) fur jedes t und jedes x( invertierbar,
und somit ist ¢; : O — @;(Q) € Q) ein Diffeomorphismus. Wir konnen somit

17Wir erinnern an dieser Stelle daran, dass div h(y) definiert ist als div h(y) := spur(Dh(y)) =
Y4 Okl ().
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die Transformationsformel fur mehrdimensionale Integrale benutzen und
erhalten hieraus fur jedes t € [0, o)

volly(U) = | RCE | 1etDeiso ax, 7.2)
Pt

Wir erinnern an dieser Stelle daran, dass i(t) := det Dg,(x() die sogenannte
Wrotiski-Determinante der Losungsmatrix D@y (xg) von X(t) = A(t)%(t) ist, und
somit die Differentialgleichung

(t) = spur(A(t)) (1)

erfullt — dies hatten wir Bemerkung 5.3.11 besprochen. Weil wir ja A(t) =
Dh(@;(xg)) gesetzt hatten, ist spur(A(t)) = divh(¢(xp)), and da wir h als
Divergenz-frei vorausgesetzt haben, solgt spur(A(t)) = 0 fiir alle t. Also hiangt
Y nicht von der Zeit ab, d.h. es gilt (t) = (0) = det(id) = 1 fur alle t > 0.
Somit erhalten wir aus Gleichung (7.2), dass

vol(py(U)) = J 1 dxy = vol(U)
U
fur alle t € [0, o) gilt. O

Satz 7.4.3 lasst sich insbesondere auf die Newtonschen Bewegungsglei-
chungen in der klassischen Mechanik anwenden, und liefert dann einen be-
kannten Satz von Liouville!8 iiber die Volumenerhaltung im Phasenraum als
Spezialfall. Falls geniigend Platz bleibt, werden wir dies auf Ubungsblatt 12
besprechen.

Literaturstellen und verwandte Ergebnisse. Neben der differenzierbaren
Abhangigkeit der Losung einer Differentialgleichung vom Anfangswert, ist
es auch sinnvoll, differenzierbare Abhangigkeit von Parametern zu studieren
— denn haufig tauchen in konkreten Modellen ja verschiedene Parameter in
Differentialgleichungen auf.

Resultate zur differenzierbaren Abhdangigkeit von Parametern finden Sie
z.B. in [PW19, Abschnitt 4.3.2] und in [Heu04, Satz 13.2].

7.5 Erganzungen

Markov-Prozesse mit endlichem Zustandsraum

In Beispiel 7.3.10 hatten wir Matrizen A € R?*¥ betrachtet derart, dass der
positive Kegel R? positiv invariant fiir die Differentialgleichung

x(t) = Ax(t)

18Benannt nach Joseph Liouville (1809 — 1882), franzdsischer Mathematiker.
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7.5. Erganzungen

ist. Wenn man die Entwicklung von zufalligen Groflen in kontinuierlicher Zeit
— also sogenannte stochastische Prozesse — studiert, taucht haufig ein ahnliches
Phanomen auf:

Lassen Sie uns ein System betrachten, das d verschiedene Zustande an-
nehmen kann; wir nummerieren diese Zustande mit den Zahlen 1,...,d. In
der Wahrscheinlichkeitstheorie betrachtet man Systeme, deren Zustand man
nicht prazise kennt; stattdessen kennt man zu jedem Zeitpunkt ¢ lediglich
die Wahrscheinlichkeit, dass sich das System in Zustand 1, Zustand 2, usw.
befindet. Wenn wir mit py(t) (fir k € {1,...,d}) die Wahrscheinlichkeit bezeich-
nen, dass sich das System zum Zeitpunkt t im Zustand k befindet, dann ist
p(t) := (p1(t),...,pa(t)T € R4 also ein Vektor im positiven Kegel ]Ri mit der
zusatzlichen Eigenschaft

d

1= Zpk(t) =(1,p(®)),

k=1

wobei 1 € R? den Vektor bezeichnet, dessen Eintrage alle gleich 1 sind.

Eine wichtige Klasse von stochastischen Prozessen sind die sogenannten
Markov-Prozesse. Fiir diese Prozesse erfiillen die Wahrscheinlichkeits-Vektoren
p(t) eine lineare Differentialgleichung for Form

p(t) = Qp(t) (7.3)

fiir eine Matrix Q € R%x4,

Wenn der Startvektor p(0) eine Wahrscheinlichkeits-Verteilung beschreibt
—also in RY liegt und (1, p(0)) = 1 erfiillt — dann soll natiirlich auch p(t) fiir alle
t > 0 diese Eigenschaft haben, denn ansonsten ware die Differentialgleichung
ja nicht geeignet um die zeitliche Entwicklung von Wahrscheinlichkeiten zu
beschreiben.

Also fragt man sich: Welche Eigenschaften muss Q haben, damit (i) RY
positiv invariant fiir die Differentialgleichung (7.3) ist, und damit (ii) die
Abbildung R? 5y - (1, ) € R eine ErhaltungsgroBe fiir (7.3) ist. Diese Fragen
kann man leicht mit Hilfe der Theorie beantworten, die wir bereits entwickelt
haben:

Proposition 7.5.1. Fiir jede Matrix Q € R™% sind die folgenden Aussagen dqui-
valent:

(i) Der positive Kegel R? ist positiv invariant fiir die Differentialgleichung (7.3),
und die Abbildung R 5y - (1,) € R ist eine Erhaltungsgrofe fiir diese
Differentialgleichung.

(i) Fiir jedes t € [0,00) sind alle Eintrige der Matrix e'? grifer oder gleich 0,
und die Eintrige jeder Spalte von e'Q summieren sich zu 1.
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(iii) Alle nicht-diagonal-Eintrdge von Q sind > 0, und die Eintrdge jeder Spalte
von Q summieren sich zu 0.

Beweis. Fir den Beweis kann man zum Beispiel die Charakterisierung von Er-
haltungsgrofien in Proposition 6.3.3 und die Charakterisierung der positiven
Invarianz von R? in Beispiel 7.3.10 verwenden. O]

Matrizen Q mit diesen beiden Eigenschaften beschreiben also Markov-
Prozesse mit endlichem Zustandsraum.'®

19Bitte beachten Sie, dass in der Stochastik hiufig die Wahrscheinlichkeitsverteilungen
p(t) als Zeilenvektoren geschrieben werden, womit man die Differentialgleichung p(t) =
p(t)Q anstelle von (7.3) erhdlt. Dies fiihrt dazu, dass man in der Stochastik fordert, dass
die Zeilensummen von Q gleich 0 sind und dass die Zeilensummen von ¢!Q gleich 1 sind
(jeweils anstelle der Spaltensummen).
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Fragen zum Einstieg.

(a) Stellen Sie sich vor, Sie lassen ein Pendel schwingen. Warum bleibt das
Pendel irgendwann stehen?

(b) Nehmen Sie einen Bleistift und versuchen Sie ihn mit der Spitze nach
oben auf Ihrem Schreibtisch aufzustellen. Wenn Ihnen das gelungen ist:
Was passiert, wenn sie den Stift leicht stofSen? Wieso passiert das?

(c) Berechnen Sie die Losung x : R — R? des Anfangswertproblems

0 -1
x(t) = x(t) furteR,
(t) ) O]()

Was passiert mit x(t) fir t — oo?

8.1 Langzeitverhalten im linearen Fall

In Kapitel 8 beschaftigen wir uns mit der Frage, wie sich die Losungen einer
Differentialgleichung verhalten, wenn die Zeit t gegen oo strebt; wir schran-
ken uns dabei durchgehend auf autonome Differentialgleichungen ein. Im
aktuellen Abschnitt 8.1 behandeln wir den wichtigen Spezialfall linearer und
homogener Differentialgleichungen, also Gleichungen der Form

X(t) = Ax(t)

fiir eine Matrix A € R4 Wir wissen aus der linearen Theorie, dass jede
Losung dieser Gleichung global existiert und die Formel x(t) = e'4x(0) fiir alle
t € R erfullt. Somit missen wir, um das Langzeitverhalten der Losungen von
X(t) = Ax(t) zu studieren, nur untersuchen, wie sich die Abbildung

RSt ex(0)

fiir t — oo verhalt. Wir studieren dazu im Folgenden zwei Arten von Verhal-
ten: Konvergenz der Losungen gegen 0, und Beschranktheit der Losungen.
Zunachst beweisen wir zwei Satze, die Konvergenz gegen 0 auf unterschiedli-
che Weise charakterisieren; anschlieBend behandeln wir Beschranktheit von
Losungen.
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Satz 8.1.1 (Konvergenz gegen Null, Teil 1). Sei A € R™“, Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Fiir jedes xy € R? gilt e'Axq — 0 fiir t — co; oder anders ausgedriickt: jede
Losung der Differentialgleichung

x(t) = Ax(t)
strebt fiir t — oo gegen 0.
(ii) Es gilt ||etA|| — 0 fiir t — oo.

(iii) Es gibt eine Zahl 6 > 0 und eine Zahl M > 1 mit der Eigenschaft ||etA|| <
Me™ fiir alle t € [0, co0).

(iv) Die sogenannte Spektralschranke
s(A) := max{Re A : A ist ein Eigenwert von A}

von A erfiillt s(A) < 0; oder anders ausgedriickt: alle Eigenwerte von A haben
Realteil < 0.

Beweis. Wir zeigen zuniachst (i) = (iv) = (ii) = (i)“, und anschlieSend ,,(ii)
& (iii)“

»(1) = (iv)“ Angenommen (iv) gilt nicht. Dann gibt es einen Eigenwert
A € C von A mit Re) > 0. Sei z € C? ein zugehoriger Eigenvektor; diesen
konnen wir schreiben als z = x + iy mit x,y € R?. Fiir jede Zahl t € [0, o0) gilt
laut Aufgabe 30(a) auf Ubungsblatt 7

ez = etz

und somit
le"z]| = e[ llzll = e* % lall > 0 fiir £ — o,
Fiir jedes t € [0, c0) gilt aber natuirlich auch
e[ < [l + [le** ]|

Also kann nicht sowohl HetAx” als auch ||etAy|| fur t — oo gegen 0 gehen. Dies
zeigt, dass (i) nicht erfiillt ist.
,(1v) = (i1)“ Wir schreiben A als A = TJT !, wobei T € C?*d jnvertierbar
ist und J € C?*4 die Jordan-Normalform von A ist. Fiir alle ¢ € [0, 00) gilt
e ={[Te T < e[|

2
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also genligt es zu zeigen, dass ||et]|| — 0 fiir t — oo gilt, und dies wiederum
ist 4quivalent dazu, dass alle Eintrdge von e'/ fiir t — co gegen Null streben.
Weil aber alle Eigenwerte von A Realteil < 0 haben, folgt aus Satz 5.5.9, dass
tatsichlich alle Eintrdge von e’/ fiir t — co gegen 0 gehen.

,»(ii) = (1)“ Wenn (ii) gilt, dann folgt fur jedes x( € R4

le*xol| < fle"* [ xoll — 0

fur t — oo.

»(ii) = (iii)“ Wenn (ii) stimmt, dann gilt, wie wir bereits gezeigt haben,
s(A) < 0. Wir wahlen nun eine Zahl 6 > 0 derart, dass auch noch s(A)+6 <0
gilt. Somit ist

s(A+06id)=s(A)+06 <0,

also folgt aus der Implikation von (iv) nach (ii), die wir bereits gezeigt haben,
dass ||et(A+bid)|| — 0 fur t — oo gilt. Insbesondere ist ||et(A+bid)|| fur t € [0,00)
beschrankt, d.h. es gibt eine Zahl M > 1 derart, dass

||et(A+6id)|| <M

fiir alle t € [0, c0) ist!. Weil

||et(A+5id)|| — eté ||etA||

fur alle t € [0, 00) gilt, folgt (iii).
,(iii) = (ii)“ Diese Implikation ist offensichtlich. O

Bemerkungen 8.1.2. (a) Satz 8.1.1 bleibt genauso richtig (mit demselben
Beweis), wenn wir auch komplexe Matrizen (d.h. A € C%*9) zulassen.
Wir haben ihn oben nur fiir reelle Matrizen formuliert, weil in Aussa-
ge (i) eine Differentialgleichung vorkommt, und wir in dieser Vorlesung

nur Differentialgleichungen betrachtet haben, deren Losungen nach R¢
abbilden.?

(b) Der Beweis der Implikation ,,(ii) = (iii)“ zeigt sogar, wie man 0 in Aussa-
ge (iii) wahlen kann: Man kann ein beliebiges 6 € (0,—s(A)) verwenden.
Beachten Sie aber bitte, dass M von 6 abhangt — und wenn 6 nahe an
—s(A) liegt, kann es passieren, dass M recht grofs wird.

IDass man M nicht kleiner als 1 wihlen kann, sicht man, wenn man t = 0 betrachtet.
2Man kann aber ebenso gut auch Differentialgleichungen untersuchen, deren Lésungen
nach C? abbilden; dadurch dndert sich nicht viel an der Theorie.
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Unsere zweite Charakterisierung von Konvergenz gegen 0 verwendet den
Begriff der positiv semi-definiten Matrix. Wir erinnern daran, dass eine Ma-
trix B € C¥* selbst-adjunigert (oder hermitesch®) heifit, wenn sie gleich ihrer
konjugiert komplexen transponierten Matrix B* := B ist; fur reelle Matrizen
verwendet man anstelle des Begriffs selbst-adjunigert oft auch den Begriff
symmetrisch. Eine selbst-adjunigerte Matrix B € C**? heift positiv semi-definit,
wenn (z, Bz) > 0 fiir alle z € C? gilt; dies ist 4quivalent dazu, dass alle Eigen-
werte von B grofer oder gleich 0 sind.*

Satz 8.1.3 (Konvergenz gegen Null, Teil 2). Sei A € R™?, Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Fiir jedes xy € RY gilt e"xy — 0 fiir t — oo; oder anders ausgedriickt: jede
Liosung der Differentialgleichung

x(t) = Ax(t)
strebt fiir t — oo gegen 0.3

(i) Fiir jede selbst-adjungierte und positiv semi-definite Matrix Q € C**® gibt
es eine selbst-adjungierte und positiv semi-definite Matrix P € C*4 mit der
Eigenschaft

ATP+PA=-Q.
Beweis. ,(i) = (ii)“ Gelte (i) und sei Q € R¥*4 selbst-adjungiert und positiv
semi-definit. Laut Satz 8.1.1(iii) gibt es Zahlen M > 1 und 6 > 0 derart, dass

[e"4]| < Me™* fiir alle £ € [0, c0) gilt.
Fiir jedes n € N betrachten wir nun die Matrix

n
T
P, := j et Qe dt e cdxd,
0

Die Folge der P, ist eine Cauchy-Folge in C**?, denn fiir jede alle m,n € N mit
m < n gilt

n n
1P —ral= | e 0eat] < [ e e
m m
Y M2|Q|l M2|Q|
-26t 2 _f —2md -2nd -2mod .
sLe dt M?[|Ql| = (™ e )—25 T

3Benannt nach Charles Hermite (1822 — 1901), franzosischer Mathematiker.

4Wir erinnern an dieser Stelle daran, dass alle Eigenwerte einer selbst-adjungierten Matrix
immer reell sind.

SDies ist einfach nochmals die Aussage (i) aus Satz 8.1.1.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hermite/

8.1. Langzeitverhalten im linearen Fall

hierbei haben wir fur die Ungleichung zwischen den beiden Zeilen verwendet,

T

dass A" = (etA) gilt, und dass jede Matrix dieselbe induzierte 2-Norm hat
wie ihre Transponierte.

Also ist (P,) eine Cauchy-Folge und konvergiert somit gegen eine Matrix

P € C%4 Man sieht leicht, dass jede Matrix P, selbst-adjungiert ist, also ist

auch P selbst-adjungiert. Auerdem gilt fiir jedes z € C*

n T n
(zPz)=lim [ (z,(e") Qe"z)dt = lim f (e"z,Qe'z) dt > 0;
n—-oo 0 n—00 0
>0
also ist P positiv semi-definit.
Nun zeigen wir noch, dass P die gewtinschte Gleichung erfiillt: Fur jedes
n e N gilt

n
ATPn"'PnA:J ATetATQetA +etATQetAA dt:enATQenA_Q_)_Q
0

—d | AT oota
_d,(e Qe

fiir n — co. Zugleich gilt aber natiirlich ATP, + P,A — ATP + PA fiir n — oo,
womit tatsachlich

ATP+PA=-Q

gezeigt ist.

»(ii) = (i)“ Wir nehmen an, dass (i) falsch ist. Aufgrund von Satz 8.1.1
gibt es dann einen Eigenwert A € C von A mit Realteil Re A > 0. Sei z € C? \ {0}
ein zugehoriger Eigenvektor. Wir betrachten die Matrix Q := z-z! e C9¥4;
sie ist selbst-adjungiert und positiv semi-definit. Wenn es nun eine selbst-
adjungierte und positiv semi-definite Matrix P € C**¥ mit ATP + PA = -Q
gabe, dann wurde

(z,(ATP + PA)z) = —(z,Qz)

folgen. Die rechte Seite erfillt® (z, Qz) = — l|zI|I* < 0, wihrend die linke Seite
gleich

(Az,P2) +(z,PAz) = Xz, Pz) + A(z,Pz) = 2Re Mz, Pz)

und somit > 0 ist. Widerspruch. Also gibt es kein P, welches die gewiinschte
Gleichung erfullt, d.h. die Aussage (ii) ist falsch. O

SWir verwenden hier die in der Physik iibliche Konvention, dass das komplexe Skalarpro-
dukt linear in der zweiten Komponente und anti-linear in der ersten ist, d.h. dass (a,b) = alb
fur alle a,b € C? gilt; in der Literatur tiber lineare Algebra und Funktionalanalysis wird aber
auch haufig die umgekehrte Konvention (d.h. (a,b) = aTE) verwendet — in diesem Fall musste
man Q =%-z! definieren, damit das Argument funktioniert.
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Bemerkungen 8.1.4. (a) Auch Satz 8.1.3 bleibt fur komplexe Matrizen A
richtig. In diesem Fall muss man in Aussage (ii) anstelle der Matrix AT

. . —T
die Matrix A*:= A benutzen.

(b) Anstelle von positiv semi-definiten Matrizen P und Q in Satz 8.1.3 kann
man auch positiv definite Matrizen betrachten.” Wenn man positiv-
definite Matrizen verwendet, erhilt man sogar noch eine Aqgivalenz zu
einer a priori schwacheren Aussage, in der man nur die Existenz einer
Matrix Q und einer Matrix P fordert.

Genauer sind fiir jedes A € R¥*? squivalent:

(i) Fur jedes xq € R? gilt e"4xy — 0 fiir t — co; oder anders ausge-
drickt: jede Losung der Differentialgleichung

x(t) = Ax(t)

strebt fir t — oo gegen 0.

(ii) Fiir jede selbst-adjungierte und positiv definite Matrix Q € R%*4
gibt es eine selbst-adjungierte und positiv definite Matrix P € R%*4
mit der Eigenschaft

ATP+PA=-Q

(iii) Es gibt eine selbst-adjungierte und positiv definite Matrix Q € R%*4
und selbst-adjungierte und positiv definite Matrix P € R**? mit
der Eigenschaft

ATP+PA=-Q.

Die Implikation von (i) nach (ii) zeigt man fast genau wie im Beweis von
Satz 8.1.3, und die Implikation von (ii) nach (iii) ist klar. Wir verzichten an
dieser Stelle auf einen Beweis der Implikation (iii) nach (i).

Nun betrachten wir noch die Frage, unter welchen Bedingungen alle
Losungen von x(t) = Ax(t) fiir t — oo beschrankt sind. Diese Frage beantwortet
der folgende Satz.

Satz 8.1.5 (Beschrinktheit der Losungen). Sei A € R¥“. Dann sind die fol-
genden Aussagen daquivalent:

7Wir erinnern daran, dass eine selbst-adjunigerte Matrix B € cdxd positiv definit heifit,
falls (z,Bz) > 0 fiir alle z € C%*4 gilt; dies ist dquivalent dazu, dass jeder Eigenwert von B echt
groBSer als 0 ist.
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(i) Fiir jedes x, € R? gilt SUPy[0,00) ||etAx0|| < co; oder anders ausgedriickt: jede
Losung der Differentialgleichung

x(t) = Ax(t)
ist auf [0, c0) beschrankt.
(ii) Es gilt sup;(g o) [|e4]| < co.

(iii) Die Spektralschranke s(A) von A erfiillt s(A) < 0 (anders ausgedriickt: alle
Eigenwerte von A haben Realteil hochstens 0), und alle Eigenwerte von A,
die in iR liegen, sind semi-simpel.

Beweis. Den Beweis behandeln wir in den Ubungen auf Blatt 12. ]
Wir schliefSen Abschnitt 8.1 mit einigen einfachen Beisielen:

Beispiele 8.1.6. (a) Sei

A= R>2.
(o)

Die Matrix A besitzt die Eigenwerte i und —i und beide haben jeweils
die geometrische und die algebraische Vielfachheit 1, sind also semi-
simpel. Somit folgt aus Satz 8.1.5, dass ||etA|| fur t € [0, 00) beschrankt
ist, und aus Satz 8.1.1, dass e fiir t — co nicht gegen 0 strebt (wegen
s(A) = 0). In diesem einfachen Beispiel konnen wir dies natiirlich auch
direkt tiberprifen, denn wir wissen ja bereits, dass

oA = cost —sint
~\sint cost

fiir alle Zeiten ¢ gilt.?

(b) Sei

0 1 22
A= e R“"~.

Dann hat A nur den Eigenwert 0; seine geometrische Vielfachheit ist 1
und seine algebraische Vielfachheit ist 2, also ist dieser Eigenwert nicht
semi-simpel.

Somit hat A zwar Spektralschranke 0, aber auf der imagindren Achse
liegt ein nicht-semi-simpler Eigenwert. Laut Satz 8.1.5 gilt also in diesem
Beispiel sup;c(g,o) ||etA|| = co.

8Vgl. zu diesem Beispiel iibrigens auch die Einstiegsfrage (c) des Kapitels 8.

167



8. LANGZEITVERHALTEN AUTONOMER SYSTEME

168

Dieses Beispiel ist ebenfalls so einfach, dass wir diese Aussage auch
direkt nachrechnen konnen: Fur alle Zeiten ¢ gilt

1 ¢
tA _
“fo 1)

also sehen wir hier ebenfalls, dass e fiir t — oo nicht beschrankt ist.

(c) Sei nun

-1 1
A= RZXZ.
[0 4)em

dies ist fast dasselbe Beispiel wie in (b), lediglich um —id verschoben.
Also ist nun —1 der einzige Eigenwert von A, d.h. A hat die Spektral-
schranke —1. Somit folgt aus Satz 8.1.1, dass es ein 0 >0 und ein M > 1
gibt mit der Eigenschaft

||etA|| < Me™?

fir alle t € [0,00). Auch in diesem einfachen Beispiel konnen wir dies
direkt nachrechnen: Fur alle Zeiten ¢ gilt

1 ¢t
tA _  —t
¢ =¢ (0 1)’

also gilt fiir jedes 6 € (0,1), dass ||e‘5tetA“ fir t € [0,00) beschrankt ist
durch eine Zahl M > 1 (welche von der Wahl von 6 abhingt). Folglich
ist ||etA|| < 7'M fiir alle t € [0, 0). Dass wir 6 € (0,1) wihlen konnen,
ist auch konstistent mit Bemerkung 8.1.2(b).

8.2 Stabilitat und Attraktivitat

Wir wollen im Rest von Kapitel 8 auch das Langzeitverhalten der Losungen
von nichtlinearen Differentialgleichungen studieren. Dazu bendtigen wir ein
paar Begriffe, die wir im aktuellen Abschnitt 8.2 einfithren. Wie zu Beginn
von Kapitel 8 angekiindigt betrachten wir im ganzen Kapitel nur autonome
Systeme.

Definition 8.2.1 (Equilibrium). Sei Q C R4 offen und nichtleer und sei / :
Q — R4 lokal Lipschitz stetig. Ein Punkt x* € Q heift Equilibrium (oder auch
Gleichgewichtspunkt oder Ruhelage) der Differentialgleichung
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wenn die konstante Funktion R 3 t — x* € R? eine Losung der Differential-
gleichung ist.

Anders formuliert: Der Punkt x* ist ein Equilibrium genau dann, wenn
h(x*) = 0 gilt.

Aufgabe 8.2.2. Zeigen Sie, dass die beiden Aussagen, deren Aquivalenz in
Definition 8.2.1 behauptet wird, tatsachlich aquivalent sind.

Wir erwahnen ein paar einfache Beispiele:

Beispiele 8.2.3.  (a) Sei A € R™?. Dann ist der Nullpunkt ein Equilibrium
der linearen Differentialgleichung

xX(t) = Ax(t).

Falls die Matrix A vollen Rang hat, ist der Nullpunkt das einzige Equili-
brium.

(b) Seien ¢,d > 0. Wir betrachten wieder einmal die logistische Gleichung

b(t) = (c—db(1))b(t),

die wir in Beispiel 2.1.3 eingefiihrt hatten. Offensichtlich besitzt die
Gleichung genau zwei Equilibria, nimlich die beiden Zahlen 0 und 7.

(c) Seien c¢,d > 0. Wir betrachten noch einmal das SIS-Epidemie-Modell
aus Beispiel 7.3.9, d.h. die Differentialgleichung

S(t)\ _ [—cI(t)S(t)+dI(t)
I'(t)) _( cl(t)S(t)—dI(t) )

Ein Punkt (s,i) € R? ist genau dann ein Equilibrium dieser Gleichung,
wenn —cis +di = 0 gilt. Somit sind alle Punkte der Form (s,0) mit s e R —
also die komplette s-Achse — Equilibria’?, und ebenso sind alle Punkte
der Form (%, i)mitieR Equilibrialo.

Wir interessieren uns insbesondere fiir die Stabilitat und die Attraktivitdt
eines Equilibriums. In der folgenden Definition prazisieren wir den Begriff
Stabilitit; Uber Attraktivitit sprechen wir weiter unten in Definition 8.2.7.

Definition 8.2.4 (Stabilitit eines Equilibriums). Sei QO C R? offen und nicht-
leer und sei h : Q — R¥ lokal Lipschitz stetig. Sei x* € Q ein Equilibrium der
Differenialgleichung

Das Equilibrium x* heif3t. ..

9Wovon aber natiirlich nur die Punkte mit s > 0 biologisch relevant sind.
10Wovon natiirlich nur die Punkte mit i > 0 biologisch relevant sind.

169



8. LANGZEITVERHALTEN AUTONOMER SYSTEME

170

(i) ...stabil, falls es fur jede Umgebung W C Q) von x* eine Umgebung
U € Q) von x* mit folgender Eigenschaft gibt: Fiir jeden Startwert xq € U
existiert die Losung x des Anfangswertproblems

{ #(t) = h(x(1)),

x(0) = xg
global nach rechts und liegt fiir alle t € [0,00) in W.
(ii) ...instabil, wenn es nicht stabil ist.

Fur lineare Differentialgleichungen kann man Stabiltiat des Equilibriums
0 ganz leicht beschreiben; dies tun wir in folgender Proposition:

Proposition 8.2.5. Sei A € R?. Das Equilibrium 0 der Differentialgleichung
x(t) = Ax(t)
ist genau dann stabil, wenn die dquivalenten Aussagen aus Satz 8.1.5 erfiillt sind.

Beweis. ,=“ Sei die Ruhelage 0 stabil, und sei W C R? die abgeschlossene
Einheitskugel; diese ist eine Umgebung von 0. Dann gibt es laut Definition
der Stabilitit eine Umgebung U von 0 mit der Eigenschaft e4x, € W fiir
alle t € [0,00) und alle x; € U. Wir wahlen nun ein ¢ > 0 derart, dass die
abgeschlossene Kugel mit Radius € um 0 in U enthalten ist.

Dann gilt fiir alle xy € R? mit Norm |jx,|| < ¢, dass xq € U ist und somit
||etAx0|| <1 fiir alle t € [0, o) ist. Fiir alle xy € R? mit Norm hochstens 1 folgt
daraus aber, dass ||etAx0|| < % fur alle t € [0, c0) ist. Somit ist

A 1
e < 2

fur alle t € [0, c0) gezeigt.

»=" Sei C = supye(o o) ||etA| € [1,00), und sei W C R4 eine Umgebung von
0. Dann gibt es ein ¢ > 0 derart, dass die abgeschlossene Kugel mit Radius ¢
um 0 in W liegt. Wir wihlen nun U als die abgeschlossene Kugel um 0 mit
Radius &. Dann gilt fiir jedes xj € U und jedes t € [0, c0) die Abschatzung

€
||etAx0|| < ||etA|| |[xoll < CE =g,

und somit e'4x, € W. O

Beispiel 8.2.6. Fur die Matrix
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hatten wir in Beispiel 8.1.6(a) bereits besprochen, dass die dquivalenten Aus-
sagen von Satz 8.1.5 erfiillt sind. Also ist das Equilibrium 0 der Differential-
gleichung x(t) = Ax(t) laut Proposition 8.2.5 stabil.

Zugleich verhalten sich alle Losungen der Gleichung

() = Ax(t)

periodisch (mit Periode 27), d.h. die Losungen konvergieren nicht gegen das
Equilibrium 0 fiir t — oo (es sei denn der Startwert ist bereits 0).

Der letzte Satz in vorangehendem Beispiel zeigt, dass Stabiltitat etwas
anderes ist als Konvergenz der Losungen gegen das Equilibrium. Mit Konver-
genz der Losungen gegen Equilibria beschéaftigen wir uns in der folgenden
Definition.

Definition 8.2.7 (Attraktitivit und asymptotische Stabiltitit eines Equili-
briums). Sei Q CR¥ offen und nichtleer und sei i : Q — R lokal Lipschitz
stetig. Sei x* € () ein Equilibrium der Differenialgleichung

Das Equilibrium x* heif3t...

(i) ...attraktiv, falls es eine Umgebung U C Q) von x* mit folgender Ei-
genschaft gibt: Fiir jeden Startwert x, € U existiert die Losung x des
Anfangswertproblems

global nach rechts und konvergiert fur t — oo gegen x".
(ii) ...asymptotisch stabil, wenn es stabil und attraktiv ist.

Fur lineare Differentialgleichungen haben wir Attraktivitat der Ruhelage
0 im Grunde bereits in Abschnitt 8.1 charakterisiert. Wir fassen dies in der fol-
genden Proposition noch einmal unter Verwendung der soeben eingefithrten
Terminologie zusammen:

Proposition 8.2.8. Sei A € R?. Das Equilibrium 0 der Differentialgleichung
x(t) = Ax(t)

ist attraktiv genau dann, wenn es asymptotisch stabil ist, genau dann, wenn es die
dquivalenten Aussagen aus den Sdtzen 8.1.1 und 8.1.3 erfiillt.
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Beweis. Der Beweis ist leicht, wenn man die Ergebnisse aus Abschnitt 8.1
verwendet. Die Details besprechen wir in den Ubungen. O]

Fir die Ruhelage 0 von linearen Differentialgleichungen ist Attraktivitat
also dasselbe wie asymptotische Stabilitit'!. Es gibt aber tatsichlich Beispiele
nicht-linearer Differentialgleichungen mit einem Equilibrium, dass zwar at-
traktiv, aber nicht stabil ist'?; aus diesem Grund ist der Begriff asymptotisch
stabil im Allgemeinen tatsichlich etwas stirker als der Begriff attraktiv.!3

In den nachfolgenden beiden Abschnitten werden wir Methoden bespre-
chen, mit denen man nachweisen kann, das ein Equilibrium asymptotisch

stabil ist.

8.3 Linearisierte Stabilitat

In diesem Abschnitt betrachten wir ein Equilibrium x* einer autonomen
Differentialgleichung mit rechter Seite h. Wir nehmen zusatzlich an, dass h
stetig differenzierbar ist und zeigen, dass man mit Hilfe der Ableitung von
h im Punkt x* — also anhand der Matrix Dh(x*) € R?“ — in manchen Fillen
nachweisen kann, dass das Equilibrium asymptotisch stabil ist x*. Dies ist der
Inhalt des folgendes Satzes:

Satz 8.3.1 (Linearisierte Stabilitit). Sei Q C R? nicht-leer und offen, und sei
h:Q — RY stetig differenzierbar. Auflerdem sei x* € Q ein Equilibrium der
Differentialgleichung

Wenn s(Dh(x*)) < 0 gilt' — d.h. wenn alle Eigenwerte der Matrix Dh(x*) Realteil
< 0 haben —, dann ist das Equilibrium x* asymptotisch stabil.

Bevor wir den Satz beweisen, ist es sinnvoll ein paar Worte zur Bezeich-
nung Linearisierte Stabilitit zu verlieren: Erinnern Sie sich zunachst daran,
dass die Definition der Ableitung von h im Punkt x* — also der Matrix Dh(x*) —
gerade so ist, dass man die Funktion h fiir Punkte y € (), die nahe an x* liegen,
gut approximieren kann durch die Formel

h(y) = h(x") + Dh(x")(y — x"); (8.1)

1n anderen Worten: Attraktivitit der Ruhelage 0 impliziert fiir lineare Differentialglei-
chungen bereits Stabilitat.

12 Auch wenn dies auf den ersten Blick vermutlich etwas iiberraschend wirkt.

13Bitte beachten Sie auch nochmals, dass der Begriff asymptotisch stabil auch stirker ist als
der Begriff stabil; dies gilt sogar im linearen Fall, wie wir in Beispiel 8.2.6 gesehen hatten.

14An dieser Stelle sei daran erinnert, dass die Spektralschranke s(A) einer Matrix A € RAxd
definiert ist als das Maximum der Realteile aller Eigenwerte von A.
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hierbei bedeutet ,gut approximieren®, dass der Fehler zwischen der lin-
ken und der rechten Seite dieser ,approximativen Gleichheit” schneller als
||y - x"” gegen 0 strebt, wenn y gegen x* geht.

Nun ist x* in Satz 8.3.1 aber ein Equilibrium, d.h. es gilt h(x*) = 0. Damit
tallt in der Approximation (8.1) der Term nullter Ordnung weg — es ist also

h(y) ~ Dh(x")(y - x7)

fur y nahe bei x*. Stellen Sie sich jetzt zum Schluss noch der Einfachkeit
halber vor, dass das Equilibrium x* gleich dem Nullpunkt ist!>; dann ist
h(y) = D(h*)y fur alle y, die nahe am Equilibrium x* = 0 liegen — und somit
stimmt die Differentialgleichung

zumindest in einer Umgebung des Nullpunkts naherungsweise mit der linea-
ren Differentialgleichung

%(t) = Dh(x")x(t)

uberein. Die Bedingung s(Dh(x")) < 0 in Satz 8.3.1 besagt gerade, dass das
Equilibrium 0 dieser linearen Differentialgleichung asymptotisch stabil ist
(siehe Proposition 8.2.8 und Satz 8.1.1(iv)). Damit besagt der Satz 8.3.1 von
der linearisierten Stabilitat also:

Das Equilibrium x* von x(t) = h(x(t)) (das wir nach Verschiebung als
gleich 0 annehmen konnen) ist asympotisch stabil, falls das Equilibrium 0 der
linearisierten Differentialgleichung x(t) = Dh(x*)x(t) asymptotisch stabil ist.'®

Mit den oben stehenden Erlauterungen ist iibrigens auch schon die Be-
weisstrategie fiir Satz 8.3.1 beschrieben. Lassen Sie uns diese Strategie nun im
Detail ausfiihren.

Beweis von Satz 8.3.1. Wir beginnen mit zwei einfachen Beobachtungen:

* Ohne Einschrankung konnen (und werden) wir x* = 0 annehmen (an-
sonsten verschieben wir () und h entsprechend).

» Wenn wir die rechte Seite / auf eine kleinere Menge Q C Q) einschrin-
ken!” und fiir die resultierende Differentialgleichung die asymptotische
Stabilitat des Equilibriums 0 zeigen, so gilt fiir die urspriinliche Differen-
tialgleichung ebenfalls die asymptotische Stabilittat des Equilibriums 0;
dies folgt sofort aus der Definition der Begriffe stabil und attraktiv.

I5Diese Vorstellung ist gar nicht so weit weg von der Realitit: Wir konnen immer x* = 0
erreichen, indem wir die ganze Situation um den Vektor —x* verschieben.

16Die umgekehrte Implikation gilt iibrigens nicht.

17Wobei Q ebenfalls nicht-leer und offen ist.
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Also konnen (und werden) wir ab sofort annehmen, dass Q eine offene
Kugel mit Mittelpunkt 0 und Radius R > 0 ist. Wir konnen (und werden)
auBlerdem annehmen, dass h auf Q beschrinkt ist.!8

Wir verwenden von nun an die Abkiirzung A := Dh(x*) = Dh(0). Also konnen
wir h schreiben als

h(y)=Ay+r(y) furyeQ,

wobei der Restterm r: Q) — R? eine Funktion ist derart, dass ||r(y)|| fury —
x* = 0 schneller als ||y|| gegen 0 geht. Anders ausgedruckt bedeutet dies: Es
gibt eine stetige und monoton wachsende Funktion 7 : [0,R] — [0, c0) mit
17(0) = 0 und ||r(y)|| < q(”y”) ||y|| fiir alle y € Q.17

Laut Vorraussetzung ist s(A) < 0, also gibt es laut Satz 8.1.1(iii) und (iv)
Zahlen M > 1 und 6 > 0 derart, dass ||etA|| < Me™? fiir alle t € [0, 00) ist. Die
Idee ist nun mit Hilfe des Gronwall-Lemmas die Norm der Losungen unserer
Differentialgleichung abzuschatzen.

Sei also I C R ein nichtleeres Intervall mit 0 € I und sei x : [ — Q ei-
ne Losung von x(t) = h(x(t)). Dies bedeutet anders geschrieben, dass x die
Differentialgleichung

x(t) = Ax(t) + r(x(t))

auf I erfiillt. Aus der Faltungsformel in Korollar 5.6.3 folgt nun (mit b(t) =

r(x(t)))

t
x(t) = e x(0) + j e =94 (x(s)) ds
0

fur alle t € I. Fur diejenigen Zeiten t € I, die > 0 sind, folgt hieraus

rt 3
()]l < Me ! [lx(0)| + | Me I |jr(x(s)) ds
JO
) rt )
< Me™°||x(0)|| + ) Me™? Sy (|lx(s)l) 1x(s)I| ds
J
- rt N
< Me ! ||x(0)]| + ) Mey (o) ||x(s)|| ds,
J

18Denn wenn h nicht beschrinkt ist, verkleinern wir den Radius R noch ein wenig, wodurch
wir die Beschranktheit von h erreichen.
19Hierbei verwenden wir, dass Q eine Kugel mit Radius R und Mittelpunkt 0 ist. Man kann

zum Beispiel #(a) = sup{% e, 0< Hy” < g} fir a € (0,R) wihlen. Im Punkt 0 wahlt

man 7 gleich 0, und im Punkt R setzt man # durch 7(R) = lim,1g 77(a) fort. Die Stetigkeit von 7
in 0 rithrt gerade daher, dass r(p) fiir “y” — 0 schneller als ||y|| gegen 0 geht.

Dass wir 1 auch an der Stelle R — und nicht nur auf dem halboffenen Intervall [0,R) —
definieren, ist nur ein notationeller Trick; er erleichtert nachher die Rechnung ein wenig.
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wobei o := sup{||x(t)| : t € I} ist>’. Wenn wir (t) := e ||x(t)|| fiir alle t € I mit
t > 0 definieren, dann folgt also fiir all solche t die Abschitzung

t
P(t) < Mx(0)] +j0 Mig(o) (s) ds.

Das Grownwall-Lemma 7.1.1 zeigt, dass aus dieser Integralungleichung die
explizite Ungleichung

ap(t) < MM |Ix(0)]],
und somit
llx(B)]] < M@= M |1 (0) (8.2)

fur alle t € I mit t > 0 folgt.
Nun wahlen wir ein a € (0, R), fiir welches 7/(a) so klein ist, dass M#(a)—0 <
0 gilt; dies ist moglich, da r im Punkt 0 stetig und gleich 0 ist. Fir jedes
b € (0,a] folgt dann die folgende Eigenschaft unserer Differentialgleichung:
(*) Wenn xy € QO mit M||xg|| < b ist und x : I, — Q die Losung des
Anfangswertproblems

x(0) = xq

{ x(t) = h(x(t)),

bezeichnet, die auf dem maximalen Existenzintervall definiert ist, dann gilt
lx(2)|| < b fur alle t € I, mit ¢t > 0:

Andernfalls konnten wir namlich das kleinste f € I, N[0, co) wihlen, fir
welches [|x(#)|| > b gilt. Dann wire £ > 0 (wegen [|x(0)]| = [lxoll < M [lxoll < b)
und fur die Einschrankung der Losung x auf das Intervall [0, f) wirde o :=
sup,¢(o,¢) IX()ll < b und folglich 7(o) < 7(b) < 7(a) gelten. Dann erhielten wir
aber aus der oben gezeigten Ungleichung (8.2), dass

llc ()]l < M lxoll

fur alle € [0, f) ist. Wegen der Stetigkeit von x folgt dann aber auch ||x(f)|| <
M ||xo|| < b, was im Widerspruch zur Definition von f steht. Also ist () bewie-
sen.

Aus der Aussage () konnen wir jetzt leicht die Stabilitat und die Attrakti-
vitat des Equilibriums 0 folgern:

Stabiltitat: Sei W C () eine Umgebung von x* = 0. Dann gibt es ein ¢ > 0
derart, dass die abgeschlossene Kugel mit Radius ¢ und Mittelpunkt 0 in W

20 An dieser Stelle ist es praktisch, dass wir 7 auch an der Stelle R definiert hatten: Obwohl
namlich ||x(¢)|| < R fiir alle ¢ € I gilt, kann das Supremum ¢ unter Umstanden dennoch gleich
R sein.
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enthalten ist. Wir setzen b := min{a, ¢} und wahlen U als die offene Kugel um 0
mit Radius % Fur einen Startwert x € U erfullt dann die Losung x : I;;,, — Q
des zugehorigen Anfangswertproblems wegen (*) die Eigenschaft ||x(t)|| < b <
a <R fur alle 0 < t € I ;4. Die Charakterisierung des Randverhaltens von
Losungen, die wir in Korollar 4.3.8 bewiesen haben, zeigt somit, dass der
rechte Randpunkt von I,,,, gleich oo ist — d.h. die Losung x existiert global
nach rechts. Auflerdem ist wegen ||x(t)|| < b < ¢ der Vektor x(¢) in W enthalten
fur jedes t > 0. Dies zeigt die Stabilitat des Equilibriums 0.

Attraktivitit: Es sei U die offene Kugel um 0 mit Radius 7. Sei xg € U
und sei x : I, — Q die Losung des Anfangswertproblems mit Startwert
Q). Wegen (x) gilt dann ||x(t)|| < a < R fir alle 0 < t € I 1,4, also folgt auch
hier aus der Charakterisierung des Randverhaltens in Korollar 4.3.8, dass
die Losung x global nach rechts existiert. Auflerdem konnen wir nun die
Ungleichung (8.2) auf die Losung x anwenden; wegen ¢ < a ist der Faktor
M (o) -6 im Exponenten negativ, also folgt x(t) — 0 fiir ¢t — co. ]

Wir disktuieren zwei Beispiele fiir die Anwendungen dieses Satzes.
Beispiele 8.3.2. (a) Lassen Sie uns wieder einmal die logistische Gleichung
b(t) = ((c—db(t))b(t)

mit Konstanten c,d > 0 betrachten. Diese Differentialgleichung besitzt
offenbar die Equilibria 0 und 5 (dies hatten wir auch schon in Bei-
spiel 8.2.3(b) kurz besprochen).

Die rechte Seite konnen wir schreiben als h(b(t)) schreiben mit
h:Rsy—>(c-dy)yeR.
Fur die Ableitung von h gilt Dh(y) = ¢ — 2dy fur alle y € R. Somit ist

Dh(%) :c—ng - <0,

Der einzige Eigenwert der Matrix Dh(5) € R'*! = R ist somit gleich —c,
also negative Deshalb ist das Equilibrium § laut Satz 8.3.1 asymptotisch
stabil.

Das Equlibrium 0 werden wir in Beispiel 8.3.6 besprechen.

(b) Lassen Sie uns die zwei-dimensionale Differentialgleichung

betrachten, wobei
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(}’1) = (}’12 - —yz;ylyz)
j%) Y1+,

ist.2!

Es ist h(0) = 0, d.h. der Nullpunkt ist ein Equilibrium der Differential-
gleichung. Die Ableitung von h ist gegeben durch

2y -1+ -1+
Dh(})):( n ) Y2 2y2y1)

fiir alle y € R?, und somit ist
-1 -1
Dh(0) = ( 1 0 )

Man kann leicht ausrechnen, dass diese Matrix die Eigenwerte #

und 4%“5 besitzt. Also ist die Spektralschranke von Dh(0) gleich —%;
deshalb konnen wir Satz 8.3.1 anwenden und erhalten, dass das Equili-
brium 0 der Differentialgleichung asymptotisch stabil ist.

In Beispiel 8.3.2(b) konnten wir die Eigenwerte von Dh(0) leicht aus-
rechnen. Es gibt aber auch Beispiele, in denen dies nicht so leicht moglich
ist — insbesondere dann, wenn in der Differentialgleichung auch Parameter
vorkommen. In solchen Fallen ist es naturlich hilfreich, wenn wir andere
Kriterien dafur haben, dass die Spektralschranke einer Matrix kleiner als 0
ist. Ein einfaches Beispiel fiir solch ein Kriterium im Fall von 2 x 2-Matrizen
ist die folgende Proposition:

Proposition 8.3.3 (Routh-Hurtwitz-Kriterium?? im 2D-Fall?3). Sei A € R>2,

Dann sind dquivalent:
(i) Es gilt s(A)<O.
(ii) Es gilt spur(A) < 0 und det(A) > 0.

Beweis. Der Beweis ist eine schone Ubungsaufgabe, die wir auf Blatt 13 dis-
kutieren. O]

21Dijes ist ein konstruiertes Beispiel um die Anwendung von Satz 8.3.1 mit moglichst
einfachen Zahlen zu demonstrieren; das Beispiel ist also nicht durch irgendein konkretes
Modell motiviert.

22Benannt nach Edward John Routh (1831 — 1907), englischer Mathematiker, und Adolf
Hurwitz (1859 — 1919), deutscher Mathematiker.

23gs gibt auch ein Routh—-Hurwitz-Kriterium fur hoher-dimensionale Matrizen, welches
aber komplizierter ist; siehe die Literaturverweise am Ende von Abschnitt 8.3.
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Nun, da wir dieses Kriterium angesprochen haben, lohnt es sich nochmals
einen Blick auf Beispiel 8.3.2(b) zu werfen,

Beispiel 8.3.4. In Beispiel 8.3.2(b) war die Ableitung von h im Equilibrium 0
gegeben durch

Dh(0) = (_11 _01)

Es gilt spur(Dh(0)) = =1 < 0 und det(Dh(0)) = 1 > 0, also folgt aus dem
zwei-dimensionalen Routh—-Hurwitz-Kriterium in Proposition 8.3.3, dass die
Spektralschranke von Dh(0) kleiner als 0 ist.

Selbst fiir solch ein simples Zahlenbeispiel kann es also einfacher sein das
Routh-Hurtwitz-Kriterium anzuwenden, als die Eigenwerte konkret auszu-
rechnen.

Es gibt auch eine umgekehrte Variante des Satzes von der linearisierten
Stabilitat: Wenn die Spektralschranke s(Dh(x")) strikt grofSer als 0 ist, dann ist
das Equilibrium x* instabil. Die Details hierzu finden Sie in folgendem Satz.

Satz 8.3.5 (Linearisierte Instabilitit?*). Sei Q C R? nicht-leer und offen, und
sei h: Q) — RY stetig differenzierbar. Auferdem sei x* € Q ein Equilibrium der
Differentialgleichung

Wenn s(Dh(x*)) > 0 gilt — d.h. wenn die Matrix Dh(x") einen Eigenwert mit
Realteil > 0 besitzt —, dann ist das Equilibrium x* instabil.

Beweis. Der Beweis ist etwas aufwendiger als der Beweis von Satz 8.3.1. Wir
veweisen fur den Beweis auf die Literatur, z.B. auf [PW19, Satz 5.4.1(2.)]. O

Beispiel 8.3.6. Wie in Beispiel 8.3.2(a) angekundigt kommen wir noch einmal
zur logistischen Gleichung

b(t) = ((c—db(t))b(t)

(mit ¢,d > 0) zuruck und untersuchen nun die Stabilitatseigenschaften des
Equilibriums 0: Es gilt Dh(0) = ¢ > 0, und somit folgt aus Satz 8.3.5, dass das
Equilibrium 0 instabil ist.

Anschaulich sollte dies keine Uberraschung sein: Wenn es 0 Bakterien
ins unserer Petrischale gibt, konnen diese sich auch nicht vermehren; somit

24Dje Bezeichnung Linearisierte Instabilitit scheint in der Literatur allerdings recht uniiblich
zu sein; wenn Sie eine Bezeichnung verwenden wollen, die moglichst weitldufig verstanden
wird, ist es wahrscheinlich besser, wenn Sie beide Satze 8.3.1 und 8.3.5 als Satz von der
linearisierten Stabilitit bezeichnen.
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bleibt es auch bei der Anzahl 0 — dies besagt, dass 0 ein Equilibrium ist.
Wenn wir aber diese Zahl 0 ein klein wenig storen — also ein paar Baktieren
in der Petrischale platzieren — beginnen diese, sich zu vermehren, und die
Bakterienanzahl entwickelt sich somit weg von 0; dies bedeutet, dass das
Equilibrium 0 instabil ist.

Die beiden Satze 8.3.1 und 8.3.5 lassen die Frage offen, was im Falle
s(Dh(x")) = 0 passiert. Tatsachlich ist es so, dass man nur anhand der Informa-
tion s(Dh(x")) = 0 nicht entscheiden kann, welche Stabilitatseigenschaften das
Equilibrium x* besitzt. Hierzu kann man entsprechende Beispiele konstruie-
ren, die wir an dieser Stelle aber nicht besprechen.

Literaturstellen und verwandte Ergebnisse. Auch fiir Matrizen A € R%*4
in hoherer Dimension ldsst sich die Frage, ob s(A) < 0 gilt, mit Hilfe eines
Kriteriums von Routh—Hurtwitz untersuchen. Mehr dazu konnen Sie zum
Beispiel in [PW19, Seiten 119-120] nachlesen.

Das Resultat in Proposition 8.3.3 ist ein Spezialfall dieses allgemeinen
Routh-Hurwitz-Kriteriums.

8.4 Ljapunov-Funktionen

Der Satz 8.3.1 uber die linearisierte Stabilitat ist sehr niitzlich, weil er ein
recht allgemeines Verfahren liefert, um die asymptotische Stabilitat eines
Equilibriums zu zeigen: Man linearisiere die rechte Seite h der Differential-
gleichung und bestimme die Spektralschranke. Allerdings hat der Satz die
folgenden Nachteile:

* Manchmal ist es nicht leicht, die Spektralschranke einer Matrix zu be-
stimmen. Dies gilt insbesondere dann, wenn die Matrix hohe Dimension
hat oder wenn Parameter in ihr vorkommen. Auch das Routh-Hurwitz-
Kriteriu kann hier nicht immer Abhilfe schaffe — denn es gibt zwar eine
Variante dieses Kriteriums, die in beliebiger Dimension gilt, aber diese
wird mit steigender Dimension sehr komplex.

* Der Satz macht keine Aussage, wenn die Spektralschranke gleich 0 ist.
Manchmal hat man aber auch unter diesen Umstanden asymptotische
Stabilitat des Equilibriums; also mochte man gerne eine Methode haben,
mit der man auch solche Fille behandeln kann.

¢ Der Satz liefert nur ein lokales Ergebnis: Uber Startwerte, die weit weg
vom Equilibrium liegen, sagt der Satz nichts auf.?> Manchmal ist es aber

25Bitte sehen Sie sich hierzu noch einmal die Definition von Attraktivitit an (Definition 8.2.7)
und machen Sie sich dabei klar, weshalb dies eine lokale Eigenschaft ist.
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naheliegend zu erwarten, dass ein Equilibrium global attraktiv ist — d.h.
dass alle Losungen der Differentialgleichung gegen das Equilibrium
konvergieren, und zwar unabhangig davon, wo der Startwert liegt.

In diesem Abschnitt werden wir zwei Satze besprechen, die fir die oben
stehenden Punkte manchmal Abhilfe schaffen — Voraussetzung dieser Satze
ist aber jeweils, dass man eine Ljapunov-Funktion?® findet, die geeignete
Zusatzeigenschaften besitzt?”.

Der erste der zwei Satze in diesem Abschnitt gibt ein hinreichendes Krite-
rium fiir Stabilitat mit Hilfe einer Ljapunov-Funktion an:

Satz 8.4.1 (Stabilitit mittels Ljapunov-Funktion). Sei Q C R? offen und
nicht-leer und sei h : Q — R? lokal Lipschitz-stetig. Zudem sei V : Q — R
eine Ljapunov-Funktion fiir die Differentialgleichung x(t) = h(x(t)).

Wenn x* € Q ein Equilibrium der Differentialgleichung %(t) = h(x(t)) und
zugleich ein striktes (lokales) Minimum von V ist, dann ist x* stabil.

Beweis. Sei W C () eine Umgebung von x*. Weil x* ein striktes lokales Mi-
nimum von V ist, gibt es ein ¢ > 0 derart, dass die abgeschlossene Kugel B
mit Radius € und Mittelpunkt x* einerseits komplett in W liegt, und dass
andererseits V(y) > V(x”) fiir alle y € B gilt. Sei nun g € R der minimale Wert
von V auf dem Rand der Kugel B. Aus Kompaktheitsgriinden existiert dieser
minimale Wert und ist zudem grofSer als V(x*).

Mit U bezeichnen wir den Durchschnitt des Urbilds V‘l((—oo, B )) mit der
offenen Kugel mit Radius ¢ und Mittelpunkt x*. Dann ist U eine offene Umge-
bung von x*, die komplett in W enthalten ist. Weil V eine Ljapunov-Funktion
ist, ist das Urbild V‘l((—oo,ﬁ)) positiv invariant fur unsere Differentialglei-
chung, und weil V uberall auf dem Rand von B mindestens gleich g ist, kann
eine Losung, die in vl ((—oo, /)’)) startet, fiir positive Zeiten niemals den Rand
von B erreichen. Also ist auch U positiv invariant fiir unsere Differentialglei-
chung.

Weil U in der kompakten Teilmenge B von (2 enthalten ist, existiert also
jede Losung, die in U startet, global nach rechts — dies folgt aus der Charakte-
risierung des Randverhaltens in Satz 4.3.6. Zudem bleibt eine Losung, die in
U startet, wegen der positiven Invarianz fir alle Zeiten t > 0 in U und somit
in W. Damit ist die Stabilitat des Equilibriums x* gezeigt. O]

Fiur den zweiten Satz, den wir in diesem Abschnitt behandeln wollen,
benotigen wir den Begriff der strikten Ljapunov-Funktion, welcher eine Ver-

26 Zur Erinnerung: Ljapunov-Funktionen hatten wir in Definition 4.4.1 eingefiihrt. Es ist
empfehlenswert, dass Sie sich den Unterabschnitt Ljapunov-Funktionen von Abschnitt 4.4 noch
einmal durchlesen, damit Sie sich an diesen Begriff und seine Eigenschaften erinnern.

27Und dies ist nicht immer einfach.
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scharfung des Begriffs Ljapunov-Funktion ist. Um der Konsistenz mit De-
finition 4.4.1 Willen fithren wir den Begriff unter denselben allgemeinen
Bedingungen wie in dieser Definition ein — auch wenn wir ihn im Folgenden
nur fur autonome Differentialgleichungen benotigen.

Definition 8.4.2 (Strikte Ljapunov-Funktion). Seien I C R und Q C R?
nichtleer und offen, wobei I ein Intervall sei. Sei f : I x Q — R? stetig und
erfulle die lokale Lipschitz-Bedingung.

Eine stetige Funktion V : (3 — R heif3t strikte Ljapunov-Funktion fiir die
Differentialgleichung

x(t) = f(t, x(t)),

falls fiir jedes nicht-triviale Intervall ] C I und jede nicht-konstante Losung
x : ] — Q dieser Differentialgleichung gilt: Die Funktion

Vox: ]t V(x(t)eR
ist streng monoton fallend.

Jede strikte Ljapunov-Funktion ist also eine Ljapunov-Funktion; umge-
kehrt ist eine Ljapunov-Funktion sogar strikt, wenn Sie entlang nicht kon-
stanter Losungen nicht nur monoton fallend, sondern sogar streng monoton
fallend ist.

In Proposition 4.4.2 hatten wir Ljapunov-Funktionen mit Hilfe der soge-
nannten orbitalen Ableitung (VV(v), f (t,y)) charakterisiert. Fur strikte Ljapunov-
Funktionen ist eine Charakterisierung nicht so einfach moglich — aber zumin-
dest liefert die orbitale Ableitung ein hinreichendes Kriterium dafiir, dass
eine Funktion V eine Ljapunov-Funktion ist.

Proposition 8.4.3. Seien I, () und f wie in Definition 8.4.2. Es sei V : (Q - R
stetig differenzierbar.

Fiir alle y € Q), die kein Equilibrium der Differentialgleichung x(t) = f(t,x(t))
sind, und fiir alle t € I gelte (VV (v), f(t,v)) < 0. Dann ist V eine strikte Ljapunov-
Funktion fiir die Differentialgleichung x(t) = f (¢, x(t)).

Beweis. Der Beweis ist genauso einfach wie der Beweis der Implikation ,,(ii)
= (1)“ in Proposition 4.1.11. Man muss lediglich zusatzlich beachten, dass
eine nicht-konstante Losung niemals durch ein Equilibrium verlaufen kann
(dies folgt aus dem globalen Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof, den wir
in Korollar 4.1.12 besprochen haben). ]

Die umgekehrte Implikation gilt in obiger Proposition nicht. Ein Beispiel,
welches dies zeigt, werden wir in den Ubungen diskutieren.
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Nun folgt der zweite Satz in diesem Abschnitt; er zeigt, dass man strikte
Ljapunov-Funktionen verwenden kann, um fiir manche Differentialgleichun-
ge Attraktivitit?® eines Equilibriums zu zeigen.

Satz 8.4.4 (Globale Attraktivitit mittels Ljapunov-Funktion). Sei Q) C R?
offen und nicht-leer und sei h: QO — RY lokal Lipschitz-stetig. Es sei V : Q) — R
eine strikte Ljapunov-Funktion fiir die Differentialgleichung x(t) = h(x(t)), welche
die folgenden beiden Eigenschaften erfiillt:*°

(a) Esgilt lirn”},”_>c>o V(y) = co.
(b) Esgiltlim,_,5q V(y) = co.

Wenn die Differentialgleichung x(t) = h(x(t)) genau ein Equilibrium x* € Q) besitzt,
dann konvergieren alle Losungen®® der Differentialgleichung %(t) = h(x(t)) fiir
t — oo gegen x*.

Einen Beweis des Satzes konnen Sie, wenn Sie mochten, in den Erganzun-
gen 8.5 nachlesen. Innerhalb der Vorlesung verzichten wir auf den Beweis;
stattdessen machen wir die folgende Bemerkung und diskutieren anschlie-
end ein Beispiel.

Bemerkung 8.4.5. Im Gegensatz zu Satz 8.4.1 haben wir in Satz 8.4.4 nicht
explizit angenommen, dass x* ein Minimum von V ist. Man kann sich aber
leicht tiberlegen, dass die iibrigen Voraussetzungen in Satz 8.4.4 implizieren,
dass x* automatisch ein globales Minimum von V ist.

Als einfaches Anwendungsbeispiel fur Satz 8.4.4 diskutieren wir noch
einmal die logistische Gleichung auf dem Zustandsraum (0, 0):

Beispiel 8.4.6. Es seien wieder c,d > 0 und wir betrachten erneut die logisti-
sche Gleichung

b(t) = (c—db(t))b(t)

auf dem Zustandsraum (0, o). Die rechte Seite bezeichnen wir mit k : (0, c0) —
R, d.h. es sei h(y) = (c —dy)y fur alle y € (0, 00). Offensichtlich ist das einzige
Equilibrium der Differentialgleichung im Zustandsraum (0, c0) der Punkt
Xi= g

In Beispiel 4.4.4 hatten wir bereits gezeigt, dass

Sy (e—dy)?

V:(0,00) >R, V(y)= fiir y € (0, 00)

2850gar globale Attraktitivit.

29Diese beiden Eigenschaften hatten wir bereits in Satz 4.4.3 betrachtet um globale Existenz
der Losungen nach rechts zu erhalten.

30Die laut Satz 4.4.3 alle global nach rechts existieren.
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eine Ljapunov-Funktion ist. Diese geht auflerdem bei co und am Rand des
Zustandsraums (0, c0) gegen co. Fiir die orbitale Ableitung von V hatten wir
in Beispiel 4.4.4 die Formel

(VV(v), h(p)) = —2¢(c - dy)%

fur alle y € (0, 00) berechnet, und dieser Werte ist negativ fur alle y im Zu-
standsraum, mit Ausnahme des Punktes x*. Also ist V eine strikte Ljapunov-
Funktion fiir unsere Differentialgleichung (siehe Proposition 8.4.3).

Somit folgt aus Satz 8.4.4, dass alle Losungen der logistischen Gleichung
(mit Startwerten in (0, c0)) fiir £ — oo gegen x* = 7 konvergieren.

Wahrend wir in Beispiel 8.3.2 mit Hilfe des Prinzips der linearisierten
Stabilitdt also nur zeigen konnte, dass das Equilibrium 5 asymptotisch stabil
ist, haben wir nun mit Hilfe einer Ljapunov-Funktion sogar gezeigt, dass
dieses Equilibrium global attraktiv ist.>!

Literaturstellen und verwandte Ergebnisse. In diesem Abschnitt haben wir
nur beispielhaft zwei Sdtze bewiesen, die das Langzeitverhalten der Losungen
von Differentialgleichungen mit Ljapunov-Funktionen in Beziehung setzen.
Es gibt noch weitere Satze von diesem Typ — siehe z.B. [PW19, Abschnitt 5.5
und Kapitel 8].

8.5 Erganzungen

Beweis von Satz 8.4.4

In diesem Unterabschnitt geben wir einen Beweis von Satz 8.4.4; in der Vorle-
sung hatten wir diesen Beweis ausgespart.

Beweis von Satz 8.4.4. Der Beweis wird besonders uibersichtlich, wenn wir den
Begriff des Losungsflusses verwenden, den wir in Definition 4.5.1 eingefiihrt
haben.3? Wir bezeichnen den Losungsfluss mit (@+)te[0,00), und wir mussen
somit @;(xg) — x* fur alle xy € Q zeigen. Sei also xy € Q fest.

Wir zeigen nun zunachst die folgende Aussage:

(#) Ist (fx)ren € [0, 0) eine monoton steigende, gegen oo konvergente Folge,
und konvergiert (¢, (xo))ren gegen einen Punkt xj;, in Q, so gilt xj;, = x™

Dazu bemerken wir zunéchst, dass die Funktion [0,00) 5 t > V(¢;(xo)) € R
monoton fallend und nach unten beschrankt ist, und somit fiir t — co gegen
eine Zahl a € R konvergiert. Fiir jedes t € [0, c0) folgt nun

a = lim V(@i (x0)) = im V(@i(py,(x0)))

—00

31Stabilitat dieses Equilibriums kann man auch mit Hilfe der gegebenen Ljapunov-Funktion
erhalten, nimlich indem man Satz 8.4.1 anwendet.
32Djes ist hier moglich, da alle Losungen global nach rechts existieren.
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= V(@u(lim @ (x0))) = V(@ (5tim))

wobei wir fur die vorletzte Gleichheit benutzt haben, dass die Abbildung ¢; :
Q) — Q stetig ist (dies folgt aus Satz 7.2.4 uiber die stetige Abhédngigkeit). Dies
bedeutet aber, dass V entlang der Losung [0, 00) 3 t — @;(x}jm) € QQ konstant
gleich a ist. Da V eine strikte Ljapunov-Funktion ist, muss also die Losung
[0,00) 3 t > @4(x1im) € Q selbst konstant sein, d.h. es gilt @;(x1im) = @o(X1im) =
Xlim fur alle t € [0, 00). Dies bedeutet gerade, dass x);,, ein Equilibrium ist.

Es gibt aber laut Voraussetzung nur ein Equilibrium, namlich x*. Also ist
Xlim = X*. Damit ist die Aussage (*) gezeigt.

Nun konnen wir leicht die Behauptung zeigen: Aufgrund der Annah-
men (a) und (b) liegt der komplette Orbit {¢;(x() : t € [0,00)} in einer kompak-
ten Teilmenge von Q).

Wire nun ¢;(xg) fur t — co nicht gegen x* konvergent, dann gabe es eine
monoton steigende gegen oo konvergent Folge (#x) C [0, 00) derart, dass die
Folge (¢, (x9)) den Punkt x* nicht als Haufungspunkt besitzt. Wir konnen
aber eine Teilfolge ((Ptkj (x9)) wahlen, die gegen einen Punkt in () konvergiert,

und laut (*) ist der Grenzwert dieser Teilfolge gleich x*; Widerspruch. O

w-Limes-Mengen

Wenn man weiterfithrenden Sétze iiber das Langzeitverhalten der Losungen
von Differentialgleichungen beweisen will, ist die sogenannte w-Limesmenge —
oder kurz: Limesmenge — ein wichtiges Konzept: Existiert die Losung x einer
Differentialgleichung global nach rechts, so nennt man die Menge

lve RY : es gibt eine gegen oo konvergente Folge (f;) mit x(t;) — v}

die w-Limesmenge der Losung x. Diese Menge ist also — anschaulich gesprochen
— die Menge der Haufungspunkte der Losung fur unendlich grof3e Zeiten.

Mehr uber dieses Konzept und seine Anwendungen konnen Sie zum
Beispiel [PW19, ab Abschnitt 8.4] nachlesen.

Ebene autonome Systeme und der Satz von Poincaré-Bendixon

Das Langzeitverhalten autonomer Differentialgleichungen in zwei Dimen-
sionen — also ebener autonomer Systeme — besitzt eine besonders elegante
Theorie.?3 Das wesentliche Resultat iiber solche Systeme ist der Satz von
Poincaré-Bendixon3*. Sie konnen diese Theorie bei Interesse zum Beispiel
in [PW19, Kapitel 9] nachlesen.

33Was im Wesentlichen daran liegt, dass Kurven in der Ebene geometrisch betrachtet
weniger Freiheiten besitzen als in héherer Dimension.

34Benannt nach Jules Henri Poincaré (1854 — 1912), franzosischer Mathematiker und
theoretischer Physiker, und Ivar Otto Bendixson (1861 — 1935), schwedischer Mathematiker.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Poincare/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Bendixson/

Fragen zum Einstieg.

(a) Was haben Differentialgleichungen mit der Ausbreitung einer Epidemie
zu tun?

(b) Kann man die Warmeleitung, die wir in Beispiel 1.3.1 diskutiert haben,
auch mit einer gewohnlichen anstelle einer partiellen Differentialglei-
chung beschreiben?

9.1 Ein Epidemie-Modell

In diesem Abschnitt besprechen wir ein Beispiel fiir ein Epidemie-Modell,
das etwas komplexer ist als diejenigen Modelle, die wir bisher diskutiert
haben. Der Ubersicht halber unterteilen wir den Abschnitt in einige (nicht-
nummerierte) Unterabschnitte.

Modellbeschreibung

Wir betrachten eine Infektionskrankheit, die sich iiber lange Zeit in einer
Population ausbreitet. Dabei unterteilen wir die Population zum Zeitpunkt ¢
in drei Klassen von Individuen:

* Mit S(t) bezeichnen wir die Anzahl der Individuen, die gesund und
infizierbar sind.

* Mit I(t) bezeichnen wir die Anzahl der infizierten Individuen.

* Mit R(t) bezeichnen wir die Anzahl der immunen Individuen.

Wir treffen folgende Annahmen bezuiglich der Verbreitung der Infektions-
krankheit und der Entwicklung der Bevolkerung:

1. Neuinfektionen: Die Anzahl der Neuinfektionen ist proportional zum
Produkt aus infizierbaren und infizierten Individuen; die Proportionali-
tatskonstante bezeichnen wir mit ¢ > 0.

2. Gesundung: Infizierte Individuen werden mit einer Rate a > 0 wieder
gesund, und die Infektion verlauft nie todlich.

3. Dauerhafte Immunitdt: Individuen, die die Krankheit iiberstanden haben,
sind immun und bleiben dies fiir immer — d.h. es gibt keinen Immuni-
tatsverlust.
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4. Geburts- und Sterbefille: Wir betrachten lange Zeitraume und berticksich-
tigen deshalb auch Geburten und Sterbefaille (welche laut Annahme 2.
nicht durch die hier modellierte Infektion verursacht werden).

5. Sterberate: Wir nehmen dabei an, dass die Sterberate der Population
durch eine Zahl b > 0 gegeben ist, und dass die Sterberate fiir Infizierba-
re, Infizierte und Immune gleich ist.

6. Geburtenrate: Wir nehmen an, dass die Geburtenrate in der Bevolkerung
gleich der Sterberate, also gleich b ist. Auflerdem nehmen wir an, dass
die Wahrscheinlichkeit sich fortzupflanzen nicht davon abhangt, ob ein
Individuum infizierbar, infiziert oder immun ist.

7. Gesunde Geburten und Impfungen: Zuletzt nehmen wir an, dass jedes
neu geborene Individuum gesund auf die Welt kommt (selbst wenn
ein Elternteil oder beide Elternteile infiziert waren) und dass ein fester
Anteil p €[0,1] der Neugeborenen direkt nach der Geburt geimpft wird
und anschlielend fir immer immun ist.

Auch dieses Modell ist natiirlich — obwohl es bereits viele Effekte bertick-
sichtigt — weit davon entfernt, eine quantativ realistische Beschreibung des
genauen Verlaufs einer Krankheitsausbreitung zu liefern. Dennoch lohnt sich
eine genauere Betrachtung, da das Modell einerseits mathematisch recht lehr-
reich ist, und da andererseits zumindest qualitativ einige Effekte im Modell
auftreten, die man auch in der Realitdt beobachten kann.

Berucksichtigt man alle obigen Annahmen, so gelangt man zu folgendem
Anfangswertproblem, dass die Ausbreitung der Krankheit beschreibt:

S\ (b(=p)(S(t)+I(t)+R(t))-cS()I(t)-bS(t)

I(t) |= cS(t)I(t)—al(t)—bI(t)

R(t) bp(S(t)+I(t)+R(t))+al(t) - bR(t) 0.1)
S(0)) (So

10)|=| I, |,

R(0)) R

wobei Sy, Iy, Ry > 0 reelle Zahlen sind. Wir betrachten die Differentialglei-
chung hier mathematisch zunachst auf dem Zeitintervall R und dem Zu-
standsraum R3.!

I'Wobei aus biologischer Sicht natiirlich in erster Linie Zeiten t > 0 und nur Vektoren im
positiven Kegel R eine Rolle spielen.
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Um die rechte Seite in der Differentialgleichung (9.1) zu bezeichnen, defi-
nieren wir die Funktion

h:R3 - R3,
s b(1-p)(s+i+r)—csi—bs (9.2)
i|— csi—ai—bi
r bp(s+i+r)+ai—br

Viele unserer Resultate hatten wir fur Situationen definiert, in denen
die rechte Seite der Differentialgleichung eine Funktion f ist, die auch von
der Zeit abhdngen kann. Der notationellen Konsistenz wegen definieren wir
deshalb auch noch die Funktion?

f . R1+3 —)RS,

t

9.3
j > h(s,i,7). (9:3)
.

Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

Wir interessieren uns zunachst dafiir, ob das Anfangswertproblem (9.1) eine
eindeutige Losung besitzt. Dies lasst sich natiirlich mit Hilfe der Resultate
von Picard-Lindelof untersuchen:

Proposition 9.1.1. Die Abbildung f erfiillt die lokale Lipschitz-Bedingung.?
Folglich besitzt das Anfangswertproblem (9.1) eine eindeutig bestimmte Losung,
die auf einem maximalen Existenzintervall I,,,, definiert ist.

Beweis. Die Funktionen f ist stetig differenzierbar, da jede Komponente von
f nur eine Kombination von Produkten und Summen von konstanten Para-
metern und den Argumenten s, 1,7 ist; deshalb erfiillt f die lokale Lipschitz-
Bedingung (Proposition 4.1.8). Also folgt die Existenz einer Losung aus dem
lokalen Existenzsatz von Picard-Lindelof (Korollar 4.1.12), die Eindeutigkeit
aus dem globalen Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof (Korollar 4.1.11)
und Existenz des maximalen Existenzintervalls aus Proposition 4.3.2. O

Positive Invarianz des positiven Kegels

Weil Werte fiir S, I und R nur dann biologisch Sinn ergeben, wenn sie > 0 sind,
interessieren wir uns dafiir, ob der positive Kegel R? positiv invariant fiir die

2Die natiirlich in Wirklichkeit gar nicht von t abhingt.
3Da unsere Differentialgleichung autonom ist, kénnte man dquivalent dazu auch sagen:
Die Abbildung h ist lokal Lipschitz-stetig.
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Differentialgleichung in (9.1) ist. Dass dies tatsachlich der Fall ist, beweisen
wir in der nachsten Proposition.

Proposition 9.1.2. Der positive Kegel R ist positiv invariant fiir die Differenti-
algleichung in (9.1).

Beweis. Laut der Charakterisierung der positiven Invarianz von R3, die wir
in Satz 7.3.7 bewiesen haben, gentigt es zu zeigen, dass die Funktion f quasi-
positiv ist. Weil f nicht von der Zeit abhangt, konnen wir stattdessen auch
einfach die Funktion h betrachten.

Sei also (s,i,7) € ]Ri, sei k € {1,2,3} und sei die k-te Komponente von
(s,i,7) gleich 0. Wir mussen hy(s,i,7) = 0 zeigen, und dazu unterscheiden wir,
welchen Wert der Index k hat:

* Sei k =1. Dann ist s = 0, und es gilt somit
hi(s,i,r)=b(1=p)(i+r)>0
wegen b>0,pe[0,1]und i,r > 0.
* Sei k = 2. Dann ist i =0, und es gilt somit

hy(s,i,r)=02>0.

* Sei k = 3. Dann ist r = 0, und es gilt somit
hs(s,i,r)=bp(s+i)+ai >0
wegen b,a>0,p>0unds,i >0.

Wegen dieser Eigenschaften von h ist f tatsachlich quasi-positiv. O]

Erhaltung der Gesamtpopulation und Reduktion auf ein
zwei-dimensionales System

Weil wir angenommen haben, dass die Geburts- und Sterberate gleich grof3
sind und dass niemand an der modellierten Krankheit verstirbt, sollten wir
erwarten, dass die Gesamtpopulation — also die Zahl S(¢)+I(t)+R(t) — konstant
ist. Die folgende Proposition zeigt, dass dies tatsachlich der Fall ist.

Proposition 9.1.3. Die Funktion N : R3 > R, die durch N(s,i,r) =s+1i+r fiir
alle (s,i,r) € R® gegeben ist, ist eine Erhaltungsgrofe fiir die Differentialgleichung
in (9.1).
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Beweis. Weil N stetig differenzierbar ist, miissen wir laut der Charakterisie-
rung von Erhaltungsgrofien, die wir in Proposition 6.3.3 bewiesen haben,
nur nachrechnen, dass die orbitale Ableitung (VN(s,i,7),h(s,i,r)) fur alle
(s,i,r) € R3 verschwindet. Und tatsichlich gilt fur jeden Vektor (s,i,7) € R3

1) (b(1—p)(s+i+r1)—csi—bs
(VN(s,i,r),h(s,i,r)):< 1], csi— ai — bi
1 bp(s+i+r)+ai—br

:b((l—p)+p)(s+i+r)—csi—bs+csi—ai—bi+ai—br:0.

=b(s+i+r)

Also folgt aus Proposition 6.3.3, dass N tatsiachlich eine Erhaltungsgrofie
ist. O

Die Gesamtgrofie der Population hangt in unserem Modell also nicht von
der Zeit ab. Wir verwenden im Folgenden die Bezeichnung

NO = N(So,Io,Ro),

d.h. Nj bezeichnet die Grofle der Population zum Zeitpunkt 0 — und somit
auch die Grof3e der Population zu jedem anderen Zeitpunkt. Die Differential-
gleichung in unserem Anfangswertproblem (9.1) konnen wir somit umschrei-
ben in die Differentialgleichung

(S(t)) ~ (b(l — p)Np — cS(1)I(t) - bS(t)

I(t)) \  eS(t)I(t)—al(t)-DbI(t) (9.4)

Die Differentialgleichung fiir R konnen wir hierbei weglassen, da R(t) in den
anderen beiden Gleichungen nicht mehr explizit vorkommt, und da R(¢) sich
zu jedem Zeitpunkt ¢t mit Hilfe der Formel

R(t) = Ny - S(t) - I(¢)

aus den Groflen S(t) und I(t) berechnen lasst.
Zur Bezeichnung der rechten Seite der Differentialgleichung (9.4) fuhren
wir die Funktion
h:R? > Rz,
(s) . (b(l —p)Ny —csi—bs

i csi—ai—bi

ein. Diese werden wir im Folgenden verwenden um das Langzeitverhalten
der Losungen von (9.4) zu untersuchen.
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Equilibria und Langzeitverhalten

Wir bestimmen zunachst die Equilibria der Differentialgleichung (9.4):

Proposition 9.1.4. Die Differentialgleichung (9.4) besitzt in R? genau zwei Equi-
libria:

(a) Das Krankheits-freie Equilibrium x* := ((1 —p)No, O).

(b) Das endemische* Equilibrium x* := (#, % - %)
Beweis. Das kann man sofort nachrechnen, wenn man /(s, i) gleich 0 setzt;
man muss lediglich die beiden Falle i = 0 und i # 0 unterscheiden. O]

Das endemische Equilibrium ist natiirlich nur dann biologisch relevant,

wenn % - % > 0 gilt, was wiederum dquivalent zur Ungleichung

c(1-p)Ng>a+b
ist. Im Folgenden betrachten wir nun zwei Falle:

e 1. Fall: Hohe Impfquote.’> Hiermit meinen wir den Fall ¢(1 - p)Ng <a+b,
in welchem das endemische Equilibrium nicht biologisch relevant ist.
Diese Ungleichung ist aquivalent dazu, dass

a+b

1- <
CNO

gilt, d.h. sie ist ab einer gewissen Impfquote fur die Neugeborenen
erfullt.

* 2. Fall: Niedrige Impfquote. Damit meinen wir den umgekehrten Fall
c(1-p)Ng > a+b, in welchem das endemische Equilibrium sogar im
Inneren des positiven Kegels R? liegt, und welcher dquivalent zur oberen
Abschatzung

_a+b>
CN() p

1

fir die Impfquote ist.

4Mit dem Begriff Endemie bezeichnet man die Situation, dass eine Krankheit dauerhaft
in einer Population prasent ist, d.h. dass immer ein Teil der Bevolkerung mit der Krankheit
infiziert ist.

5Die Begriffe hohe und niedrige Impfquote wollen wir an dieser Stelle nicht vage verwenden,
sondern je im Sinne der konkreten Ungleichung, die wir in beiden Fillen angeben.
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Den Fall, in welchem die Gleichheit ¢(1 — p)Nj = a + b gilt®, betrachten wir
hier nicht.
Wir beginnen mit dem ersten Fall:

Proposition 9.1.5 (Hohe Impfquote). Wenn c(1 —p)Ny < a+ b gilt, dann liegt
im positiven Kegel R2 nur das Krankheits-freie Equilibirum x*, und dieses ist
asymptotisch stabil.

Beweis. Offensichtlich liegt dies endemische Equilibrium in diesem Fall nicht
in R2. Um zu zeigen, dass das Krankheits-freie Equilibrium asymptotisch
stabil ist, verwenden wir linearisierte Stabilitat: Wir alle (s,i) € R? gilt

Dh(s,i) = (_” _‘b e b);

Cc1 cs—a—

somit ist insbesondere

= o [-D —c(1-p)No
Dh(x)‘(o C(l—p)No—(a-lrb))'

Aufgrund der Voraussetzung c(1 —p)Ny < a+ b ist der Eintrag dieser Matrix an
der Stelle (2,2) negativ, d.h. die Matrix Dh(x*) besitzt negative Spur und posi-
tive Determinante. Laut des zwei-dimensionalen Routh-Hurwitz-Kriteriums
(Proposition 8.3.3) hat Dh(x*) somit negative Spektralschranke. Also ist das
Equilibrium x* aufgrund des Satzes 8.3.1 von der linearisierten Stabilitat
asymptotisch stabil. O

Nun betrachten wir den zweiten Fall.

Proposition 9.1.6 (Niedrige Impfquote). Wenn c(1 — p)Ny > a+ b gilt, dann
liegen beide Equilibria x* und x* im positiven Kegel R?; das Krankheits-freie
Equilibirum x* ist in diesem Fall instabil, und das endemische Equilibrium x™ ist
asymptotisch stabil.

Beweis. An der Formel fir x* erkennt man sofort, dass x™ unter der gegebe-
nen Voraussetzung in R? (sogar im Inneren dieser Menge) liegt.

Wir zeigen nun zunachst die Instabilitat des Krankheits-freien Equilibri-
ums: Wir erhalten wieder

7 —b —c(1-p)No
“\0 c¢(1-p)Ng—(a+b)]

®In diesem Fall liegt das endemische Equilibrium gerade auf dem Rand des positiven
Kegels, was Null Infizierte bedeutet — es handelt sich hierbei also nicht wirklich um einen
endemischen Zustand.
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aber dieses Mal ist der Eintrag an der Stelle (2, 2) positiv. Somit besitzt die
Matrix Dh(x*) negative Determinante, d.h. beide Eigenwerte der Matrix sind
reell und einer der beiden Eigenwerte muss positiv sein. Aus Satz 8.3.5 uiber
die linearisierte Instabilitat folgt somit, dass das Equilibrium x* instabil ist.

Nun zeigen wir die asymptotische Stabilitat des endemischen Equilibri-
ums x™. Es gilt

o —ppN (g4 p)
Dh(x™) = b(c(l—p)NO _ 1) 0
a+b

Aufgrund der Voraussetzung ist der Eintrag an der Stelle (2,1) positiv, d.h. die
Matrix Dh(x*™) besitzt negative Spur und positive Determinante. Aufgrund
des zwei-dimensionalen Routh—-Hurwitz-Kriterium (Proposition 8.3.3) hat
Dh(x*) also negative Spektralschranke. Somit ist das Equilibrium x* laut des
Satzes 8.3.1 von der linearisierten Stabilitat asymptotisch stabil. O

Literaturstellen und verwandte Ergebnisse. (a) Die obige Darstellung ori-
entiert sich grob an [PSZ08, Kapitel 11]. Dort finden Sie auch noch ein
weitergehendes Resultat zum Lanzeitverhalten im Falle einer hohen
Impfquote: Das Krankheits-freie Gleichgewicht ist namlich nicht nur
asymptotisch stabil, besitzt sogar eine gewisse globale Attraktivitatsei-
genschaft.

(b) Weitere Beispiele fiir Differentialgleichungen, die epidemische Modelle
beschreiben, finden Sie unter anderen in den Kapiteln 7-10 und 11
von [PSZ08].

9.2 Endliche Approximation der
Wirmeleitungsgleichung auf einem Intervall

In diesem letzten Abschnitt der Vorlesung kommen wir noch einmal auf ein
Beispiel einer partiellen Differentialgleichung zuriick, das wir zu Beginn der
Vorlesung kurz angesprochen hatten: In Beispiel 1.3.1 haben wir uns die
Wirmeleitunggleichung

d 9°
Eu(t,z)_cﬁu(t,z) (9.5)

angesehen. Hier ist die Zeit t eine reelle Zahl im Intervall [0, o), der Ort z eine
reelle Zahl aus dem Intervall [0, L] (fiir ein L > 0), und u : [0,00) x[0,L] = R
die gesuchte Funktion. Die Zahl ¢ > 0 ist eine Konstante.



9.2. Endliche Approximation der Warmeleitungsgleichung auf einem Intervall

In diesem kurzen Abschnitt wollen wir dariiber sprechen, wie man diese
partielle Differentialgleichung mit einer einfachen Methode durch eine ge-
wohnliche Differentialgleichung approximieren kann. Wir unterteilen den
Abschnitt wieder in nicht-nummerierte Unterabschnitte.

Anfangs- und Randwerte

Wie auch bei einer gewohnlichen Differentialgleichung benotigt man bei der
Warmeleitungsgleichung (9.5) einen Anfangswert um Eindeutigkeit der Lo-
sung zu erhalten — man muss also den Wert (0, z) fiir alle z € [0, L] vorgeben.”

Weil bei partiellen Differentialgleichungen aber Ableitungen nach meh-
reren Variablen vorkommen, gentigt auch die Festlegung von u(0, z) fiir alle
z € [0,L] noch nicht um Eindeutigkeit der Losung zu erhalten. Stattdessen
benotigt man auch noch sogenannte Randwerte — d.h. man muss zum Beispiel
u(t,0) und u(t, L) fiir alle Zeiten t > 0 vorgeben. Der Einfachkeit halber wollen
wir hier durchgehend die Randbedingungen

u(t,0)0=0 und u(t,L)=0 fur alle t € [0, 0)

verwenden; man bezeichnet diese Randbedingungen als homogene Dirichlet-
Randbedingungen.

In Beispiel 1.3.1 hatten wir angesprochen, dass die Warmeleitungsglei-
chung physikalisch die zeitliche Entwicklung der Temperatur in einem langen
diinnen Stab beschreibt. Die homogenen Dirichlet-Randbedingungen bedeu-
ten physikalisch, dass die beiden Enden des Stabs (an den Positionen 0 und L)
durchgehend auf der Temperatur 0 gehalten werden.®

Finite-Differenzen-Approximation

Wir wollen nun aus der partiellen Differentialgleichung (9.5) eine gewohnli-
che machen, indem wir den Stab L durch endlich viele Punkte diskretisieren
und die zweite raumliche Ableitung g—;u(t,z) durch Differenzenquotienten
annahern. Dieses Annahern von Ableitungen durch Differenzenquotienten
zur approximativen Behandlung von Differentialgleichungen bezeichnet man,
insbesondere in der Numerik, als Finite—Differenzen-Methode. Zur numeri-
schen Losung konnte man zum Beispiel auch noch die Zeit diskretisieren und

7Technisch betrachtet handelt es sich bei dem »Anfangswert” natiirlich nicht nur um einen
oder um endliche viele Werte, sondern um eine Anfangsfunktion — funktionalanalytisch gespro-
chen bedeutet dies, dass der Anfangswert ein Vektor aus einem geeigneten Funktionenraum
ist.

8Die Zahl 0 muss hier aber nicht unbedingt den absoluten Temperatur-Nullpunkt be-
zeichnen, sondern kann zum Beispiel den Nullpunkt in einer gewdhlten Temperaturskala
bezeichnen.
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die zeitliche Ableitung ebenfalls durch Differenzenquotienten annédhern; dies
werden wir hier jedoch nicht tun.’

Wir fixieren nun also eine natiirliche Zahl d und fugen d dquidistante
Punkte

1 d

=—L ..., =
4 d+1 Zd d+1

innerhalb des Intervalls [0,L] ein. Zudem definieren wir die beiden Rand-
punkte zy:=0und z;,; := L.

Zu jedem Zeitpunkt t € [0, 00) werten wir nun die gesuchte Temperatur-
verteilung u(t, -) an den Punkten z,...,z;,; aus und erhalten somit Zahlen

uo(t) := u(t, zp),
uy(t) := u(t,z1),
ug(t):=u(t,zg),

Uge1 (8) := u(t, 2411)-

Die homogenen Dirichlet-Randbedingungen, die wir im vorangehenden
Unterabschnitt besprochen haben, implizieren, dass

Mo(t) =0 und Md+1(t) =0

fur alle Zeiten t gilt.

Als nachstes approximieren wir die zweite raumliche Ableitung von u(t, -)
an den Punkten z1,...,z; an. Sei also k € {1,...,d}. Die zweite raumliche Ablei-
tung von u(t, -) an der Stelle z; kann man durch den Differenzenquotienten

9? d?
ﬁu(t,zk) ~ ﬁ(u(t,zk_l) —2u(t, z) + u(t,zk+1))

d2
= ﬁ(uk_l(t) - 2uk(t) + uk+1(t))

annahern. Die Warmeleitungsgleichung (9.5) besagt, wenn wir diese Nahe-
rung verwenden, gerade, dass

dZ
tg (1) = 5 (1 (1) = 2k (1) + g (1)

9Bitte beachten Sie aber unbedingt, dass das soeben angedeutete Verfahren zur numeri-
schen Losung einer partiellen Differentialgleichung stark simplifiziert dargestellt ist. Wenn
man partielle Differentialgleichungen tatsidchlich numerisch 16sen méachte, muss man eine
Vielzahl von Subtilitidten beachten. Zudem gibt es neben der Finite-Differenzen-Methode auch
noch anderen Verfahren wie zum Beispiel die Finite—Elemente-Methode, die nicht direkt auf
einer Approximation der Ableitungen beruht, sondern darauf, die Differentialgleichung zu
Testen, indem man sie gegen geeignete Funktionen integriert.




9.2. Endliche Approximation der Warmeleitungsgleichung auf einem Intervall

fiir alle t € [0, 00) und alle k € {1,...,d} gilt.!?

Fir k = 1 und k = d konnen wir obige Differentialgleichung noch etwas
vereinfachen, denn die dort auftretenden Terme u((¢) und uy,;(t) sind ja
gleich 0. Deshalb erfiillen 1 () und 1,(t) die etwas vereinfachten Differential-
gleichungen

2

d
iy (t) = cL—z( = 2uy () + uy(t)),

, d?
tq(t) = 5 (1a-1 (1) = 2ug (1))

Insgesamt erhalten wir also die Differentialgleichung

1 (1) -2 1 uy(t)
le(t) d2 1 -2 1 Mz(t)
tig_q(1) 1 =2 1 [{ug-1(2)
ug(t) L =2)\ uy(t)
————
=A =:1(t)

Kurz geschrieben lautet diese Differentialgleichung also

mit der soeben definieren Matrix A € R¥*? und der Funktion i : [0, c0) — R¥.
Als Anfangsbedingung haben wir naturlich

u1(0) u(0,z1)

:Zﬁo

der rechts stehende Vektor ist hierbei bekannt, da wir ja als Anfangsbedingung
fur die partielle Differentialgleichung (9.5) die Werte u(0,z) fur alle z € [0, L]
kennen miissen.

Eigenschaften der gewohnlichen Differentialgleichung

Nachdem wir im vorangehenden Unterabschnitt geklart haben, wie man die
Wairmeleitungsgleichung durch die gewohnliche Differentialgleichuchung (9.6)
approximieren kann, wollen wir nun noch ein paar Worte dazu sagen, welche

L0Bgr 1g(f) und 14,1 (t) brauchen wir keine Differentialgleichung anzugeben, denn diese
Werte missen ja aufgrund der Randbedingungen ohnehin zu jedem Zeitpunkt gleich 0 sein.
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Eigenschaften die Gleichung (9.6) sowie ihre Losungen haben. Wir tun dies
in der folgenden Proposition; damit wiederholen wir zugleich einige Resul-
tate, die wir im Laufe der Vorlesung tiber lineare Differentialgleichungen
besprochen haben.

Proposition 9.2.1. Wir betrachten die Differentialgleichung (9.6) mit Zutands-
raum RY und auf dem Zeitintervall R.\! Dann gilt:

(a) Fiir jeden Startwert iiy € R? existiert die Losung i von (9.6) mit Anfangs-
bedingung 1(0) = 1iy gobal — d.h. das maximale Existenzintervall ist gleich
R.

(b) Die in (a) erwihnte Losung ist gegebem durch 1i(t) = ' fiir alle t € R.

(c) Liegt iy im positiven Kegel R%, so liegt auch ii(t) fiir jeden Zeitpunkt t > 0
im positiven Kegel RY.

(d) Es gilt ||e"A|| — 0 fiir t — co.

Beweis. (a) Die globale Existenz der Losungen fur lineare Differentialglei-
chungen haben wir in Proposition 5.1.5 bewiesen.
(b) Laut Korollar 5.4.7 ist die Abbildung

R>t et e R

die Hauptfundamentalmatrix der Differentialgleichung (9.6) zum Startzeit-
punkt 0. Die behauptete Formel fiir die Losung i folgt somit auf Propositi-
on 5.3.5(d).

(c) Weil alle nicht-diagonal-Eintrage der Matrix A grofier oder gleich 0
sind, folgt diese Behauptung aus Beispiel 7.3.10.

(d) Wir zeigen, dass die Spektralschranke von A negativ ist: Weil A reell
und symmetrisch und somit selbst-adjungiert ist, sind alle Eigenwerte von
A reell. AuSserdem kann man zum Beispiel mit Hilfe der Gerschgorin-Kreise
erkennen, dass jeder Eigenwert von A hochstens die Entfernung 2Ci—§ vom

Punkt —2(:?—; hat — also liegen alle Eigenwerte im Intervall [—4(:?—;, 0]. Zuletzt
kann man leicht nachrechnen, dass die Gleichung Ay = 0 nur die Losung y = 0
besitzt — und somit ist 0 kein Eigenwert von A. Also ist tatsachlich s(A) < 0.
Daher folgt die Behauptung aus der Aquivalenz der Aussagen (ii) und (iv) in

Satz 8.1.1. O

UFiir diese lineare gewshnliche Differentialgleichung spricht nicht wirklich etwas dagegen,
ganz R als Zeitintervall zu betrachten. Physikalisch sind aber vor allem Zeiten t > 0 interessant
- und wenn man anstelle der approximierenden gewoéhnlichen Differentialgleichung (9.6) die
partielle Differentialgleichung (9.5) untersucht, stellt man fest, das negative Zeiten hierfiir
erhebliche Probleme bereiten. Dies ist aber ein Phdnomen aus der Theorie der (sogenannten
parabolischen) partiellen Differentialgleichungen, auf das wir hier nicht weiter eingehen.
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Fragen zum Einstieg.

(a)

A.1

Konnen Sie sich verschiedene sinnvolle Moglichkeiten vorstellen, den
Abstand zwischen zwei Stadten (sagen wir der Einfachkeit halber: inner-
halb Deutschlands) zu definieren?

Nehmen Sie sich einen Globus und suchen Sie die beiden Stadte Berlin
und Vancouver. Konnen Sie die geographisch kiirzest mogliche Flugrou-
te erkennen, die ein Flugzeug von Berlin nach Vancouver nehmen kann
(unabhéngig von Erwagungen wie Windrichtung oder Sicherheit)? Falls
ja, woran erkennen Sie diese Flugroute?

Skizzieren Sie die drei Funktionen f,g,/h:[0,1] — R, die durch
1
f(t)=1, g(t)y=1-+¢, und h(t):1+msin(100nt)

fur alle t € [0, 1] gegeben sind.

Finden Sie, dass die Funktionen f und g nahe beisammen liegen? Wie
sieht es mit den Funktionen f und h aus?

Haben Sie allgemein eine Idee (oder sogar mehrere Ideen), wie man den

Abstand zweier Funktionen definieren kann?

Wann nochmal heift eine Menge M C RY kompakt? Versuchen Sie sich
an die Analysis 2 zu erinnern: Was bringt es Ihnen, wenn Sie wissen,
dass eine Menge kompakt ist?

Metrische Raume: Grundbegriffe

Wir wiederholen in diesem Anhang einige Grundbegriff zu metrischen Raumen,
die Sie aus der Analysis 2 kennen.

Definition A.1.1 (Metrik und metrischer Raum). Sei M eine Menge. Eine
Abbildung d : M x M — [0, o0) heif3t eine Metrik auf M, falls Sie die folgenden
Axiome erfullt:

(i) Positivite Definitheit: Fur alle x,y € M gilt d(x,y) = 0 genau dann, wenn

X =7y ist.

(ii) Symmetrie: Fur alle x,y € M gilt d(x,y) = d(p, x).

(iii) Dreiecks-Ungleichung: Fur alle x,v,z € M gilt d(x,z) <d(x,y) +d(y, 2).
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Ein metrischer Raum ist ein Paar (M, d), wobei M eine Menge und d eine Metrik
auf M ist.

Anschaulich ist eine Metrik ein Abstandsmaf3. Die Dreiecksungleichung
besagt, dass der Abstand von einem Punkt x zu einem Punkt z hochstens so
grof3 ist, wie der Abstand von x zu einem beliebigen dritten Punkt y plus den
Abstand von diesem y zu z.

Beispiele A.1.2 (Einige metrische Riume). (a) Sie M C R? fiir eine feste

Dimension d € N und bezeichne ||-|| die Euklidsche Norm auf R?. Dann
ist durch

d(x,v):= ||x—y|| fur x,y e M

eine Metrik auf M definiert, die sogenannte Euklidsche Metrik. Im Falle
d = 2 beschreibt diese Metrik den tiblichen geometrischen Abstands-
begriff in der Ebene, und im Falle d = 3 den ublichen geometrischen
Abstandsbegriff im drei-dimensionalen Raum.

Fur alle x,y € Q sei d(x,p) = |x —y|. Dann ist d eine Metrik auf Q. Dies
ist ein Spezialfall von Beispiel (a).

Sei S eine Menge von endlichen vielen Stadten in einem Land, die durch
ein Straflennetz verbunden sind. Wir nehmen der Einfachkeit halber
an, dass alle Straflen in beide Richtungen gleich schnell durchfahren
werden konnen, und dass die Zeit zum Abfahren einer Strale nicht
von Uhrzeit, Verkehrslage oder gewahltem Fahrzeug abhangt (auferst
realistisch!).

Fir je zwei Stadte s,t € S bezeichne d(s, t) die kiirzeste Zeit, in der es

moglich ist von s nach t zu gelangen. Dann ist d eine Metrik auf S.

Betrachten Sie eine Menge F = {p, sy,...,5,} mit paarweise verschiedenen
Objekten p,sy,...,s, (und n € N). Fur jedes k € {1,...,n} sei eine reelle
Zahl r; > 0 gegeben. Wir definieren eine Abbildung d : F x F — [0, o)
folgendermaflen: Es sei

d(p,s) = d(sk, p) = 1
fur alle k e {1,...,n},

d(sj,sp) =1j+7x

fur alle j,k e {1,...,n} mit j # k, und d(t,t) =0 fur alle t € F.

Dann ist d eine Metrik auf F, die sogenannten franzosische Eisenbahn-
Metrik oder auch SNCF-Metrik.

(Leider wird dieser Witz mit jedem weiteren Ausbau des franzosischen
TGV-Netzes weniger lustig.)



A.2. Konvergenz und Vollstandigkeit

(e) Es bezeichne E die Oberfliche einer Kugel im R3 (zum Beispiel der
Erde). Fiir zwei Punkte p, g definieren wir d(p, q) folgendermafien:

* Wenn p =g ist, sei d(p,q) = 0.

* Wenn p # q ist, bezeichne G den eindeutig bestimmten Grofikreis,
der durch p und g verlauft. Auf diesem Grofskreis gibt es zwei
Verbindungen zwischen p und q. Wir definieren d(p,q) als die
Lange der kiirzeren dieser beiden Verbindungen (bzw. als Lange
einer der beiden Verbindungen, wenn beide gleich lang sind).

Dann ist d eine Metrik auf E.

Aufgabe A.1.3. (a) Veranschaulichen Sie die franzosische Eisenbahn-Metrik

anhand eines ebenen Graphen.

(b) Was hat Beispiel A.1.2(e) mit der Einstiegsfrage (b) dieses Kapitels zu
tun?

Ein wichtiges Prinzip in der Mathematik ist es, aus gegebenen Objekten
neue zu konstruieren. Ein einfaches Beispiel fiir dieses Prinzip ist in der
folgenden Bemerkung erlautert:

Bemerkung A.1.4. Sei (M,d) eine metrischer Raum und sei N C M. Es be-
zeichne dy die Einschrankung der Abbildung d : M x M — [0,c0) auf die
Teilmenge N x N von M x M, d.h. es sei dy : N x N — [0, 00) durch

dn(xy) =d(x,)

fur alle x,p € N gegeben. Dann ist dy eine Metrik auf N; man bezeichnet Sie
oft als die von d induzierte Metrik auf N.

Kurzum: Aus jeder Teilmenge eines metrischen Raumes (M, d) kann man
durch Einschrankung der Metrik d selbst einen metrischen Raum machen.

A.2 Konvergenz und Vollstindigkeit

Auf metrischen Raumen kann man uber Konvergenz von Folgen sprechen.
Wir wiederholen diesen Begriff als nachstes.

Definition A.2.1 (Konvergente Folgen und Cauchy-Folgen). Sei (M,d) ein
metrischer Raum und sei (x,,),cy eine Folge von Elementen von M.

(i) Sei x € M. Die Folge (x,,),cn heit konvergent gegen x (oder in anderen
Worten: die Folge konvergiert gegen x), falls gilt:

Fiir jede reelle Zahl € > 0 gibt es einen Index n( € N derart, dass d(x,,, x) <
¢ fir alle nachfolgenden Indizes n > ny gilt.

201



A. METRISCHE UND NORMIERTE RAUME

202

Wir verwenden die Notation ,x,, — x fiir n — co“ oder ,lim,,_,, x,, = x“
um zum Ausdruck zu bringen, dass die Folge (x,,),cn gegen x konver-
giert.

(ii) Die Folge (x,),en heifst konvergent (oder in anderen Worten: die Fol-
gen konvergiert), wenn es ein x € M gibt derart, dass (x,),cn gegen x
konvergiert.

(iii) Man nennt die Folge (x,),cn eine Cauchy-Folge, falls gilt:

Fir jedes reelle Zahl ¢ > 0 gibt es einen Index ny € N derart, dass
d(x,,, x,,) < € fir alle nachfolgenden Indizes m,n > n gilt.

Die folgenden einfachen Aufgaben konnen Ihnen bei der Wiederholung
der oben besprochenen Begriffe helfen.

Aufgaben A.2.2. Sei (M,d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie:
(a) Jede konvergente Folge in (M, d) ist eine Cauchy-Folge.

(b) Eine Folge (x,),en in M ist genau dann eine Cauchy-Folge, wenn gilt:

Fir jede reelle Zahl ¢ > 0 gibt es einen Index ny € N derart, dass
d(x,, x,,) < € fur jeden nachfolgenden Index n > n gilt.

(c) Sei M endlich. Dann ist eine Folge (x,,),cn in M genau dann konvergent,
wenn sie schlieSlich konstant ist.

Wahrend eine konvergente Folge stets eine Cauchy-Folge ist, gibt es metri-
sche Raume, in denen die umgekehrte Implikation nicht gilt — zum Beispiel
den Raum aus Beispiel A.1.2(b):

Aufgabe A.2.3. Wir versehen QQ mit der Metrik d aus Beispiel A.1.2. Finden
Sie eine Cauchy-Folge in Q, die nicht konvergiert.

Metrische Rdume, in denen jede Cauchy-Folge konvergiert, spielen ei-
ne enorm wichtige Rolle in der Analysis. Deshalb haben Sie einen eigenen
Namen:

Definition A.2.4 (Vollstindiger metrischer Raum). Ein metrischer Raum
(M, d) heif3t vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge in M konvergiert.

Um zu erkennen, dass Vollstandigkeit ein wichtiger Begriff ist, konnen Sie
zum Beispiel einen Blick auf den Banachschen Fixpunktsatz in Abschnitt B.2
werden: Dieser Satz gilt nur auf metrischen Raumen, die vollstandig sind!
Zugleich spielt der Satz eine zentrale Rolle fur das Studium gewohnlicher Dif-
ferentialgleichungen, weil man ihn (bzw. eine Variante davon, vgl. Satz 4.1.4)
zum Beweis des Satzes von Picard-Lindelof benétigt.



A.3. Topologische Begriffe und Stetigkeit

Zum Abschluss dieses Unterabschnitts noch eine duferst spaflige Aufgabe
— Sie sollten diese Aufgabe aber nur bearbeiten, wenn Sie das Gefiihl haben,
bereits recht sicher mit metrischen Rdumen und den Begriffen Konvergenz
und Cauchy-Folge umgehen zu konnen.

Aufgabe A.2.5. Sei (x,),cy eine Folge in einem metrischen Raum (M, d). Die
Aussage, dass die Folge (x,,),,cn konvergiert, kann man in Quantor-Schreibweise
folgendermafien formulieren:

dxeMVe>0dn,e NVn>ng: d(x,, x)<e.

Sei nun (M, d) vollstandig. Zeigen Sie, dass (x,),cy genau dann konvergiert,
wenn die — formal schwachere — Aussage

Ve>0dxeMdngeNVn>ny: d(x,,x)<e¢

gilt.

A.3 Topologische Begriffe und Stetigkeit

Auf metrischen Raumen lassen sich topologische Begriffe wie z.B. offene Menge
und abgeschlossene Menge definieren, und es gibt verschiedene (aber aqui-
valente) Moglichkeiten dies zu tun. Wir gehen hier nicht sehr weit in die
Tiefe, sondern begniigen uns damit kurz zu wiederholen, dass abgeschlosse-
ne Mengen sich zum Beispiel mit Hilfe von Folgenkonvergenz beschreiben
lassen:

Definition A.3.1 (Abgeschlossene und offene Mengen). Sei (M, d) ein me-
trischer Raum.

(i) Eine Teilmenge A C M heif3t abgeschlossen, wenn fiir jede konvergente
Folge (x,),en in M, deren Glieder x,, alle in A liegen, auch der Grenzwert
in A liegt.

(ii) Eine Teilmenge U C M heif3t offen, wenn ihr Komplement M \ U abge-
schlossen ist.

Aus topologischer Sicht ist die obige Definition etwas schrig: Ublicherwei-
se geht man in der Topologie zundchst vom Begriff der offenen Menge aus und
definiert dann eine Menge als abgeschlossen, wenn ihr Komplement offen ist.
Obige Definition ist hierzu allerdings aquivalent.

Werbung (Topologie-Vorlesung). Im Wintersemester 2020/21 werde ich ei-
ne Vorlesung uiber Topologie anbieten. Horerinnen und Horer sind herzlich
willkommen!
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Die folgende Standardausage konnen Sie zu Threr Ubung beweisen.

Aufgabe A.3.2. Sei (M,d) ein vollstandiger metrischer Raum und sei N C M
mit der Metrik d; versehen, die von d induziert wird (vgl. Bemerkung A.1.4).

Zeigen Sie: Die Menge N ist genau dann abgeschlossen (im metrischen
Raum M), wenn der metrische Raum (N, dy) vollstandig ist.

Zuletzt gehen wir noch auf den — aufSerst wichtigen — Begriff der Stetigkeit
einer Abbildung zwischen zwei metrischen Rdumen ein.

Definition A.3.3 (Stetigkeit). Seien (L,d;) und (M,d);) metrische Rdume
und sei f : L - M eine Abbildung.

(i) Sei x € L. Die Abbildung f heifst stetig in x, wenn fiir jede gegen x
konvergente Folge (x,),en in L gilt, dass die Folge (f(x,)),en in M gegen
f(x) konvergiert.

(ii) Die Abbildung f heifdt stetig, wenn sie in jedem Punkt x € L stetig ist.

Auch die Wahl der obigen Definition von Stetigkeit fiir diesen Anhang
ist eher ihrer Kiirze denn ihrer topologischen Systematik geschuldet. In der
Topologie wiirde man eher eine (dquivalente) Definition der Stetigkeit mit
Hilfe von sogenannten Umgebungen wahlen.

Hier ist eine Aufgabe um den Umgang mit Stetigkeit zu tiben:

Aufgabe A.3.4. Seien (L,d), (M,dys) und (N,dy) metrische Raume und seien
f:L—>Mund g: M — N stetige Abbildungen. Zeigen Sie, dass gof : L > N
ebenfalls stetig ist.

A.4 Normierte Raume

Eine besondere Klasse metrischer Raume sind die normierten Raume. Dies
sind Vektorrdaumen tiber R oder C, welche mit einer Norm ausgestatt sind, die
wiederum eine Metrik induziert. Es folgt die prazise Definition:

Definition A.4.1 (Normierter Raum). Sei V ein Vektorraum tiber R oder C.
Eine Abbildung ||-||: V — [0, o0) heifst Norm auf V, wenn sie die folgenden
Axiome erfullt:

(i) Positive Definitheit: Fur jedes v € V gilt ||v]| = 0 genau dann, wenn v = 0
ist.

(ii) Positive Homogenitdt: Fir jedes v € V und jeden Skalar A gilt || Av|| =
IALI[v]-

(iii) Dreiecksungleichung: Fur alle v,w € V gilt |[v + w|| < ||v|| + ||w]|.



A.4. Normierte Raume

Ein normierter Raum ist ein Paar (V,||-||), wobei V ein Vektorraum tber R oder
Cist und ||-|| eine Norm auf V ist.

Wenn wir den Skalarkorper spezifizieren wollen, sagen wir oft ,,(V,||-||) ist
eine normierter Raum uber R“ bzw. ,(V,||-||) ist eine normierter Raum tiber
C“.

Der Zusammenhang zwischen normierten Raumen und metrischen Rau-
men wird durch die folgende Proposition beschrieben.

Proposition A.4.2 (Die Metrik auf einem normierten Raum). Sei (V,||-]|)
ein normierter Raum. Wir definieren eine Abbildung d: V x V — [0, 00) durch

d(v,w) = |lw-v||

fiir alle v,w € V. Dann ist d eine Metrik auf V (die man oft als die von |||
induzierte Metrik bezeichnet).

Aufgabe A.4.3. Beweisen Sie Proposition A.4.2.

Proposition A.4.2 zeigt, dass wir jeden normierten Raum auch immer
automatisch als metrischen Raum auffassen konnen — und dies werden wir
auch stets tun. Insbesondere sind alle Begriffe, die fiir metrische Raume
definiert sind — wie z.B. konvergente Folge, Cauchy-Folge, Vollstandigkeit,
Abgeschlossenheit, Offenheit — auch auf jedem normierten Raum automatisch
definiert. Vollstindige normierte Rdume sind - in der Funktionalanalysis und
weiter daruber hinaus — von so zentraler Bedeutung, dass sie einen eigenen
Namen erhalten:

Definition A.4.4 (Banachraum). Einen normierten Raum bezeichnet man
als Banachraum', wenn er vollstandig ist.

Wir wiederholen einige Beispiele fiir normierte Raume und geben jeweils
an, ob sie vollstandig sind:

Beispiele A.4.5 (Einige endlich-dimensionale normierte Raume). Sei K
gleich R oder gleich C und sei d € N. Wir betrachten einige verschiedene
Normen auf K¢:

1/2
(a) Euklidsche Norm: Fiir jedes x € K sei ||| = (L., [x,*) . Dann ist

(K9,]||-]]) ein normierter Raum. (Haufig schreibt man auch ||-||, fiir die
Euklidsche Norm.)

(b) 1-Norm: Fiir jedes x € K? sei |||, = Y%_, |x,|. Dann ist (K¢, ||-||;) ein
normierter Raum.

IBenannt nach Stefan Banach, ebenso wie der Banachsche Fixpunktsatz (vgl. die Fufnote in
Satz 4.1.4) und noch eine lange Liste weiterer Objekte und Resultate in der Funktionalanalysis.
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(c)

oco-Norm: Fiir jedes x € K¢ sei ||x||o, = max{|x,|: n = 1,...,d}. Dann ist
(K%,]|-|l..) ein normierter Raum.

Alle endlich-dimensionalen normierten Raumen sind vollstandig; also sind
alle oben stehenden Raume Banachraume.

Beispiele A.4.6 (Einige Folgenrdume). Sei K gleich R oder gleich C.

(a)

(c)

Raum der abbrechenden Folgen: Es sei
€00 := {(x)neny € K: nur endliche viele x,, sind ungleich 0},

und fur jede Folge (x,),en € coo sei ||(X;)nenlls := supilx,| : n € N}. Dann
ist (coo,||*|leo) €in normierter Raum, der aber nicht vollstandig ist.

Raum der Nullfolgen: Es sei

Co = {(xn)neN CK: lim Xn = 0}

n—oo

und ||+ ||, sei definiert wie in (a) (aber dieses mal fiir jede Folge (x,,),en €
co statt nur fir Folgen aus cyg). Dann ist (cg, ||+ ||o,) €in Banachraum.

Raum der p-summierbaren Folgen: Wir fixieren eine reelle Zahl p € 1, c0).
Es sei

= {(xpnew CK: ) [ylP <o)

n=1

und fur jede Folge (x,),cn € €P setzen wir ||(xn)neN||p = (Yo |xn|p)1/p.

Dann ist (£7, || ||p) ein Banachraum.

Das nachfolgende Beispiel (b) spielt eine wichtige Rolle in der Theorie der
gewohnlichen Differentialgleichungen.

Beispiele A.4.7 (Rdume stetiger Funktionen). Sei K gleich R oder gleich
C. Es sei K mit der Euklidschen Metrik ausgestattet und es sei I C R ein
kompaktes Intervall.

(a)

206

Raum stetiger Funktionen mit co-Norm: Es sei
C(I):={f : I > K: f ist stetig}

der Raum der stetigen K-wertigen Funktionen auf I. Fur jedes f € C(I)
setzen wir

1flloo := supl|f(t)].
tel

Dann ist (C(I),]|-||,) ein Banachraum.



A.4. Normierte Raume

(b) Raums stetiger Vektor-wertiger Funktionen mit co-Norm: Wir verallgemei-
nern das Beispiel aus (a) nun ein wenig und betrachten anstelle von
skalar-wertigen Funktionen solche, die Werte in K? annehmen.

Sei d € N und bezeichne ||-|| die Euklidsche Norm auf K?. Wir setzen
C(;KY) := {f:M— K : f ist stetig}.

Fiir jedes f € C(I;K9) sei ||f ||, := sup,cs |If ()|l Dann ist (C(I;K4), ||-[le)
ein Banachraum.

(c) Raum stetiger Funktionen mit 1-Norm: Wir betrachten wieder den Raum
C(I) aus Beispiel (a), aber dieses Mal mit der Norm ||-||;, die durch

171l = Llf(t)l dr

fur alle f € C(I) gegeben ist. Dann ist (C(I),||]|;) ein normierter Raum,
der aber nicht vollstandig ist.

Aufgabe A.4.8. Was haben die Beispiele A.4.7(a) and (c) mit der Einstiegsfra-
ge (c) dieses Kapitels zu tun?

Zum Schluss geben wir noch eine Charakterisierung der Vollstandigkeit
von normierten Raumen mit Hilfe von absolut konvergenten Reihen an. Dazu
benotigen wir den folgenden Begriff:

Definition A.4.9 (Konvergente und absolut konvergente Reihen). Sei (V,||]|)
ein normierter Raum, und fur jedes k €e N sei v € V.

(i) Wir sagen, dass die Reihe ), ,v, absolut konvergiert, wenn

[ee]
) Ilvell < oo
k=0

ist, d.h. wenn die Reihe tiber die Normen von vy in R konvergiert.

(ii) Wir sagen, dass die Reihe ) ;> v, konvergiert, wenn die Folge der Partial-
summen

n
k=0 I’ZENO
gegen einen Vektor aus V konvergiert.

Die folgende Charakterisierung von Banachraumen ist ein wesentlicher
Grund, warum man Vollstandigkeit von normierten Raumen in der Funktio-
nalanalysis andauernd benotigt.
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Proposition A.4.10. Fiir jeden normierten Vektorraum (V,||-||) sind die folgenden
beiden Aussagen dquivalent:

(i) Der Raum (V,||-||) ist vollstindig, also ein Banachraum.
(ii) Jede absolute konvergente Reihe in V ist konvergent.

Beweis. Der Beweis ist eine Standard-Ubungsaufgabe am Anfang der meisten
Funktionalanalysis-Vorlesungen; man benoétigt dafiir nur die Begriffe, die
in diesem Abschnitt wiederholt wurde, und Sie konnen den Beweis gerne
selbst fiithren um sich mit den Konvergenzbegriffen fiir Reihen vertraut zu
machen. O

Bitte beachte Sie unbedingt, dass die umgekehrte Aussage in Propositi-
on A.4.10 nicht stimmt, d.h. eine konvergente Reihe muss im Allgemeinen
nicht absolut konvergieren (und zwar auch dann nicht, wenn der Raum voll-
standig ist). Sie kennen sogar im ein-dimensionalen Raum R aus der Analysis 1
Beispiele fiir konvergente Reihen, die nicht absolut konvergieren.?

Literaturstellen und verwandte Ergebnisse. Das tiefergehende Studium von
normierten Rdumen, und insbesondere von Banachrdaumen, ist Teil der Funk-
tionalanalysis. Es gibt zahlreiche einfiihrende Lehrbiicher zur Funktionalana-
lysis; wir verweisen hier beispielhaft auf [Kab11].

A.5 Kompaktheit

Kompaktheit ist eines der zentralsten Konzepte in der gesamten Analysis.
Wir geben hier eine kurze Wiederholung des Begriffs im Rahmen metrischer
Raume.

Wir starten zunachst mit zwei Beschranktheitsbegriffen:

Definition A.5.1 (Beschrinkte und total beschrinkte Mengen). Sei (M,d)
ein metrischer Raum und sei C C M.

(i) Die Menge C heif3st beschrinkt, wenn fiir alle x € M eine Zahl R € [0, x0)
existiert derart, dass d(c,x) < R fur alle c € C gilt.

(ii) Die Menge C heifit total beschrinkt, wenn es fiir jedes ¢ > 0 eine endliche
Menge F C M mit der folgenden Eigenschaft gibt:
Fur jedes c € C gibt esein f € F mit d(c, f) <e.

Wenn Thnen diese Begriffe aus der Analysis 2 nicht mehr vertraut sind,
konnen Sie zum Beispiel die folgenden Aufgaben zur Wiederholung losen:

2Welche zum Beispiel?
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Aufgabe A.5.2. Sei (M, d) ein metrischer Raum und C C M.

(a) Zeigen Sie: C ist genau dann beschrankt, wenn C leer ist oder es ein
%o € C und ein R € [0, 00) gibt derart, dass d(c,xo) <R fur alle c € C.

(b) Zeigen Sie: Die Menge C ist genau dann total beschrankt, wenn es fur
jedes € > 0 eine endliche Menge F C C mit der folgenden Eigenschaft
gibt:

Fir jedes c € C gibt esein f € F mitd(c, f) <e.

Hinweis: Der Unterschied dieser Aussage zur Aussage in der Definition
von totaler Beschranktheit besteht (a priori) darin, dass nun nur Mengen
F C C (anstelle von Mengen F C M) betrachtet werden.

Aufgabe A.5.3. (a) Sei (M,d) ein metrischer Raum und C C M. Zeigen Sie:
Wenn C total beschrankt ist, dann ist C beschrankt.

(b) Betrachten Sie nun den normierten Raum ¢! (siehe Beispiel A.4.6(c)),
sagen wir iiber dem Skalarkérper R. Finden Sie eine Menge C C ¢!, die
beschrankt, aber nicht total beschrankt ist.

Der Begriff Kompaktheit ist in metrischen Raumen folgendermafen defi-
niert:

Definition A.5.4 (Kompakte Menge). Sei (M,d) ein metrischer Raum. Eine
Teilmenge C C M heif3t kompakt, wenn die folgende Aussage gilt:

Wann immer ein System von offenen Mengen (U;);c; in M mit beliebi-
ger Indexmenge I die Eigenschaft | J;; U; 2 C erfiillt, gibt es eine endliche
Teilmenge ] C I mit {J;¢; U; 2 C.

Kurz gesprochen bedeutet Kompaktheit von C also: Jede offene Uberdeckung
von C in M besitzt eine endliche Teiliiberdeckung.

Auf den ersten Blick mag der Begriff der Kompaktheit etwas merkwiirdig
anmuten, und es scheint als hdtte er nur wenig mit den Begriffen zu tun, die
wir zuvor in diesem Unterabschnitt wiederholt haben. Diese Unklarheiten
sollten sich durch den folgenden Satz kldren:

Satz A.5.5 (Kompaktheit in metrischen Raumen). Sei (M,d) ein metrischer
Raum und sei C C M. Dann sind equivalent:

(i) Die Menge C ist kompakt.

(ii) Die Menge C ist total beschrankt und C ist als metrischer Raum (mit der
von M induzierten Metrik) vollstandig.

(iii) Jede Folge in C besitzt eine Teilfolge, die gegen einen Punkt in C konvergiert.

209



A. METRISCHE UND NORMIERTE RAUME

210

Die Aussage (c) wirkt fiir Sie auf den ersten Blick vielleicht etwas intui-
tiver als die abstrakt anmutende Definition von Kompaktheit. Es gibt aber
einige Griinde, dennoch die ,endliche Uberdeckungseigenschaft” als Defini-
tion fur Kompaktheit zu verwenden. Zum einen ist letztere Eigenschaft in
einigen Beweisen tatsachlich einfacher handhabbar als die Folgenbedingung
aus Satz A.5.5(c); zum anderen funktioniert die Definition von Kompaktheit
mittels ,endlicher Uberdeckungseigenschaft“ auch noch im allgemeineren
Rahmen topologischer Riume (die Folgenbedingung aus Satz A.5.5(c) jedoch
nicht mehr).

In vollstindigen metrischen Raumen lasst sich die Aussage (b) aus obigem
Satz etwas vereinfachen:

Korollar A.5.6 (Kompaktheit in vollstindigen metrischen Riumen). Sei
(M, d) ein vollstandiger metrischer Raum und sei C C M. Dann sind equivalent:

(i) Die Menge C ist kompakt.
(ii) Die Menge C ist total beschrinkt und abgeschlossen.

Man beachte, dass die Beschranktheitsbedingung in Teilaussage (b) ,,C ist
total beschrankt” lautet, und nicht etwas ,,C ist beschrankt“. Dass eine Menge
C € M genau dann kompakt ist, wenn Sie beschrankt und abgeschlossen
ist, gilt nur in wenigen Spezialfdllen, zum Beispiel wenn M ein endlich-
dimensionaler normierter Vektorraum ist.

Aufgabe A.5.7. Geben Sie eine Teilmenge von ¢! an, die beschrinkt und
abgeschlossen, aber nicht kompakt ist.

Die folgende Begriffsbildung ist oft nutzlich, und wir verwenden sie zum
Beispiel bei der Formulierung des Schauderschen Fixpunktsatzes (Satz B.3.6).

Definition A.5.8 (Relativ kompakte Menge). Sei (M, d) ein metrischer Raum
und sei C C M. Die Menge C heifit relativ kompakt, wenn ihr Abschluss C
kompakt ist.

Um die obige Definition zu verstehen ist es wichtig, sich daran zu erinnern,
wie der Abschluss C einer Menge C in einem metrischen Raum (M, d) definiert
ist: Es ist C per Definition der Durchschnitt aller abgeschlossenen Teilmengen
von M, die C enthalten — also die kleinste abgeschlossene Teilmenge von M,
die C enthalt.

Wir schlieflen diesen Abschnitt mit einer Charakterisierung der relativ
kompakten Teilmengen des Banachraumes C(I;K?) (wobei dieser Raum mit
der Norm ||-||,, ausgestattet ist; sieche Beispiel A.4.7(b)); es handelt sich um
eine Variante des sehr bekannten Satzes von Arzela—Ascoli.
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Satz A.5.9 (Satz von Arzela—Ascoli’). Sei K gleich R oder gleich C, sei d € N
und sei O # I C R ein kompaktes Intervall. Fiir jede Teilmenge C C C(I;K%) sind
dquivalent:

(i) Die Menge C is relativ kompakt.

(ii) Die Menge C ist beschrankt und gleichgradig stetig, d.h. fiir jedes ¢ > 0
und jedes t € I gib es ein 6 > 0 derart, dass ||f (s)— f(t)|| < € fiir alle f € C
und alle s € I mit |s —t| < o gilt.

Das folgende Korollar des Satzes von Arzela-Ascoli verwenden wir im
Beweis des Fixpunktsatzes von Peano.

Korollar A.5.10. Sei K gleich R oder gleich C, sei d € N und sei ) =1 C R ein

kompaktes Intervall. Sei C C C(I;K?) beschréinkt und es gebe eine Zahl L € [0, oo)

derart, dass jedes f € C Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante hochstens L ist.
Dann ist C relativ kompakt.

Aufgabe A.5.11. Zeigen Sie, dass Korollar A.5.10 aus Satz A.5.9 folgt.

A.6 Zusammenhingende Mengen und
Zusammenhangsargumente

In diesem Abschnitt wiederholen wir kurz den Begriff der zusammenhdingen-
den Menge in einem metrischen Raum und erlautern, warum dieses Konzept in
Beweisen oft sehr niitzlich ist. In der Vorlesung kommt dieses Konzept im Be-
weis des globalen Eindeutigkeitssatzes von Picard-Lindeloff (Korollar 4.1.11)
vor; dies ist auch der Grund, warum wir nur Losungen von Differentialglei-
chungen betrachten, die auf Intervallen definiert sind (vgl. Bemerkung A.6.11
am Ende dieses Abschnitts).

Definition A.6.1 (Zusammenhingende Menge). Sei (M, d) ein metrischer
Raum. Eine Teilmenge N C M heif3t zusammenhdngend, falls sie die folgende
Eigenschaft erfillt:

Fir alle offenen und disjunkten Mengen U;, U, € M, die N uberdecken
(im Sinne von U; U U, 2 N) ist N eine Teilmenge von U; oder eine Teilmenge
von U,.

Bemerkung A.6.2. Es ist nicht schwer zu zeigen, dass zusammenhangend eine
intrinsische Eigenschaft ist, d.h. eine Teilmenge N eines metrischen Raumes
(M, d) ist genau dann zusammenhangend, wenn sie als Teilmenge des metri-
schen Raumes (N,dy) zusammenhangend ist.

3Benannt nach Cesare Arzela (1847 — 1912) und Giulio Ascoli (1843 — 1896), beide italieni-
sche Mathematiker.
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Aufgrund der vorangehenden Bemerkung kann man sich, wenn man wis-
sen mochte, ob eine Menge N C M zusammenhingend ist, darauf zuriickzie-
hen nur den Raum (N, dy) zu betrachten und sich zu fragen, ob N in diesem
Raum zusammenhangend ist. Fur diese Frage — ob ein gegebener metrischer
Raum selbst zusammenhéngend ist — ist auch die folgende Proposition haufig
nutzlich:

Proposition A.6.3. Sei (M,d) ein metrischer Raum. Dann sind dquivalent:
(i) Die Menge M ist zusammenhangend.

(ii) Mit Ausnahme von O und M selbst ist keine Teilmenge von M sowohl offen
als auch abgeschlossen.

Proposition A.6.3 spielt auch fiir sogenannte Zusammenhangs-Argumente
eine wichtige Rolle — siehe Proposition A.6.10 weiter unten. Nun wollen wir
aber zunachst einige Beispiele ansprechen.

Beispiele A.6.4. (a) Eine Teilmenge N C R ist genau dann zusammenhan-
gend, wenn N ein Intervall? ist.

(b) Jede Kreislinie, jede offene Kreisscheibe und jede abgeschlossene Kreis-
scheibe in R? ist zusammenhingend.

(c) Jede Strecke zwischen zwei Punkten in R ist zusammenhangend.

(d) Die Vereinigung von zwei nichtleeren disjunkten offenen Teilmengen in
R? ist nicht zusammenhangend.

(e) Die Vereinigung von zwei nichtleeren disjunkten kompakten Teilmen-
gen in R? ist nicht zusammenhingend.

Die Eigenschaft zusammenhdngend bleibt unter stetigen Abbildungen er-
halten; dies ist der Inhalt der folgenden Proposition:

Proposition A.6.5. Seien (L,d;) und (M,d),) metrische Raume und sei f : L —
M stetig. Wenn N C L zusammenhdangend ist, dann ist f(N) ebenfalls zusammen-
hangend.

Als Konsequenz dieser Proposition kann man zum Beispiel ganz leicht
die Aussage aus Beispiel A.6.4(c) beweisen: Wenn x,p zwei Punkte in R? sind,
dann ist

f:[0,1]9t|—>x+t(y—x)e]Rd

4Wobei wir hierbei auch die leere Menge als Intervall auffassen (was in manchen Vorlesun-
gen und Lehrbiichern anders gehandhabt wird).
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eine stetige Abbildung, und das Bild der zusammenhangenden Menge [0, 1]
unter dieser Abbildung ist genau die Strecke zwischen x und yp.

Die folgende Proposition ist niitzlich um fiir viele weitere Mengen zu
zeigen, dass Sie zusammenhangend sind:

Proposition A.6.6. Sei (M, d) ein metrischer Raum und sei N C M. Die folgenden
beiden Aussagen sind dquivalent:

(i) Die Menge N ist zusammenhdingend.

(ii) Fiir alle Punkte x,y € N gibt es eine Teilmenge L C N, die zusammenhangend
ist und die x und y enthdlt.

Als einfache, aber wichtige Konsequenz von Proposition A.6.6 erhdlt man
das folgende Korollar:

Korollar A.6.7. Sei (M,d) ein metrischer Raum und sei N € M Weg-zusammen-
hangend, d.h. fiir alle Punkte x,y € N gebe es eine stetige Abbildung y : [0,1] - N
mit y(0) = x und y(1) = y. Dann ist N zusammenhdangend.

Das Korollar folgt sofort aus den Propostionen A.6.6 und A.6.3.

Beispiel A.6.8. Sei (V,]|-||) ein normierter Raum tuber R mit dim V > 2. Dann
ist die Einheitssphdre

S={veV:|v|=1}
zusammenhdingend.

Beweis. Seien x,y € S. Wir wollen Korollar A.6.7 anwenden und betrachten
hierzu zunachst den Fall, dass (x,y) linear unabhangig ist. In diesem Fall
enthalt das Verbindungsstiick

x+(1-t)y—-x):te[0,1]}CV

nicht den Nullvektor. Somit ist
x+(1-t)(y—x)
[+ (1=t -x)|

eine stetige Abbildung mit (0) = x und y(1) = .

Nun betrachten wir noch den Fall, dass (x,y) linear abhangig ist. Dann ist
y = x oder y = —x. Im Falle y = x gibt es offensichtlich einen stetigen Weg von
x nach y, also sei nun y = —x. Wegen dim V' > 2 gibt es ein z € S derart, dass
(x,2) linear unabhangig ist, und somit ist auch (z,y) linear unabhangig. Wie
im vorangehenden Schritt finden wir somit einen stetigen Weg in S, der x und
z verbindet und einen stetigen Weg in S, der z und y verbindet. Indem wir

y:[0,1]>t— €S
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diese beiden Weg zusammensetzen, erhalten wir einen stetigen Weg in S, der
x und y verbindet.
Also folgt aus Korollar A.6.7, dass S zusammenhangend ist. O]

Man beachte, dass die Einheitssphare im ein-dimensionalen normierten
Vektorraum R (mit Skalarkorper R und dem Betrag als Norm) nicht zusam-
menhangend ist — d.h. die Voraussetzung dim V > 2 in Beispiel A.6.8 kann
man nicht einfach weglassen.

Aufgabe A.6.9. Sei (V,]|-||]) ein normierter Vektorraum iiber C. Zeigen Sie,
dass die Einheitssphare in V immer zusammenhangend ist — egal, welche
Dimension V besitzt.

Zusammenhidngende Menge spielen eine wichtige Rolle bei sogenannten
Zusammenhangs-Argumenten; in typisches solches Argument beschrieben wir
in der nachsten Proposition:

Proposition A.6.10 (Zusammenhangs-Argument). Seien (L,dy) und (M,dy)
metrische Raume und sei L zusammenhangend. Seien f,g: L — M stetige Funk-
tionen. Wenn die Menge

Ci={reL: f(x)=g(x)
nicht-leer und offen ist, dann sind die beiden Funktionen f und g gleich.

Beweis. Wir missen nur zeigen, dass C = L gilt. Weil f und g stetig sind,
ist C abgeschlossen, und nach Voraussetzung ist C offen. Also folgt, weil L
zusammenhangend ist, aus Proposition A.6.3, dass C = 0 oder C = L gilt. Weil
C nach Voraussetzung nicht-leer ist, folgt also C = L. O

Genau dieses Argument kommt im Beweis des globalen Eindeutigkeitssat-
zes von Picard-Lindeloff (Korollar 4.1.11) vor.

Es gibt auch etwas subtilere Zusammenhangsargumente. In der Funk-
tionentheorie betrachtet man zum Beispiel, wenn man den Identitditssatz fiir
holomorphe Funktionen beweist, nicht einfach die Menge C aller Punkte, auf
denen zwei gegebenen Funktionen f und g Ubereinstimmen, sondern man
betrachtet die Menge aller Haufungspunkte von C — nennen wir sie H — und
zeigt, dass die abgeschlossene Menge H nicht-leer und offen ist.

Wir schliefSen diesen Abschnitt mit einer Bemerkung dazu, weshalb wir in
der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen stets Losungen betrachten,
die auf Intervallen definiert sind.

Bemerkung A.6.11. Die Tatsache, dass Intervalle die einzigen zusammen-
hiangenden Teilmengen von R sind, ist auch der Grund, warum wir in der
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Vorlesung nur Losungen von Differentialgleichungen betrachten, die auf Inter-
vallen definiert sind: Andere Teilmengen von R sind nicht zusammenhangend,
und somit konnen wir auf solchen Mengen keine Eindeutigkeit der Losung
eines Anfangswertproblems erwarten.

Dies sind man schon im folgenden sehr einfachen Beispiel: Betrachten wir
das ein-dimensionale Anfangswertproblem

Wenn I C R ein nicht-triviales Intervall ist, dass den Startzeitpunkt 0 enthalt,
dann sind zwei Losungen x: I — R und £: I — R laut Korolalr 4.1.11 gleich
(und somit an jedem Zeitpunkt t € I gleich 1).

Wenn wir hingegen auch Losungen zulassen, die nicht auf einem Intervall
definiert sind, so konnen wir zum Beispiel die beiden Funktionen

x,%:[-1,1]U[3,4] - R

betrachten, wobei x(t) = 1 fur alle t € [-1,1] U [3, 4] sei und wobei

i 1 firte[-1,1],
X(t) =
2 furte(3,4]

sei. Beiden Funktionen erfiillen die Anfangsbedingung und die Differential-
gleichung in (*); aber x und # sind nicht gleich.
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Fragen zum Einstieg.

(a) Was besagt noch einmal der Zwischenwertsatz aus der Analysis 1? Haben
Sie eine anschauliche Vorstellung davon, weshalb der Satz gilt?

(b) Gibt es eine stetige Funktion f : [0,1] — R mit der Eigenschaft
t
f(t):1+f f(s)ds fur alle t €[0,1]?
0

(c) Suchen Sie im Internet nach dem Satz vom Fuf$ball (sofern Sie ihn nicht
schon kennen).

B.1 Aperitif: Wozu Fixpunktsatze?

Eine grundlegende Problemstellung in der Mathematik ist es, Gleichungen
zu l6sen. Betrachten Sie z.B. die folgende Gleichung: Wir suchen eine reelle
Zahl x mit der Eigenschaft

er =x. (B.1)

Diese Losung lasst sich nicht ohne weiteres , explizit“ (oder ,analytisch)
losen — was auch immer man mit diesen Ausdriicken tiberhaupt meinen mag.
Man kann aber sehr leicht sehen, dass die Gleichung (B.1) zumindest eine
Losung besitzt, und zwar sogar eine in dem Intervall [0, 1].

Beweis. Wir betrachten die stetige Abbildung f : [0,1] = R, x > e™* — x°.
Dann gilt f(0) =1 >0 und f(1) = 1/e—1 < 0. Also besitzt f aufgrund des
Zwischenwertsatzes eine Nullstelle in [0,1]. O

Der Zwischenwertsatz liefert also eine Existenzaussage iiber die Losung
von Gleichungen.! Er ist allerdings eine sehr ein-dimensionale Angelegenheit,
und wir wiirden gerne auch Existenzaussagen uber Losungen von Gleichun-
gen in hoherer Dimension (oder sogar in unendlicher Dimension) erhalten.

Wenn wir dieses Ziel haben, ist es hilreich, den Zwischenwertsatz ein
wenig umzuformulieren. Es gilt:

Satz B.1.1 (Fixpunkt-Variante des Zwischenwertsatzes). Seien a < b reelle
Zahlen und sei f : [a,b] — R stetig. Wenn f(a) > a und f(b) < b gilt, dann gibt es
ein x € R mit f(x) = x.

1Ubrigens kann man den Zwischenwertsatz sehr leicht aus Proposition A.6.5 und aus der
Charakterisierung zusammenhangender Teilmengen von R in Beispiel A.6.4(a) folgern.
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Aufgabe B.1.2. Zeigen Sie, dass Satz B.1.1 dquivalent zum Zwischenwertsatz
ist.

Man sagt, dass x ein Fixpunkt einer Funktion f ist, wenn f(x) = x gilt.
Satz B.1.1 macht also nicht eine Aussage uber die Existenz einer Nullstelle
von f, sondern uiber die Existenz eines Fixpunkts von f. Aufgabe B.1.2 zeigen
aber, dass beide Aussagen (fur stetige Funktionen, die auf einem Intervall
definiert sind) im Wesentlichen dquivalent sind.

In konkreten Situationen ist es oft leicht eine gegebenene Gleichung in
eine Fixpunktgleichung umzuschreiben. Betrachten Sie zum Beispiel noch
einmal die Gleichung B.1. Sie ist offenbar dquivalent zur Fixpunktgleichung

XX’ +x=x (B.2)

Dies Gleichung sieht auf den ersten Blick etwas komplizierter aus als (B.1),
aber mit Satz B.1.1 ldsst sich die Existenz einer Losung natiirlich genauso
leicht zeigen:

Sei f:[0,1] >R, x+>e*—x>+x. Dannist f(0)=1>0und f(1)=1/e<1,
also besitzt f laut Satz B.1.1 einen Fixpunkt.

Der entscheidende Punkt ist nun: Fixpunktsatze lassen sich sehr gut auf
hoher-dimensionale Raume verallgemeinern! Ein Beispiel sind die Fixpunkt-
sdtze von Brouwer und Schauder, die wir in Abschnitt B.3 besprechen. Sie
gelten in mehrdimensionalen bzw. sogar unendlich-dimensionalen Raumen.
Der Banachsche Fixpunktsatz, den wir nun zuerst besprechen (Abschnitt B.2)
gilt sogar in vollstandigen metrischen Raumen.

Wir sollten im Hinterkopf behalten, dass Fixpunktsatze im Wesentlichen
eine Moglichkeit sind, um die Existenz einer Losung fiir Gleichungen zu
zeigen (und im Falle des Banachschen Fixpunktsatzes sogar noch dazu die
Eindeutigkeit!).

B.2 Der Banachsche Fixpunktsatz

Um den Banachschen Fixpunktsatz zu formulieren, benétigen wir den Begriff
der Lipschitz-Stetigkeit.

Definition B.2.1 (Lipschitz-Stetigkeit). Seien (M,d);) und (N,dy) metri-
sche Raume. Eine Abbildung f : M — N heifst Lipschitz-stetig, wenn es eine
reelle Zahl L > 0 gibt derart, dass

dn(f(x), f(v)) < Ldpy(x,p) fur allex,y e M (B.3)

gilt. In diesem Fall heif3t die kleinste reelle Zahl L > 0, fiir die (B.3) gilt, die
Lipschitz-Konstante von f.



B.2. Der Banachsche Fixpunktsatz

Abbildung B.1: Graphische Darstellung der Lipschitz-stetigen Funktion [-2,2] 5 x > |x| € R
und der Funktion [-2,2] 3 x |x|1/4, die zwar stetig, aber nicht Lipschitz-stetig ist.

Lipschitz-stetige Funktion Stetige, aber nicht Lipschitz-stetige Funktion
25 . . . 2.5

vierte Wurzel(|x|)
o
o -

f(x)

Argument: x Argument: x

Aufgaben B.2.2. (a) Woher wissen wir in Definition B.2.1 uiberhaupt, dass
es eine kleinste Zahl L > 0 gibt, fur die (B.3) gilt?

(b) Zeigen Sie, dass jede Lipschitz-stetige Funktion stetig ist.

Anschaulich bedeutet Lipschitz-Stetigkeit, dass eine Funktion ,sich nir-
gends schneller als linear dndert”. Ein einfaches Beispiel einer Lipschitz-
stetigen Funktion ist

[-2,2] 2 x> x| €R;

dass diese Funktion Lipschitz-stetig ist, kann man mit Hilfe der unteren
Dreicksungleichung beweisen. Ein Beispiel einer Funktion, die stetig, aber
nicht Lipschitz-stetig ist, ist

[-2,2] 5 x> |x]"* e R;

der Grund, weshalb diese Funktion nicht Lipschitz-stetig ist, ist ihr Verhalten
im Punkt x = 0: je ndher man diesem Punkt kommt, desto schneller dndert
sich die Funktion — man kann, anschaulich gesprochen, ihre Anderung also
nicht durch eine lineare Funktion abschétzen. Die beiden soeben diskutierten
Funktionen sind in der Abbildung B.1 graphisch dargestellt.

Nun kommen wir zum Banachschen Fixpunktsatz, der diesem Abschnitt
seinen Namen gibt. Wir geben im Folgenden eine Variante des Satzes an, die
man haufig in der Literatur findet.

Satz B.2.3 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei (M,d) ein nicht-leerer vollstin-
diger metrischer Raum und sei f : M — M eine Lipschitz-stetige Funktion mit
Lipschitzkonstante L < 1.

Dann besitzt f genau einen Fixpunkt X € M. Auflerdem konvergiert fiir jedes
x € M die Folge der Iterierten (f"(x)),en gegen X.
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Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass f hochstens einen Fixpunkt haben kann:
Wenn ndmlich £, und £, Fixpunkte von f sind, dann gilt

d(%y, %) = d(f (£2), f(%1)) < Ld(%,%1);

wegen L < 1 folgt daraus d(x,,%,) =0, also x, = %4.
Sei nun x € M beliebig. Wir zeigen, dass (f"(x)),cn eine Cauchy-Folge ist.
Fur jedes n € N gilt die Abschédtzung

d(f" ), () <L A(f"(x), £ (x));
somit folgt
(" (x), f"(x) < L" d(f (x), ).

fur alle n € Nj. Aus der Dreieckungleichung folgt somit fiir jedes n € Nj die
Ungleichung

=
—_

n—1 1

d(f"(x),x) < ) d(FF (), FE ) < ) LFA(F(x), %) =< == d(f(x), %),

“1-L
0 k=0

>~
Il

Fur festes ny € N und jede natirliche Zahl n > n, gilt deshalb

d(f"(x), f"(x)) < L™ d(f""(x),x) < L™

——d(f()%)
Also ist (f"(x)),en in der Tat eine Cauchy-Folge. Aus der Vollstandigkeit von
(M,d) folgt somit, dass diese Folge gegen einen Punkt x € M konvergiert.

Nun verwenden wir die Stetigkeit von f um zu sehen, dass % ein Fixpunkt
ist: Es gilt

F(#) = f( lim f*(x)) = lim f(f*(x)) = lim f™'(x) = £,

n—o00 n—o00 n—00

Insbesondere folgt, dass f einen Fixpunkt % besitzt. O]

Die oben stehende Variante des Banachschen Fixpunktsatzes kennen Sie
wahrscheinlich aus Threr Analysis 2-Vorlesung oder aus der Literatur. In
Abschnitt 4.1 beweisen wir eine etwas allgemeinere Variante des Banach-
schen Fixpunktsatzes, die sehr niitzlich fir den Beweis des Satzes von Picard-
Lindelof ist. Den Beweis von Satz B.2.3 haben wir trotzdem in dieses Manu-
skript aufgenommen, das es lehrreich ist, ihn mit dem Beweis der allgemeine-
ren Version des Resultats in Satz 4.1.4 zu vergleichen.
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B.3 Die Fixpunktsiatze von Brouwer und Schauder

Der Banachsche Fixpunktsatz liefert sowohl die Existenz als auch die Ein-
deutigkeit eines Fixpunktes einer Funktion f. In diesem Abschnitt wollen
wir einen anderen Typ von Fixpunktsatz besprechen. Wir benotigen hier
keine Lipschitz-Stetigkeit der Funktion f, sondern nur ihre Stetigkeit — da-
fir muss allerdings der Definitions- und Wertebereich von f eine konvexe
Teilmenge eines Vektorraums sein, und f muss noch dazu eine Kompaktheits-
voraussetzung erfiillen. Auflerdem erhalten wir nur die Existenz, aber keine
Eindeutigkeit des Fixpunktes.

Wir beginnen mit einer kurzen Wiederholung des Begriffs konvexe Menge.

Definition B.3.1 (Konvexe Menge). Sei V ein Vektorraum uber R oder C.
Eine Teilmenge K C V heif3t konvex, wenn fiir alle Punkte x,y € K und alle
reellen Zahlen A € [0, 1] die sogenannte Konvexkombination Ax+(1—A)y wieder
in K liegt.

Aufgabe B.3.2. (a) Wihlen Sie zwei beliebige Punkte x,y € R? und zeich-
nen Sie die Menge {Ax+(1—-A)y: A €[0,1]} aller Konvexkombinationen
von x und v.

(b) Ist eine Kreisschreibe im R? konvex? Ist eine Kreislinie im R? konvex?
(c) Zeichnen Sie drei verschiedene Mengen im R?, die konvex sind.
(d) Zeichnen Sie drei verschiedene Mengen im R?, die nicht konvex sind.

Fiir eine konvexe Menge liegen auch die Konvexkombinationen von mehr
als zwei Punkten wieder in der Menge:

Proposition B.3.3. Sei V ein Vektorraum iiber R oder C und sei K C C konvex.
Dann sind dquivalent:

(i) Die Menge K ist konvex.

(ii) Fiir jedes n € N, alle Punkte xy,...,x,, € K und alle Zahlen Aq,..., A, €
[0,1] mit der Eigenschaft Y _| Ay =1 liegt auch die Konvexkombination
ZZ:l /\kxk in K.

Beweis. Dies ist eine gute Ubungsaufgabe, wenn Sie ihr Verstindnis des Kon-
vexitatsbegriffes auffrischen wollen! O

Die folgende wichtige Aussage ist der sogenannte Fixpunktsatz von Brou-
wer:
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Satz B.3.4 (Brouwerscher? Fixpunktsatz). Sei d € N, sei ) # K C R? konvex
und abgeschlossen und sei f : K — K stetig. Dann gibt es ein x € K mit f(x) = x.

Aufgabe B.3.5. Beweisen Sie den Brouwerschen Fixpunktsatz im Spezialfall
d=1.

Der Brouwersche Fixpunktsatz besitzt eine unendlich-dimensionale Ver-
allgemeinerung. Es handelt sich um den Fixpunktsatz von Schaueder, von
welchem wir die folgende Variante im Beweis des Satzes von Peano verwen-
den:

Satz B.3.6 (Schauderscher® Fixpunktsatz). Sei (V,||-||) ein Banachraum, sei
0 # K C V konvex und abgeschlossen und sei f : K — K stetig und f(K) relativ
kompakt. Dann gibt es ein x € K mit f(x) = x.

Aufgabe B.3.7. Zeigen Sie, dass der Brouwersche Fixpunktsatz ein Spezialfall
des Schauderschen Fixpunktsatzes ist.

Literaturstellen und verwandte Ergebnisse. (a) Fiir einen Beweis des Fix-
punktsatzes von Brouwer verweisen wir beispielsweise auf die Refe-
renz [SW93, Satz 16.A.3 auf Seite 539].

(b) Den Schauderschen Fixpunktsatz finden Sie zum Beispiel in [Zei86,
Theorem 2.A auf Seite 56].

2Benannt nach Luitzen E. J. Brouwer (1881 — 1966), niederlindischer Mathematiker.
3Benannt nach Juliusz Schauder (1899 — 1943), polnischer Mathematiker


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Brouwer/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Schauder/

Fragen zum Einstieg.

(a) Wann nennt man eine Matrix A € R4 diagonalisierbar? Und wozu
braucht man diesen Begriff iiberhaupt?

(b) Konnen Sie ohne Computerunterstiitzung des 1000-te Potenz der Matrix

1.5 1 2%2
A= R**
(—2 —1.5) €

berechnen? Konnen Sie mit Computerunterstiitzung die 1000-te Potenz

von A berechnen?

(c) Betrachten Sie eine quadratische Matrix A mit reellen (oder gerne auch
komplexen) Eintragen. Wie ist die Aussage

A" >0 fur n— oo

zu verstehen?

Ist diese Aussage fiir die Matrix A aus Frage (b) wahr?

C.1 Matrix-Normen

Betrachten Sie eine Folge von Matrizen A, € R¥4 und eine feste Matrix
A e R*? Man sagt, dass die Folge (A,) gegen die Matrix A konvergiert, falls
jeder Eintrag von (A,) gegen den entsprechenden Eintrag (an derselben Stelle)
von A konvergiert. Sei zum Beispiel d = 2 und

n+l

e 0

An = " n -n
-1+ - 2

fur jedes n € N. Dann konvergiert die Folge (A,) gegen die Matrix

A:(_ll 8)

Wenn wir hingegen die Folge (A,,) mit

- n+l 0
An= (—1 + (—1)—")

n
nZ+n

fur alle n € N betrachten, dann stellen wir fest, dass diese Folge nicht gegen
eine Matrix konvergiert, denn die Folge der Eintrage an der Position (2,2) -
also die Folge von Zahlen ((—1)‘”) — ist nicht konvergent.

223



C. MATRIX-ANALYSIS

Sie wissen bereits, dass man Konvergenz auch allgemein in metrischen —
und somit insbesondere in normierten — Raiumen definieren kann. Deshalb
liegt es nahe, sich zu fragen, ob man auf dem R-Vektorraum R¥*? vielleicht
auch eine Norm einfihren kann — und zwar derart, dass Konvergenz bezuiglich
dieser Norm genau die oben beschrieben eintragsweise Konvergenz ist.

Dies ist in der Tat moglich, und es gibt sogar viele verschiedene solcher
Normen; wir diskutieren im Folgenden eine spezielle solche Norm, die beson-
ders wichtig ist. Auflerdem diskutieren wir sie nicht nur fiir den Skalarkorper
R, sondern auch fir den Skalarkorper C.

Definition C.1.1 (Induzierte 2-Norm von Matrizen). Sei K =R oder K = C.
Fiir jeden Vektor x € K? bezeichne

d

Il = () )

k=1

die Euklidsche Norm von x (manchmal bezeichnet man die Euklidsche Norm
von x auch als 2-Norm von x).
Fiir jeden Matrix A € K%* bezeichnen wir dann die Zahl

IA]| = sup{llAx]| : x € K, |lx]| < 1} € [0, c0)
als die induzierte 2-Norm von A.

Bemerkungen C.1.2. (a) Man kann zeigen, dass tatsachlich stets ||A|| < oo
ist; dies hdngt mit der Stetigkeit der linearen Abbildung K% 5 x > Ax €
K? zusammen.

(b) Anstelle des Supremums in der Definition von ||A|| darf man aus Kom-
paktheitsgrinden auch ein Maximum setzen.

(c) Man kann zur Definition von Matrix-Normen auch andere Normen auf
K% als die Euklidsche Norm verwenden (und erhilten dann natiirlich
jeweils eine andere Matrix-Norm); dies disktuieren wir an dieser Stelle
aber nicht weiter.

(d) Man kann auf dieselbe Weise auch die induzierte 2-Norm von nicht-
quadratischen Matrizen (d.h. von Matrizen A € K4*% zeigen); das ist
nicht schwieriger, aber wir bendtigen es in dieser Vorlesung nicht.

(e) Auf dieselbe Weise kann man auch die sogenannte Operatornorm von
stetigen linearen Abbildungen zwischen normierten Raumen definieren;
dies ist Teil der Funktionalanalysis.

Im Folgenden fuhren wir einige Eigenschaften der induzierten 2-Norm
von Matrizen auf.
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Proposition C.1.3. Sei K = R oder K = C. Fiir die induzierte 2-Norm auf K4*4

qilt:
(a)

(b)

Sie ist tatsichlich eine Norm auf K™ (und da K% endlich-dimensional
ist, ist dieser Raum zusammen mit der induzierten 2-Norm somit ein Ba-
nachraum).

Ein Folge (A,) C K% konvergiert beziiglich der induzierten 2-Norm gegen
eine Matrix A € K4 genau dann, wenn die Folge eintragsweise gegen A
konvergiert.

Die induzierte 2-Norm ist vertraglich mit der Euklidschen Norm auf K¢,
d.h. fiir alle A € K94 und alle x € K¢ gilt ||Ax]|| < ||A]l||x]l

Die induzierte 2-Norm der Einheitsmatrix in K4 ist gleich 1.

Die induzierte 2-Norm ist submultiplikativ, d.h. fiir alle A, B € K4 gilt
IAB| < l|Al[BIl

Insbesondere gilt fiir alle A € R™? und fiir alle n € Ny die Ungleichung
A" < [IA]I"™.

Man kann die induzierte 2-Norm folgendermafen ausrechnen: Fiir jedes A €
K4 jst ||A|| gleich der Wurzel aus dem grofiten Eigenwert der Matrix A A

. . . =T . . . .
(beachten Sie, dass die Matrix A" A stets selbstadjungiert und positiv semi-
definit ist, sodass es tatsdchlich sinnvoll ist, von ihrem grofiten Eigenwert zu
sprechen).l'2

Man kann die induzierte 2-Norm durch eine leicht zu berechnende GrofSe
nach oben abschitzen: Ist A € K4 und bezeichnet Ajx den Eintrag von A
an der Stelle (j, k), so gilt

d 1/2 d
<Yl <) laul-

jk=1 jk=1

Beachten Sie bitte, dass man die induzierte 2-Norm einer Matrix A € K4*4

. —T . . .
zwar aus den Eigenwerten von A" A bestimmen kann (indem man die Wurzel
des grofiten von ihnen nimmt), aber im Allgemeinen nicht direkt aus den

Eigenwerten von A. Zum Beispiel besitzt die Matrix

(01 2x2
A_(O O)E(C

'Hierbei benutzen wir die folgende Notation: Fiir jedes A € K¢ bezeichnen wir mit A € K¢
diejenige Matrix, deren Eintrage die konjugiert-komplexen Zahlen der Eintrage von A sind.

2Dass man die induzierte 2-Norm im Prinzip ausrechnen kann bedeutet nicht unbedingt,
dass es immer sinnvoll oder zielfiihrend ist, sie tatsdchlich konkret auszurechnen.
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nur den Eigenwert 0, aber ihre induzierte 2-Norm ||A|| ist laut Propositi-
on C.1.3(f) gleich der Wurzel des grofiten Eigenwerts der Matrix

—T 00
A A‘(o 1)’

also gleich 1.

Wir schlieflen diesen Abschnitt mit der folgenden Bemerkung zu einer
Subtilitat beziiglich des Zusammenhangs zwischen induzierter Matrixnorm
und Skalarkorper:

Bemerkung C.1.4. Betrachten Sie eine quadratische Matrix A mit reellen
Eintragen,d.h. A e R4 Die induzierte 2-Norm von A ist laut Definition C.1.1
(mit K = R) gleich

lA]| := sup{||Ax]|| : x € RY, ||x|| < 1} € [0, o0).

Nun ist jede Matrix in R**? aber natiirlich auch ein Element von C?*?; wenn
wir aber A als Element von C%*? auffassen — sowie man dies mit reellen
Matrizen haufig tut — dann erhalten wir aus Definition C.1.1 (mit K = C) die
Formel

1]l := sup{l|Ax]|: x € C%, ||x|| < 1} € [0, c0)

fur die induzierte 2-Norm von A. Wir haben also zwei verschiedene Definitio-
nen fiir die induzierte 2-Norm einer reellen Matrix A —je nachdem, ob wir als
Skalarkorper R oder C wihlen.?

Dies ist aber nur ein scheinbares Problem; man kann namlich zeigen, dass
die beiden obenstehenden Werte fiir ||A|| immer {ibereinstimmen.*

C.2 Diagonalisierbarkeit und die Jordansche
Normalform

Das Diagonalisieren von Matrizen sowie ihre Jordan-Normalform sind Kon-
zepte aus der Linearen Algebra, die wir an zwei Stellen in der Vorlesung
benotigen: Zum einen zur Berechnung von Matrix-Exponentialfunktionen
in Abschnitt 5.5, und zum anderen zum Studium des Langzeitverhaltens
der Losungen von linearen Differentialgleichungen in Abschnitt 8.1. Deshalb

3Fiir Matrizen mit mindestens einem nicht-reellen Eintrag gibt es diese Ambiguitit hin-
gegen nicht: Denn wenn nicht alle Eintrdge der Matrix A reell sind, kann man A nicht als
Element von R%*? auffassen, also ist fiir solche Matrizen in Definition C.1.1 immer K = C zu
wiéhlen.

4Allerdings ist das keineswegs offensichtlich; einen Beweis findet man zum Beispiel in
[Fen98, Proposition 2.1.1] (die dort bewiesene Aussage ist sogar noch deutlich allgemeiner).
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wiederholen wir hier einige wichtige Resultate zur Diagonalisierung und zur
Jordan-Normalform noch einmal. Der besseren Ubersicht halber unterteilen
wir den Abschnitt in zwei (nicht-nummerierte) Unterabschnitte.

Diagonalisierbarkeit

Wir erinnern zunichst an die folgenden Begriffe: Sei A € C**¢ und sei A € C
ein Eigenwert von A. Die geometrische Vielfachheit des Eigenwertes A ist per
Definition die Dimension des Eigenraums

ker(lid—A) = {y e RY : Ay = Ay}
={ye RY : v ist Eigenvektor von A zum Eigenwert A} U {0}.

Die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes A ist per Definition die Viel-
fachheit von A als Nullstelle des charakteristischen Polynoms von A.> Die
algebraische Vielfachheit ist immer mindestens so grof3 wie die geometrische
Vielfachheit; wenn die beiden Vielfachheiten ubereinstimmen, dann heifst der
Bigenwert A semi-simpel®.

Die Matrix A heif3t diagonalisierbar, wenn sie ahnlich zu einer Diagonalma-
trix ist, d.h. praziser gesprochen, wenn es eine Diagonalmatrix D € C** und
eine invertierbare Matrix T € C%*? mit der Eigenschaft A= TDT~! gibt. Der
folgende Satz charakterisiert Diagonalisierbarkeit auf verschiedene Weisen:

Satz C.2.1. Fiir jede Matrix A € C*¢ sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) Die Matrix A ist diagonalisierbar.
(ii) Jeder Eigenwert von A ist semi-simpel.
(iii) Es gibt eine Basis von C%, die aus Eigenvektoren von A besteht.

Wenn A diagonalisierbar ist und somit A = TDT™! fiir eine Diagonal-
matrix D € C**? und eine invertierbare Matrix T € C**? gilt, dann stehen
auf der Diagonalen von D immer die Eigenwerte von A — jeder Eigenwert so
oft, wie es seine geometrische Vielfachheit” vorgibt — und die Spalten von
T sind zugehorige Eigenvektoren. Die Reihenfolge der Eigenwerte auf der
Diagonalen von D ist dabei im Prinzip willkiirlich; man muss lediglich darauf
achten, dass sie zur Reihenfolge der zugehorigen Eigenvektoren in T passt.

5Zur Erinnerung: Das charakteristische Polynom p von A ist gegeben durch pa(A) = det(AI—
A) fir alle A e C.

6Qder auch halb-einfach.

"Die wegen der Diagonalisierbarkeit von A gleich der algebraischen Vielfachheit ist.
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Jordan-Normalform

Matrizen, die nicht diagonalisierbar sind, kann man trotzdem immer mittels

Ahnlichkeitstransformation in eine besonders einfache Form bringen, namlich

in die sogenannte Jordan-Normalform®. Praziser gesprochen bedeutet das:
Sei A € C**4, Dann kann man A in der Form

A=TJT},

schreiben, wobei T € C%* invertierbar ist, und wobei J € C*? nun nicht unbe-
dingt eine Diagonalmatrix ist, sondern allgemeiner eine Block-Diagonalmatrix,
deren Diagonalblocke sogenannte Jordan-Blocke sind. Dies bedeutet, dass |
von der Form

Ji 0

~
[l

0 I
ist, mit Matrizen J; € chxdi Jm € C%*dn und die k-te Block-Matrix Ji hat
die spezielle Gestalt

A 1 0 - 0
0 A4 1 - 0
Je=|: AR :
: A 1
0 -+ - 0 M

Die Zahlen A4,...,1,,, von denen die k-te dy-mal auf der Diagonalen des
Jordanblocks J steht, sind dabei genau die Eigenwerte von A.

An der Jordan-Normalform kann man auch die algebraische und geome-
trische Vielfachheit eines Eigenwertes ablesen:

Proposition C.2.2. Sei A € C*4 und sei A € C ein Eigenwert von A. Dann gilt:

(a) Die geometrische Vielfachheit von A ist gleich der Anzahl der Jordanblocke,
bei denen A auf der Diagonalen steht.

(b) Die algebraische Vielfachheit von A ist die Summe der Dimensionen aller
Jordanblicke, bei denen A auf der Diagonalen steht.

(c) Der Eigenwert A ist genau dann semi-simpel, wenn alle Jordanblocke, bei
denen A auf der Diagonalen steht, die Groffe 1 x 1 besitzen.

Insbesondere gilt somit: Die Matrix A € C**? ist genau dann diagonali-
sierbar, wenn in ihrer Jordan-Normalform alle Jordanblocke die Grofie 1 x 1
besitzen (d.h. also wenn die Jordan-Normalform eine Diagonalmatrix ist).

8Benannt nach Camille Jordan (1838 — 1922), franzdsischer Mathematiker.
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