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Einleitung

Notation

Folgende Notation wird im Manuskript durchgehend verwendet:

Notation ‘ Bedeutung

N {1,2,3,...}

Np {0,1,2,3,...}
K Ror C

m,n,p Elemente von N

Vorsicht: Fehler!

Dieses Manuskript enthélt mit an Sicherheit grenzender Wahrscheinlichkeit Fehler.
Mit hoher Wahrscheinlichkeit enthélt es sogar viele Fehler. Wenn Sie glauben, einen
Fehler entdeckt zu haben: Geben Sie mir bitte Bescheid (wirklich!), am einfachsten
per E-Mail.

E-Mail-Adresse: glueck@uni-wuppertal.de

Literatur

Es ist oft klug, die Vorlesungsunterlagen durch weitere Literatur zu ergénzen. Das
kann IThnen nochmals eine andere Perspektive auf die Kursinhalte verschaffen. Es gibt
eine Vielzahl an Lehrbiichern zur Analysis 1 — manchmal auch Analysis in einer Ver-
dnderlichen genannt —, zu denen Sie zum Beispiel durch die Universitatsbibliothek
Zugang erhalten (in dem Sie das Buch dort ausleihen oder in dem Sie eine elektro-
nische Version des Buchs, die von der Bibliothek lizenziert wurde, herunterladen).
Zwei Klassiker sind zum Beispiel die beiden Biicher [Forl6] und [Kén04]. Eine
sehr umfangreiche Darstellung der Analysis 1 finden Sie zum Beispiel auch in [SWO03].
Bitte beachten Sie, dass es viele verschiedene Arten gibt, den Lernstoff der Ana-
lysis 1 darzustellen. In jedem Buch werden Sie einen etwas anderen Zugang und
eine etwas andere Prisentation finden (und auch die Inhalte selbst werden sich oft
an der ein oder anderen Stelle etwas unterscheiden). Dieses Vorlesungsmanuskript
orientiert sich nicht an einem bestimmten Buch, sondern — wie es fiir viele mathe-
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matische Lehrveranstaltungen an deutschen Unis iiblich ist — an den Vorstellungenlﬂ
des Dozenten.

Ein Punkt, der in diesem Manuskript (und der zugehorigen Vorlesung) anders ist
als in einigen Analysis 1-Biichern, ist die Anordnung des Stoffes am Anfang: Wir be-
sprechen zuerst stetige Funktionen und anschliefend Folgen, wiahrend es in Biichern
oft anders herum gemacht wird. Letztlich sind solchen Entscheidungen natiirlich Ge-
schmacksfrage und ein bisschen Varianz in der Literatur und Lehre ist eine gute
Sache.

Stand

Diese Version des Manuskript stammt vom 21. April 2025.

Oder Marotten?



Kapitel 1

Die reellen und komplexen Zahlen

1.1 Awussagen und Mengen

Bevor wir uns in den Abschnitten [I.2] und [I.3|ndher mit den reellen und den komple-
xen Zahlen beschéaftigen, besprechen wir im aktuellen Abschnitt ein paar Grundlagen.
Mathematische Ergebnisse werden mit Hilfe von Aussagen formuliert und haufig be-
nutzt man bei ihrer Formulierung Mengen. Lassen Sie uns deshalb damit beginnen,
Aussagen und Mengen zu diskutieren.

Definition 1.1.1 (Aussagen). Eine Aussage ist ein sprachlicher Ausdruck, von dem
eindeutig feststeht, ob er wahr oder falsch ist.

Beispiele 1.1.2 (Aussage oder nicht?). (a) “Helmut Kohl war ein deutscher Bun-
deskanzler” ist eine Aussage. Sie ist wahr.

(b) “Helmut Kohl war ein guter Bundeskanzler” ist keine Aussage (im Sinne der
Mathematik), denn ob diese Behauptung stimmt oder nicht, ist Ansichtssache.

(c) “Hillary Clinton war eine deutsche Bundeskanzlerin” ist eine Aussage. Sie ist
falsch.

(d) “Bonnie und Clyde” ist keine Aussage, denn zwei Personen sind weder wahr
noch falsch.

(e) “2+ 3 =8 ist eine Aussage. Sie ist falsch.
(f) “2+4 3” ist keine Aussage, denn dieser Ausdruck ist weder wahr noch falsch.

Mathematik besteht im Prinzip daraus, wahre Aussagen iiber mathematische
Objekte zu machen und zweifelsfrei zu begriinden — in der Mathematik sagt man
dazu beweisen —, dass diese Aussagen tatsdchlich wahr sind. Es ist dabei bequem,
nicht bei jeder wahren Aussage, die man macht, extra dazu sagen zu miissen, dass
sie wahr ist. Deshalb verwendet man die folgende Vereinbarung: Wenn man eine
mathematische Aussage aufschreibt ohne ihren Wahrheitswert zu spezifizieren, dann

3
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Hinweis:

In @ gab es in
der ersten Ma-
nuskriptversion
(vom 10.
Oktober) einen
verwirrenden
Tippfehler:
Dort stand VA
anstelle von
—A.

1. DIE REELLEN UND KOMPLEXEN ZAHLEN

mochte man damit ausdriicken, dass die Aussage wahr ist. Wir kénnen also zum
Beispiel einfach schreiben

24+3=5
und meinen damit
Die Aussage “2 4+ 3 = 57 ist wahr.

So sind Sie es vermutlich auch gewohnt, im téglichen Leben mit Aussagen umzu-
gehen. Wenn Thre Kommilitonen und Kommilitoninnen sich beispielsweise wundern,
weshalb Sie in der Vorlesung einschlafen, konnte Ihre Antwort zum Beispiel lauten

Ich habe die halbe Nacht Netfliz geguckt.
Man geht dann davon aus, dass das wahr ist, obwohl Sie iiblicherweise nicht sagen
Die Aussage “Ich habe die halbe Nacht Netfliz gequckt” wahr.

Um auszudriicken, dass eine Aussage wahr ist, konnen Sie die Aussage also einfach
hinschreiben ohne das Wort“wahr” explizit zu benutzen.

Definition 1.1.3 (Logische Verkniipfungen von Aussagen). Fiir zwei Aussagen A
und B definieren wir mehrere neue Aussagen, die wir mit folgenden Schreibweisen
abkiirzen:

(a) Die Schreibweise A A B steht fiir “A und B sind beide wahr.”

(b) Die Schreibweise A V B steht fiir “A ist wahr oder B ist wahr”; anders aus-
gedriickt steht A V B also fiir “Mindestens eine der beiden Aussagen A, B ist
wahr. 1]

Die Schreibweise A V B steht fiir “Genau eine der beiden Aussagen A, B ist
wahr. ]

()

Die Schreibweise —A steht wir “nicht A”, da heifft = A ist wahr, wenn A falsch
ist, und —A ist falsch, wenn A wahr ist.

(d)

Die Schreibweise A = B steht fiir “Falls A wahr ist, dann ist auch B wahr” —
anders ausgedriickt fiir “Aus A folgt B”.

(e)

Den Pfeil = bezeichnet man als Implikationspfeil oder Folgepfeil und die
Aussage “A = B” bezeichnet man als eine Implikation.

Anstelle von A = B verwendet man gleichbedeutend auch die Notation B <
A.

!Beim Symbol V handelt es sich also um das sogenannte inklusives Oder.
2Das Symbol V bezeichnet also das exklusives Oder.



1.1. Aussagen und Mengen

(f) Die Schreibweise A < B steht fiir “A ist gleichbedeutend zu B” — anders aus-
gedriickt fiir “A hat denselben Wahrheitswert wie B”.

Anstelle von “gleichbedeutend” sagt man oft auch “dquivalent” und den Pfeil
& bezeichnet man deshalb als Aquivalenzpfeil.

Proposition 1.1.4 (Einige Regeln fiir die Verkniipfung von Aussagen). Seien A, B,C
Aussagen. Die folgenden Aussagen sind stets wahr (unabhdngig davon, welcher der
Aussagen A, B,C wahr sind):

(a) AV —-A

(b) =(AAB) < (~AV —B)

(¢) ~(AV B) & (A A-B)
)

(d) (A= B) & (-B= -4)

Die Implikation =B = —A bezeichnet man als die Kontraposition zur Im-
plikation A = B. FEine Implikation und ihre Kontraposition sind also immer
gleichbedeutend.

Beweis. Den Beweis kann man mit Hilfe von sogenannten Wahrheitstafeln (oder
Wahrheitstabellen) fithren. Dies gehort zur Vorlesung Grundlagen der Mathema-
tik. Falls Sie diese Vorlesung nicht hoéren und trotzdem sehen méchten, wie das
funktioniert, konnen Sie Details zu Wahrheitstabellen zum Beispiel im Vorlesungs-
manuskript [Glii24, Abschnitt 1.2] nachlesen. O

Definition 1.1.5 (Menge). Eine Menge ist eine Zusammenfassung von Objekten
zu einem neuen Objekt M, wobei man die Reihenfolge der Objekte ignoriert und ein
Objekt nicht mehrfach in die Mengen aufgenommen werden darf.

Diejenigen Objekte, die man zur Menge M zusammengefasst hat, nennt man die
Elemente von M. Fiir ein Objekt x benutzt man die Kurzschreibweise x € M fiir
die Aussage “z ist ein Element von M .”E|

Beispiele 1.1.6 (Beispiele und Schreibweisen fiir Mengen).
(a) Mit 0 oder {} bezeichnen wir die leere Menge. Sie enthilt kein Element.

(b) Mit N := {1,2,3,...} bezeichnen wir die Menge der natiirlichen Zahlen,
mit Ny := {0,1,2,3,...} die Menge, die die natiirlichen Zahlen und die Null
enthélt, und mit Z :={...,—-2,—-1,0,1,2,... } die Menge der ganzen Zahlen.

(c) Sei X eine Menge und fiir jedes z € X sei eine Aussage A(z) gegeben. Dann

3Wenn man genau ist, treten hier ein paar Subtilititen auf, die zu Schwierigkeiten fiithren
kénnen: Mit dieser — etwas vagen — Definition ist ndmlich nicht immer sichergestellt, dass wirklich
fiir jede Menge M und jedes Objekt x klar ist, ob x ein Element von M ist oder nicht. Damit wére
“x € M” also nicht immer eine Aussage. Diese Schwierigkeit wollen wir in den Einstiegsvorlesungen
aber etwas unter den Teppich kehren — oder sagen wir eleganter, wir wollen die Schwierigkeit
umgehen — und einigen uns deshalb darauf, dass wir nur dann von einer Menge M sprechen wollen,
wenn fiir jedes Objekt = klar ist, ob es ein Element von M ist oder nicht.

Vorlesung 2
(Mi, 16.10.)
beginnt ab

Beispiel
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bezeichnet die Schreibweise
{zeX| A(z)}
die Menge, die aus all denjenigen = € X besteht, fiir die A(x) wahr ist.

(d) Mit dem Symbol R bezeichnen wir die Menge der reellen Zahlen und mit dem
Symbol Q := {Z | n,z € Z such that z # 0} die Menge der rationalen Zahlenﬁ

Definition 1.1.7 (Inklusionen und Gleichheit von Mengen). Seien M und N Men-
gen.

(a) Mit der Schreibweise M C N (oder N O M) bezeichnet man die Aussage
“Jedes Element von M ist auch ein Element von N.” Falls diese Aussage wahr
ist, sagt man, M ist eine Teilmenge von N (oder N ist eine Obermenge von

M).

Die Aussage M C N (bezichungsweise N O M) bezeichnet man als eine In-
klusion.

(b) Die beiden Mengen M und N nennt man gleich — und schreibt die als M = N
— falls M und N genau die gleichen Elementen haben.

Anders ausgedriickt ist die Aussage M = N gleichbedeutend mit der Aussage
MCN A MDN.

Beispiele 1.1.8 (Einige Inklusionen und Mengengleichheiten).
(a) Esgit N={z€Z| z>1}.

(b) Es gilt NC Z und Z C R.

Beide Inklusionen zugleich kann man auch ausdriicken, in dem man kiirzer
N C Z C R schreibt.

(c) Es gilt nicht Q C Z. Das kann man auch zum Ausdruck bringen, indem man
Q ¢ Z schreibt.

(d) Es gilt weder {—%,3} C Z noch Z C {-1,3}.

Definition 1.1.9 (Quantoren). Sei X eine Menge und fiir jedes z € X sei eine
Aussage A(x) gegeben. Man definiert die folgenden Schreibweisen:

“Hier haben wir eine Kurzschreibweise zur Beschreibung von Mengen verwendet, die man noch
genauer erkliren kann, sobald wir in Definition [[.1.9 Quantoren einfiihren. Mit Hilfe des Existenz-
quantors kann man die Menge {2 | n,z € Z A z # 0} némlich — noch etwas genauer — ausdriicken
als

{:v | In,z € Z derart, dass z # 0 und =z = E}.
z



1.1. Aussagen und Mengen

(a) Die Schreibweise Vz € X A(x) steht fiir “Fiir alle x € X ist A(z) wahr.”

(b) Die Schreibweise 3z € X A(x) steht fir “Es gibt mindestens ein = € X fiir
das A(x) wahr ist.”

(c) Die Schreibweise 3!z € X A(x) steht fiir “Es gibt genau ein z € X, fiir das
A(x) wahr ist.”

Beispiele 1.1.10 (Einige Aussagen mit Quantoren).

(a) Die Aussage “Vo € N 22 < 427 ist falsch, denn beispielsweise fiir = 5 gilt
nicht 72 = 25, aber 4z = 20, und somit —=(z? < 4z) fiir dieses =.

(b) Die Aussage “Jz € N 22 < 42" ist wahr, denn beispielsweise fiir z = 1 gilt
2 =1<4=4x

(c) Die Aussage “3'z € N 22 < 42”7 ist falsch, denn es gibt mindestens zwei Zahlen
x € N, die diese Ungleichung erfiillen — beispielsweise die Zahlen 1 und 2.

Bemerkung 1.1.11 (Verneinung von Aussagen mit Quantoren). Sei X eine Menge
und fiir jedes x € X sei eine Aussage A(z) gegeben. Dann gilt

-(Vz e X A(z)) & 3FzeX -A(x)
und

—(Fz e X A(z)) & VzeX -A(x)

Beispiel 1.1.12 (Eine Aussage mit Quantoren und ihre Verneinung). Die erste Aqui-

valenz in Bemerkung [1.1.11| hatten wir stillschweigend bereits in Beispiel [1.1.10)(a)]

verwendet. Um zu begriinden, dass die Aussage
Vo € N 22 <A4x
falsch ist, hatten wir namlich gezeigt, dass die Aussage
3z € N —(2? < 42)
wahr ist — und dies ist genau die Verneinung der Aussage, die wir widerlegen wollten.

Wir beenden den Abschnitt mit der folgenden Definition, die sie bereits in den
Ubungsgruppen gesehen haben und die wir deshalb in der Vorlesung nicht bespre-
chen:

Definition 1.1.13 (Vereinigung, Durchschnitt und Differenz). Seien L, M Mengen.

(a) Die Menge LUM :={x | = € L V x € M} heifst die Vereinigung von L
und M.

(b) Die Menge LNM :={z| x € L A x € M} heift der Durchschnitt oder der
Schnitt von L und M.

(c) Die Menge L\ M := {z € L | x ¢ M} heit die mengentheoretische
Differenz oder kurz die Differenz von L und M.



Vorlesung 3
(Fr, 18.10.)
beginnt ab den
Axiomen

1. DIE REELLEN UND KOMPLEXEN ZAHLEN

1.2 Die reellen Zahlen und ihre Anordnung

Die Menge der reellen Zahlen bezeichnen wir mit R[] Wie Sie bereits aus der Schule
wissen, kann man reelle Zahlen addieren und multiplizieren. Auflerdem wissen Sie
bereits, dass man reelle Zahlen der Grofe nach vergleichen kann. Diesen Grofenver-
gleich notiert man mit dem Symbol <: Fiir a,b € R schreibt man a < b um zu sagen,
dass a kleiner oder gleich b ist. Die folgenden — sehr anschaulichen — Eigenschaften
werden wir sténdig benutzen.

Axiome 1.2.1 (Ordnung der reellen Zahlen). Es gelten die folgenden Eigenschaften
fiir die Ordnung der reellen Zahlen:

(I) Reflexivitat: Ve e R: z <z

(II) Antisymmetrie: Vz,ycR: (z <y Ay<z = zx=y)
(III) Tramsitivitdt: Vo,y,z€R: (z <y Ay<z = z<2)
(IV) Totalitat: Vz,y e R: z <y Vy<zx

Fiir reelle Zahlen z,y € R verwendet man die Notation y > x gleichbedeutend
mit z < y. Man schreibt © < y (oder y > x) um zu sagen, dass < y und x # y ist.

Im Folgenden wiederholen wir, wie diese Ordnung der reellen Zahlen mit der Ad-
dition und Multiplikation zusammenhéngt. Bemerkenswerter Weise kann man alle
Regeln dafiir, wie man beim Addieren und Multiplizieren reeller Zahlen mit Unglei-
chungen umgehen darf, aus den folgenden wenigen Axiomen herleiten:

Axiome 1.2.2 (Zusammenhang zwischen Ordnung und algebraischen Operationen
auf R). Es gelten die folgenden Eigenschaften:

(I) Va,z,yeR: (z<y = a+z<a+y)
(II) Ya,beR: (a>0 A b>0 = ab>0)

Proposition 1.2.3 (Konsequenzen fiir die Ordnung und die algebraischen Opera-
tionen auf R, Teil 1). Es gelten die folgenden Eigenschaften:

(a) Fiir alle a,b,x,y € R gilt: Falls a < b and x <y ist, dann ista+x < b+ y.

5In dieser Vorlesung stellen wir uns auf den Standpunkt, dass Sie die reellen Zahlen bereits ken-
nenaus der Schule kennen. Im folgenden besprechen wir, wie man die Ordnungseigenschaften reeller
Zahlen axiomatisch behandeln kann. Die axiomatische Behandlung der algebraischen Eigenschaften
der reellen Zahlen lernen Sie in der Vorlesung Grundlagen der Mathematik, wenn der Begriff des
Korpers definiert wird.

Ubrigens unterschlagen wir hier zwei eigentlich sehr wichtige Fragen, namlich die nach der Exis-
tenz und nach der Eindeutigkeit der reellen Zahlen. Wenn man Axiome angibt, die die reellen
Zahlen erfiillen sollen, sollte man sich ndmlich fragen, ob es iiberhaupt ein mathematisches Objekt
gibt, dass diese Axiome erfiillt (Existenz) und ob es davon tatsichlich nur eines gibt (Eindeutig-
keit). Solche Fragen werden beispielsweise im Buch [Dei08] ausfiihrlich besprochen, das eine recht
tiefgehende Einfiihrung in die Theorie der reellen Zahlen gibt.

8



1.2. Die reellen Zahlen und ihre Anordnung

(b) Fir allez,y eR gilt: t <y & —x > —y.
(¢) Fir alle a,z,y € R gilt: Falls a > 0 und x <y ist, dann ist ax < ay.
(d) Fir alle a,z,y € R gilt: Falls a <0 und x < y ist, dann ist ax > ay.

>

K]

(e) Fiir alle z,y € R mit z,y >0 gilt: v <y < %

(f) Fiir alle x € R gilt 2% > 0.

(g) Esgilt -1 <0< 1.

Beweis. @ Lassen Sie uns Zahlen a,b,x,y € R betrachten. Nehmen wir an, dass

a <band x <y ist. Aus Axiom [1.2.(1)| folgt
at+r<a+y<b+y,

wobei wir das Axiom zwei mal angewendet haben — einmal um die erste Ungleichung
zu erhalten und dann nochmals um die zweite Ungleichung zu erhalten.

@ Lassen Sie uns zahlen z,3 € R betrachten. Wir mochten die Aquivalenz
x <y & —x > —y beweisen; diese Aquivalenz besteht aus einer Implikation
von links nach rechts und einer von rechts nach links. Wir beweisen zuerst die eine
Implikation und dann die andere:

“=" Nehmen wir x <y an. Wir miissen —z > —y beweisen.

Aus Axiom [1.2.T)| folgt dann z + (—z) < y+ (—=x), also 0 < y — z. Wir wenden
Axiom|[1.2.2(I)[nochmals an und erhalten 0+(—y) < y—z+(—y) und somit —y < —z,
also —x > —y.

“«<* Nehmen wir nun —x > —y an. Wir miissen z < y beweisen.

Die Annahme —x > —y kann man anders schreiben als —y < —x. Weil wir
die Implikation von links nach recht bereits fiir alle reellen Zahlen bewiesen haben,
konnen wir sie auch fiir die Zahl —y anstelle von z und die Zahl —x anstelle von
y anwenden. Dann erhalten wir aus der bereits bewiesenen Implikation —(—y) >
—(—x), also y > x, was dasselbe bedeutet wir x < y.

Betrachten wir Zahlen a, x,y € R und nehmen wir an, dass a > 0 und x < y
gilt. Laut Axiom konnen wir zur Ungleichung x < y die Zahl —z addieren
und erhalten somit 0 <y — z. Somit liefert Axiom(1.2.2(1I), dass

0<a(ly—z)=ay—ax

gilt. Jetzt wenden wir nochmals Axiom [1.2.2(I)| an, welches uns erlaubt die Zahl az
zur Ungleichung 0 < ay — azx zu addieren; dies liefert ax < by.

@ Betrachten wir Zahlen a,z,y € R und nehmen wir an, dass a < 0 und = <y
gilt. Laut der bereits bewiesenen Aussage @ gilt —a > —0 = 0 und erhalten wir

—ax = (—a)r < (—a)y = —ay,



1. DIE REELLEN UND KOMPLEXEN ZAHLEN

wobei die Ungleichung in der Mitte aus der bereits bewiesenen Aussage folgt.
Jetzt verwenden wir nochmals die bereits bewiesene Aussage und erhalten somit
axr > ay.

@ Dies kann man aus Aussage herleiten so &hnlich, wie wir @ aus @
hergeleitet haben.

[(f)] Betrachten wir eine Zahl z € R. Falls z > 0 ist, dann folgt aus Axiom [1.2.9[(II)}
dass 2 = z - 2 > 0 gilt. Wenn hingegen z < 0 ist, dann ist insbesondere 2 < 0 und
somit folgt laut @die Ungleichung —z > —0 = 0. Deshalb folgt aus Axiom ,
dass 22 = (—x) - (—x) > 0 ist.

Es gilt 1 = 12 > 0, wobei die Ungleichung aus folgt. Wegen 1 # 0 folgt
1>0.

Aus @ erhalten wir somit —1 < —0 = 0. Weil —1 # 0 ist, folgt daraus —1 <
0. O

Proposition 1.2.4 (Konsequenzen fiir die Ordnung und die algebraischen Opera-
tionen auf R, Teil 2). Es gelten die folgenden Eigenschaften:

(a) Fiir alle a,b,x,y € R gilt: Falls a < b and x < y ist, dann ist a+x < b+ y.
(b) Firallez,y eR qilt: x <y & —x > —y.

c) Fir alle a,z,y € R gilt: Falls a > 0 und x < y ist, dann ist ax < ay.

)
)
()
(d) Fir alle a,z,y € R gilt: Falls a < 0 und = <y ist, dann ist ax > ay.
(e) Fir alle z,y € R mit z,y >0 gilt: z <y & % > %

(f) Fiir alle v € R\ {0} gilt 22 > 0.

() Fiir allez € R\ {0} gilt: >0 < L >0.

Beweis. Diese Aussagen kann man dhnlich wie die Aussagen in Proposition [1.2.3
beweisen. Alternativ kann man viele Aussagen der aktuellen Proposition auch direkt
aus den Aussagen von Proposition herleiten. Wir verzichten an dieser Stelle auf
die Details. O

Definition 1.2.5 (Intervalle). Seien a,b € R. Die Mengen

[a,b] :={x € R| a <z <b}, [a,b) :={zx eR| a <z <b},

(a,b] : ={z eR| a <z <b}, (a,b) :={z eR| a <z <b},

[a,00) :=={x e R| a <z}, (a,00):={z eR| a <z},
(—o0, b :={x e R| = <b}, (—00,b) :=={x €eR| = <b},
(—o00,00) :=R.

bezeichnet man als Intervalle.

Definition 1.2.6 (Obere und untere Schranken, kleinste und grofte Elemente). Sei
M CR.
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1.2. Die reellen Zahlen und ihre Anordnung

(a) Eine Zahl s € R bezeichnet man als eine obere Schranke von M, falls x < s
fiir alle x € M gilt. Die Menge M heifst nach oben beschrinkt, falls es eine
Zahl s € R gibt, die eine obere Schranke von M ist.

Eine Zahl s € R bezeichnet man als eine untere Schranke von M, falls
s <z fir alle x € M gilt. Die Menge M heifst nach unten beschrinkt, falls
es eine Zahl s € R gibt, die eine untere Schranke von M ist.

Die Menge M heifit beschrankt, falls sie nach oben und nach unten beschrankt
ist.

(b) Eine Zahl s € R heifst grifites Element oder Maximum von M, falls s eine
obere Schranke von M ist und s € M gilt.

Eine Zahl s € R heifst kleinstes Element oder Minimum von M, falls s eine
untere Schranke von M ist und s € M gilt.

Proposition 1.2.7 (Eindeutigkeit von kleinsten und grofsten Elementen). Sei M C
R. Dann besitzt M héchstens ein Maximum und héchstens ein Minimum.

Beweis. Seien s,t € R beide ein Maximum von M. Dann gilt s, € M und fiir alle
z € M gilt + < s und x < t. Insbesondere ist also t < s und s < ¢ und somit
s=t. O]

Aufgrund der vorangehenden Proposition kann man von dem Maximum bezie-
hungsweise dem Minimum einer Menge M C R sprechen, sofern dieses Maximum
oder Minimum jeweils existiert. Wir verwenden die folgende Notation:

(a) Falls M ein Maximum besitzt, bezeichnen wir es mit max M.

(b) Falls M ein Minimum besitzt, bezeichnen wir es mit min M.

Beispiel 1.2.8 (Einige obere und untere Schranken).

(a) Die Zahlen —1, 0 und 1 sind untere Schranken von N = {1,2,...}. Die Zahl 1
ist das kleinste Elemente von N, das heifst, es gilt 1 = min N.

(b) Die Menge N besitzt kein groftes Element. Wenn nédmlich n € N ist, dann ist
n + 1 ebenfalls ein Element von N und es ist strikt grofer als n.

(c) Jede endliche, nichtleere Teilmenge von R besitzt ein Maximum und ein Mini-
mum.

Axiom 1.2.9 (Archimedisches Axiom). Die Menge N ist in R nicht nach oben
beschrankt.

Proposition 1.2.10 (Dichtheitseigenschaften der Ordnung von R).

. . . . . 1
(a) Fiir jedes x > 0 gibt es einn € N mit - < x.
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1. DIE REELLEN UND KOMPLEXEN ZAHLEN

(b) Seien a,c € R mit a < c¢. Dann gibt es ein b € R mit a < b < c.

Beweis. Es ist % > 0. Wegen des Archimedischen Axioms ist % keine obere

Schranke von N, das heifst, es gibt ein n € N mit n > % Insbesondere ist somit

n # 0. Es folgt % < x, wie behauptet.

Setze b := “¥€.
@, ,a_a, c_c ¢
a=—-—+-<-+-<-+-=c
2 2 2 2 2 2
=b
Also ist die Behauptung gezeigt. O
Definition 1.2.11 (Suprema und Infima). Sei M C R.

(a) Eine Zahl s € R nennt man kleinste obere Schranke von M oder Supre-
mum von M falls s das kleinste Element der Menge aller oberen Schranken
von M ist.

Wegen Proposition besitzt M hochstens ein Supremum und falls M ein
Supremum besitzt, notiert man dieses Supremum haufig als sup M.

(b) Eine Zahl s € R nennt man grofite untere Schranke von M oder Infimum
von M, falls s das grofste Element der Menge aller unteren Schranken von M
ist.

Wegen Proposition besitzt M hochstens ein Infimum und falls M ein
Infimum besitzt, notiert man dieses Infimum héufig als inf M.

Proposition 1.2.12 (Jedes Maximum ist ein Supremum und jedes Minimum ist ein
Infimum). Sei M C R.

(a) Falls M ein Mazimum besitzt, dann ist max M auch Supremum von M.

(b) Falls M ein Minimum besitzt, dann ist min M auch Infimum von M.

Beweis. @ Nehem wir an, dass M ein Maximum besitzt. Laut Definition
ist max M eine obere Schranke von M und ein Element von M. Wenn s € R eine
weitere obere Schranke von M ist, dann gilt wegen max M € M auch max M < s.
Also ist max M die kleinste obere Schranke von M.

@ Diesen Beweis kann man analog zum Beweis von @ fiihren. O

Beispiele 1.2.13 (Suprema und Infima einiger Mengen). (a) Sei a € R. Das In-
tervall [a,00) besitzt das Minimum a und somit auch das Infimum a. Das
Intervall (a,c0) besitzt das Infimum a, aber kein Minimum.

Beweis. Aus der Definition des Intervalls [a, co) folgt, dass a eine untere Schran-
ke von [a,00) und dass a ein Element von [a,00) ist. Also ist a laut Definiti-

on [1.2.6(b)| das Minimum von [a, c0). Laut Proposition [1.2.12(a)| ist a somit

auch das Infimum von [a, c0).

12



1.2. Die reellen Zahlen und ihre Anordnung

Nun betrachten wir das Intervall (a, 00). Laut Definition dieses Intervalls ist a
eine untere Schranke von (a, c0).

Sei nun s € R eine weitere untere Schranke von (a,00). Wir miissen s < a
zeigen und gehen hierzu per Widerspruch vor: Wére s > a, dann gébe es laut
Proposition [1.2.10}(b)| ein ¢ € R mit der Eigenschaft a < ¢ < s, also wére
¢ € (a,00) aber ¢ < s; dies widerspricht der Annahme, dass s eine untere
Schranke von (a,00) ist. Also ist tatsdchlich s < a, das heift, a ist die grofte
untere Schranke von (a, 00).

Jetzt zeigen wir noch, dass (a,00) kein Minimum hat. Hétte das Intervall ein
Minimum, so miisste dieses Minimum laut Proposition |1.2.12(b)|auch das Infi-
mum des Intervalls — also gleich a — sein. Die Zahl a ist aber nicht das Minimum
von (a,00), da a ¢ (a,00) gilt. Also haben wir gezeigt, dass (a,c0) kein Mini-
mum besitzt. O

Sei b € R. Das Intervall (—oo,b] besitzt das Maximum b und somit auch das
Supremum b. Das Intervall (—oo, b) besitzt das Supremum b, aber kein Maxi-
mum.

Beweis. Das kann man analog zu beweisen. O
Die Menge M := {1 | n € N} besitzt das Maximum 1 and das Infimum 0.

Bewets. Wir zeigen zuerst, dass 1 = max M gilt. Betrachten wir ein z € M.
Dann gibt es laut Definition von M ein n € N mit der Eigenschaft ¢ = %
Wegen n > 1 gilt x = % < 1. Also ist 1 eine obere Schranke von M. Auferdem
gilt 1 =1 € M; somit ist 1 laut Definition |1.2.6(b)| das Maximum von M.

Nun zeigen wir, dass 0 das Infimum von M ist. Dazu beweisen wir zuerst, dass
0 eine untere Schranke von M ist: Betrachten wir ein x € M. Dann gibt es ein
n € Nmit x = % Wegen n > 0 gilt auch x = % > 0. Also ist 0 tatséchlich eine
untere Schranke von M.

Wir miissen noch zeigen, dass 0 die grofite untere Schrank von M ist. Sei
dazu s € R eine untere Schranke von M; um s < 0 zu beweisen, nehmen
wir widerspruchshalber an, dass s > 0 gilt. Laut Proposition [1.2.10(a)| gibt es
dann ein n € N mit der Eigenschaft % < s. Wegen % € M widerspricht dies
aber der Tatsache, dass s eine untere Schranke von M ist. Also gilt tatséchlich
s <0. O

Axiom 1.2.14 (Ordnungsvollstindigkeit von R). Jede nichtleere und nach oben
beschrénkte Teilmenge von R besitzt ein Supremum in R.

Bemerkung 1.2.15 (Quadratwurzeln). Mit den bisher besprochenen Eigenschaften
der reellen Zahlen — insbesondere mit Hilfe der soeben eingefithrten Ordnungsvoll-
stdndigkeit — kann man bereits zeigen, dass jede reelle Zahl y > 0 eine Quadratwurzel
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Vorlesung 5
(Fr, 25.10.)
beginnt ab Pro-

position [1.2.16]

1. DIE REELLEN UND KOMPLEXEN ZAHLEN

besitzt. Falls Sie bereits jetzt wissen mochten, wie das geht, konnen Sie es im Ad-
dendum in Abschnitt dieses Manuskripts nachlesen.

Wir kommen aber auch spéter im Laufe der Vorlesung noch einmal auf die Exis-
tenz von Wurzeln zuriick, ndmlich in Abschnitt

In der folgenden Proposition und fiir den Rest der Vorlesung verwenden wir die
folgende Notation: Fiir jedes M C R setzen wir

—M={-z| ze M} CR.

Proposition 1.2.16 (Suprema vs. Infima). (a) Falls M C R ein Supremum be-
sitzt, dann besitzt —M das Infimum inf(—M) = —sup M.

(b) Falls M C R ein Infimum besitzt, dann besitzt —M das Supremum sup(—M ) =
—inf M.

(c) Jede nichtleere und nach unten beschrankte Teilmenge von R besitzt ein Infi-
mum.

Beweis. Den Beweis fithren wir in den Ubungen. O

Bemerkung 1.2.17 (—oo und oo als Infima und Suprema). Sei M C R. Wenn
M nicht nach oben beschrankt ist, dann definiert man sup M := oo. Wenn M nicht
nach unten beschrinkt ist, dann definiert man inf M := —occ.

Mit diesen Definitionen besitzt jetzt nichtleere Teilmenge von R ein Supremum
und ein Infimum — in manchen Fillen konnen diese aber co oder —oo sein[’|

Definition 1.2.18 (Betrag und Vorzeichen). Fiir jedes x € R definieren wir

x, falls z > 0,
und sgn(z) :==<0, fallsz=0,

1, falls > 0,
|z] =
—z, fallsxz <0

—1, fallsxz <O0.

Man nennt |z| den Betrag oder den Absolutbetrag von z und sgn(z) das Vor-
zeichen oder das Signum von zx.

Beachten Sie: Fiir jedes z € R gilt |z| € [0,00) und es ist |z| = 0 genau dann,
wenn x = 0 ist. Aukerdem gilt |z| = z - sgn(x) fiir jedes = € R.

Proposition 1.2.19 (Eigenschaften des Betrags). Fir alle z,y € R gilt:

5Der Grund, warum wir das erst spiter besprechen, ist, dass der Beweis viel iibersichtlicher
wird, wenn man bereits weifs, was eine stetige Funktion ist und schon einige Eigenschaften stetiger
Funktionen bewiesen hat. Sie werden aber sehen, dass auch der Beweis, den wir spéter fiihren, das
Ordnungsvollstindigkeitsaxiom verwendet.

"Wenn Sie méchten, kénnen Sie sich dariiber Gedanken machen, warum es auch sinnvoll ist, zu-
sétzlich noch sup f) := —oo und inf () := co zu definieren. Wenn man auch diese Definition verwendet,
besitzt also wirklich jede Teilmenge von R ein Supremum und ein Infimum.
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1.2. Die reellen Zahlen und ihre Anordnung

(a) Fsist |z| = max{x, —x}.

(b) Es gilt |x| > z und |z| > —=x.

(c) Dreiecksungleichung: Es ist |z + y| < |z| + |y|.

(d) Untere Dreiecksungleichung: Es ist |x —y| > | |z — |y| | > |z| — |y|.

Beweis. @ Betrachten wir ein beliebiges, aber festes x € R. Wir unterscheiden zwei
Félle:

e Erster Fall: Falls x > 0 ist, ist x > 0 > —z. Somit gilt max{z, —z} = x = |z|.

e Zweiter Fall: Falls z < 0 ist, gilt —z > 0 > x. Somit folgt max{z, —z} = —z =
|z|.

[(b)] Wegen [(a)] gilt |z| = max{z, —z} > z und |z| = max{z, —z} > —=x.
Indem wir Aussage @ auf jede der beiden Zahlen x und y anwenden, erhalten

wir
[zl +lylzz+y  uwd  fa[+ [y = (=2) + (-y) = —(z +y).
Also ist |z| + |y| eine obere Schranke der Menge {z + y, —(x + y)} und somit folgt
x| + |y| = max{z +y, —(z +y)} = |z + 9],

wobei wir fiir die Gleichheit am Ende die Aussage auf die Zahl x 4y angewendet
haben.

@Weil die zweite Ungleichung aus @folgt, geniigt es die Ungleichung |z — y| >
| |z| = |y| | zu zeigen. Zu diesem Zweck beobachten wir zuerst, dass

lz| =z —y) +y| < |z —y|+ |y,

gilt, wobei die Ungleichung in dieser Rechnung aus folgt. Also ist |z| — |y| <
|z — y|. Ebenso gilt

lyl =y —2) + 2 < |y — x|+ |2],

wobei die Ungleichung erneut aus|(c)|folgt. Aus folgt, dass der Betrag jeder reellen
Zahl gleich dem Betrag von minus der Zahl ist, also gilt |y — 2| = | — y| und somit
folgt [y| — |z| < [z —yl.

Insgesamt haben wir also gezeigt, dass |z — y| groker oder gleich den beiden
Zahlen |x| — |y| und —(|z| — |y|) ist, das heift, es gilt

| =yl > max { |z] — [y|, —(|z| = [y} = | 2] - Iyl ],

wobei die Gleichheit am Ende der Rechnung laut @ gilt. O
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1. DIE REELLEN UND KOMPLEXEN ZAHLEN

Proposition 1.2.20 (Beschrénktheit mit Hilfe des Betrags). Eine Menge M C R
ist genau dann beschrinkt, wenn es eine Zahl ¢ € [0,00) gibt, die die Eigenschaft
|z| < ¢ fir alle x € M erfillt.

Beweis. “=" Nehmen wir an, dass M beschrankt ist. Laut Definition [1.2.6(a)| be-
deutet das, dass M nach oben und nach unten beschriankt ist. Ebenfalls laut Defi-
nition [1.2.6(a)| bedeutet das wiederum, dass es Zahlen si,s2 € R gibt derart, dass
51 < x < 5o fiir alle x € R gilt.

Wir setzen nun ¢ := max{—si, s2,0}. Dann ist ¢ > 0. Fiir jedes x € M gilt

r<sy<c und —x < —s1 <c,

das heifst, ¢ ist eine obere Schranke von {z, —x} und somit gilt ¢ > max{z, —z} = |z|,

wobei die letzte Gleichheit laut Proposition [1.2.1(b)] gilt [

“«<“ Nehmen wir an, dass es ein ¢ € [0, 00) gibt derart, dass |z| < c fiir all z € M
gilt. Fiir alle x € M folgt dann

x<lz|<e und x> —|z| > —c,

wobei wir sowohl als auch rechts Proposition [1.2.19(b)| verwendet haben. Also ist M
nach unten beschrankt und nach oben beschrankt und somit beschrénkt. O

1.3 Komplexe Zahlen

Die komplexen Zahlen sind eine Menge von Zahlen, die die reellen Zahlen enthélt
und den Vorteil hat, dass es in ihr eine Zahl gibt, deren Quadrat gleich —1 ist:

Definition 1.3.1 (Komplexe Zahlen). Eine komplexe Zahl ist eine Zahl der Form
z = x + iy, wobei z,y € R sind. Dabei verwendet man die folgenden Konventionen:

(a) Jede reelle Zahl x fasst man als die komplexe Zahl x 4 i0 auf.
(b) Man schreibt kurz i := 0 + il.

(¢) Fiir eine komplexe Zahl z = x 4+ iy (mit =,y € R) nennt man = den Realteil
von z und y den Imaginarteil von z. Man schreibt x =: Rez und y =: Im z.

(d) Zwei komplexe Zahlen zi, zo heifen gleich, was wir als z; = 29 notieren, wenn
ihre Reilteile gleich sind und ihre Imaginérzeile gleich sind.

(e) Die Menge aller komplexen Zahlen bezeichnen wir mit C, das heifst, wir setzen

C={z+iy| z,y € R}.

8Wenn Sie Lust haben, kénnen Sie sich einmal iiberlegen, ob man ¢ wirklich als max{—s1, s2, 0}
definieren muss um ¢ > 0 zu erhalten oder ob das mit der Definition ¢ := {—s1, s2} nicht genauso
gut klappen wiirde.
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1.3. Komplexe Zahlen

(f) Fiir komplexe Zahlen z; = 21 +1iy; und 22 = x9 +iys definieren wir die Summe
und das Produkt als

21+ 22 = (x1 + z2) +i(y1 + y2),

R1%2 ‘= 2122 = (901362 - ylyz) + i(»”U1y2 + 902?41)-

Aus der Definition der Multiplikation zweier komplexer Zahlen folgt i? = —1
— das heifit, es gibt eine komplexe Zahl deren Quadrat gleich der reellen Zahl —1
ist. Fiir die Addition und Multiplikation von komplexen Zahlen gelten die iiblichen
Rechenregeln, die Sie auch fiir die reellen Zahlen bereits kennen. Sie konnen zwei
komplexe Zahlen z1,zo € C auch subtrahieren, indem Sie z; — 25 = 21 + (—1) - 29
setzen. Auflerdem kdnnen Sie fiir eine Zahlen z = x + iy € C mit z,y € R den
Kehrbruch definieren als

1 T -y

P x2+y2+1x2+y2'

Dann konnen Sie leicht nachrechnen, dass % -z =1 gilt.

Die Definition des Produktes zweier komplexer Zahlen wirkt auf den ersten Blick
etwas kompliziert. Man kann aber sehr leicht mit dieser Definition umgehen, wenn
man einfach das Distributivgesetz fiir Addition und Multiplikation zusammen mit
dem Fakt i = —1 verwendet.

Bemerkung 1.3.2 (Die komplexe Zahlenebene). Die Menge der komplexen Zahlen
kann man als Ebene skizzieren, die dann manchmal als Gaufssche Zahlenebene
bezeichnet wird. Dabei tragt man den Realteil einer komplexen Zahl nach rechts
an und den Imaginérteil nach oben. Wir veranschaulichen das in der Vorlesung mit
einer Zeichnung.

Definition 1.3.3 (Konjugiert komplexe Zahlen und Betrag). Sei z = x +iy € C mit
z,y € R.

(a) Die Zahl z := z —iy = Rez—iIm z € C heift die zu z konjugiert komplexe
Zahl oder kiirzer das konjugiert Komplexe von z.

(b) Die reelle Zahl |z| == /22 + 32 = \/(Rez)? + (Im2)2 € [0,00) heift der Be-
trag oder der Absolutbetrag’|von z.

Bemerkung 1.3.4 (Konsistenz zwischen reellem und komplexem Betrag). Sei = €
R. Dann ist auch z € C, also haben wir nun zwei verschiedene Definitionen des

Betrags von x — némlich Definition [1.2.18] und Definition [1.3.3(b)| — und miissen

sicherstellen, dass diese Definitionen sich nicht widersprechen.
Das kann man gliicklicherweise leicht tiberpriifen: Definition |1.3.3(b )| liefert ndm-
lich fiir |x| die Formel

falls = > 0
\xy:yx+10\:\/x2+o2:@:{x aEr=

—x falls z <0,

9 Auf Englisch sagt man dazu absolute value oder modulus.
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(Mi, 30.10.)
beginnt ab
Beispiel

1. DIE REELLEN UND KOMPLEXEN ZAHLEN

und der Ausdruck am Ende der Gleichung entspricht genau der Definition des Betrags
von z laut Definition [[.2.18

Fiir reelle Zahlen ist es also egal, welche der beiden Betragsdefinitionen man
verwendet, denn beide liefern dieselbe Zahl als Betrag.

Die folgenden Proposition und ihren Beweis besprechen wir in den Ubungen.

Proposition 1.3.5 (Eigenschaft des Betrags und von konjugiert komplexen Zahlen).
Seien z, 21,29 € C.

Es gilt z € R genau dann, wenn z = Z ist.

Es qgilt z1 + z0 = 21 + 23.

Es gilt z =0 genau dann, wenn Z = 0 gilt. Falls z # 0 ist, gilt m =1/z.

)
)

c) FEs gilt Z1z3 = Z1 Z3.
)
) Es gilt |2|* = 2z und |z| = |7|.
)

Es gilt z = 0 genau dann, wenn |z| = 0 ist. Falls z # 0 ist, gilt % = %

P
Es gilt |z122| = |21] |22]-

Es gilt die Dreiecksungleichung |z, + z2| < |z1| + |22].

FEs gilt die untere Dreiecksungleichung |z — z2| > ||z1| — |22|| > |21] — |22]-
Falls z # 0 ist, gilt |[1/z] =1/ |z].

Wegen des Satzes von Pythagoras, den Sie aus der Schule kennen, kann man fiir
zwei komplexe Zahlen zj, 2o € C die Zahl |z; — 25| als den Abstand von z; und 29
in der komplexen Ebene auffassen. Das werden wir in der Analysis 1 immer wieder
verwenden. Als ein erstes Anwendungsbeispiel dieser Beobachtung besprechen wir
nun, wie man Kreise in der komplexen Ebene mit Hilfe des Betrags beschreiben
kann:

Beispiel 1.3.6 (Kreise in der komplexen Ebene). Sei zp € C und r € [0, 00). Dann
beschreiben die drei Mengen

B<,(20) ={z € C| |z — 20| <71},
Bor(20) ={z € C| |z — 20| < 1},
{z€C| [z = 2| =7}
die abgeschlossene Kreisscheibe und die offene Kreissscheibe um zy mit Ra-

dius r sowie die Kreisliniﬂ um zg mit Radius 7.
Diese drei Mengen werden in Abbildung graphisch dargestellt.

ORiir die Kreislinie verwenden wir iibrigens nicht die Notation B—,(zo). Der Hintergrund dieser
Notationen wird in der Analysis 2 klar werden, wenn wir iiber metrische Rdume sprechen.
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iR iR
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Abbildung 1.3.1: Skizzen der drei Mengen aus Beispiel Die offene Kreisscheibe
B, (20), die abgeschlossene Kreisscheibe B<,(2p) und die Kreislinie mit Mittelpunkt
zo und Radius 7.

Definition 1.3.7 (Beschranktheit in C). Eine Teilmenge M C C heifst beschrénkt,
falls es eine Zahl ¢ € [0, 00) gibt derart, dass |z| < ¢ fiir alle z € M gilt.

Beachten Sie, dass die Definition der Beschranktheit in C konsistent mit der
Definition der Beschranktheit in R ist. Genauer: Eine Menge M C R C C genau dann
beschrénkt im Sinne der vorangehenden Definition ist, wenn sie beschrinkt im Sinne
der Definition ist; das liegt an der Charakterisierung der Beschranktheit
von Teilmengen von R, die wir in Proposition bewiesen haben und an der
Konsistenz des reellen und des komplexen Betrags (Bemerkung .

Proposition 1.3.8 (Beschrianktheit und Kreise). Sei M C C. Dann sind die folgen-
den Aussagen dquivalent:

(i) Die Menge M ist beschrdankt.
(ii) Es gibt ein r € [0,00) derart, dass M C B<,.(0) gilt.
(ili) Es gibt ein zp € C und ein r € [0,00) derart, dass M C B<,(zo) gilt.
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Addenda
enthalten
zusatzliche
Informationen,
die Sie bei
Interesse lesen
konnen, die
aber nicht zum
Vorlesungsstoff
der Analysis 1
im Winterse-
mester 2024 /25
gehoren.

1. DIE REELLEN UND KOMPLEXEN ZAHLEN

Beweis. ‘{(i)] = [({)] Nehmen wir an, dass M beschréinkt ist. Laut Definition
kénnen wir dann eine Zahl ¢ € [0,00) mit der Eigenschaft, dass fiir alle z € M die
Eigenschaft |z| < ¢ gilt.

Wir setzen r := ¢ und beweisen nun M C B<,(0) zeigen. Dazu betrachten wir
ein beliebiges, aber festes z € M. Es gilt |z| < ¢ = r und somit z € B<,(0).

Gi)] = [Gi)]” Nehmen wir an, dass es ein r € [0, 00) derart, dass M C B<,(0)
gilt. Wéhle zp := 0. Dann ist M C B<,(zp).

{Gii)] = [ Nehmen wir an, dass es ein zg € C und ein r € [0,00) gibt derart,
dass M C B<,(2g) gilt. Definieren ¢ := 7 + |2g| € [0, 00). Fiir jedes z € M gilt dann

|z| = |z — 20 + 20| < |z — 20| + |20] <7+ |20 = ¢,

wobei wir fiir die erste Ungleichung die Dreickecksungleichung fiir komplexe Zahlen
(Proposition [1.3.5(h)|) verwendet haben. Also ist M beschrénkt. O

1.4 Addendum: Existenz und Eindeutigkeit von
Quadratwurzeln

In diesem Addendum konnen Sie bei Interesse nachlesen, wie man aus den Eigen-
schaften der reellen Zahlen, die wir bis einschlieflich Axiom [I.2.14] besprochen haben,
herleiten kann, dass jede Zahl in [0, 00) eine Quadratwurzel besitzt. Das hatten wir
in Bemerkung angemerkt und es ist Teil der Aussage des folgendes Theorems.
Der Beweis wirkt an dieser Stelle aber vermutlich etwas technisch. In Abschnitt 2.3]
werden wir einen weiteren Beweis angeben, der zwar auf derselben Grundidee beruht,
sich aber aufgrund der zusétzlichen Theorie, die wir bis dahin zur Verfiigung haben,
deutlich einfacher und klarer formulieren l&sst.

Theorem 1.4.1 (Existenz und Eindeutigkeit von Wurzeln). Sei y € [0,00). Dann
gibt es genau eine Zahl w € [0,00) mit der Eigenschaft w? = y.

Man bezeichnet dieses Zahl w als die Wurzel oder, genauer, die Quadratwurzel
von y und schreibt w =: \/y.

Zum Beweis benotigen wir das folgende Hilfsresultat.
Lemma 1.4.2 (Etwas Freiraum um ein Quadrat). Seien w,y € [0,00).
(a) Wenn w? < y ist, dann gibt es ein x € (w,o0) mit x2 < y.
(b) Wenn w? >y ist, dann gibt es ein v € (0,w) mit y < v2.

Beweis. Wenn w = 0 ist, kénnen wir zum Beispiel = § wiihlen; also sei nun

w > 0. Wir wihlen eine reelle Zahl 6 > 0, die kleiner als w und kleiner als yz;Q ist

und setzen z := w + § > w. Dann gilt

22 = (w+6)? = w? + 2wé + 6% < w? + 4wd < w? + (y — w?) =y.
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1.4. Addendum: Existenz und Eindeutigkeit von Quadratwurzeln

@ Wegen w? >y > 0 ist w # 0 und somit w > 0. Wihle eine reelle Zahl § > 0
mit 6 < %% < ¥ < w und setze v :=w — ¢ € (0,w). Dann ist

v? = (w—8)? = w? — 206 + 6% > w? — 2w > w? — (v —y) =y,

womit die Behauptung gezeigt ist. O

Beweis von Theorem[I.].1 Wir zeigen zuerst die Existenz und dann die Eindeutig-
keit.

Existenz:

Sei M := {z € [0,00) | 2% < y}. Die Menge M ist nicht leer, denn es gilt 0 € M.

Als néchstes zeigen wir, dass M nach oben beschriankt ist. Setze dazu s :=
max{y, 1}; wir zeigen, dass s eine obere Schranke von M ist. Fiir jedes z € M
unterscheiden wir dazu zwei Falle:

e Frster Fall: x < 1. In diesem Fall gilt x < 1 < s.

o Zweiter Fall: x > 1. In diesem Fall gilt x =2 -1 < 2 < y < s.

In jedem Fall ist also x < s und somit ist M tatséchlich nach oben beschrankt.
Wegen der Ordnungsvollstandigkeit von R (Axiom [1.2.14) besitzt M also ein

Supremum. Wir setzen w := sup M und zeigen nun, dass w? = y gilt. Dazu miissen

wir nur beweisen, dass weder w? < y noch w? > y gelten kann.

Nehmen wir zunéchst widerspruchshalber an, dass w? < y ist. Laut Lemma
gibt es dann eine reelle Zahl z > w mit der Eigenschaft 2? < y. Damit liegt 2 in M,
aber z > w. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass w eine obere Schranke von M ist.

Nun nehmen wir widerspruchshalber an, dass w? > y ist. Laut Lemma
gibt es dann eine Zahl v € (0, w) mit y < v? < w?. Wir beobachten, dass v eine obere
Schranke von M ist. Fiir z € M muss namlich & < v gelten, denn aus v < x wiirde
v? < 2% <y < v? folgen, was nicht sein kann. Dass aber v eine obere Schranke von
M ist und zugleich v < w gilt, widerspricht der Definition von w, denn wir hatten
w als die kleinste obere Schranke von M definiert.

Also ist tatséichlich w? = y gezeigt und die Existenz einer Quadratwurzeln von y
ist somit bewiesen. Wegen 0 € M folgt zudem 0 < w, also liegt die Quadratwurzel
w tatséchlich in [0, 00).

Eindeutigkeit:

Seien u,w € [0,00) mit u? = y = v?. Angenommen, es wire u # w. Dann ist
eine von beiden Zahlen — sagen wir, ohne Einschriankung, w — grofer als die andere,
das heifit, es gilt 0 < u < w. Daraus folgt aber u? < w?, was ein Widerspruch zu

u? = w? ist. O
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1. DIE REELLEN UND KOMPLEXEN ZAHLEN

1.5 Addendum: Weitere interessante Eigenschaften der
Anordnung von R

Lassen Sie uns eine Menge M C R als ordnungskonvex bezeichnen, falls folgendes
gilt:

Ve,ze MVYye M: (z<y<z = yeM)

Eine interessante Konsequenz der Ordnungsvollstdndigkeit von R ist es, die ord-
nungskonvexen Teilmengen von R genau die Intervalle sind:

Theorem 1.5.1 (Ordnungskonvexe Mengen sind Intervalle). Eine Menge M C R
st genau dann ein Intervall, wenn sie ordnungskonvex ist.

Wir skizzieren den Beweis nur; die Details sind nicht schwierig, aber enthalten
einige Fallunterscheidungen, die wir hier nicht alle aufzidhlen.

Beweisskizze von Theorem [L.51. “=" Diese Implikation folgt leicht aus der Defini-
tion von Intervallen (Definition ; man muss nur alle neun verschiendenen Félle
durchgehen.

“«<* Sei M ordnungskonvex. Wenn M leer ist, gilt zum Beispiel M = (1,1) und
wenn M nur ein Element z besitzt, dann ist M = [z, z]|. Also besitze M nun fiir
den Rest des Beweises mehr als ein Element. Dann koénnen wir a¢ := inf M und
b := sup M definieren und es ist —oo < a < b < <.

Fiir jedes y € (a,b) gilt es ein x € M mit x < y und ein z € M mit y < z. Nach
Voraussetzung gilt somit = € M. Somit ist

(a,b) C M.

Man muss nun fiir ¢ unterscheiden, ob a = —oo oder a € R gilt. Im zweitgenannten
Fall muss man weiter unterscheiden, ob a ein Element von M ist oder nicht. Ebenso
muss man fiir b unterscheiden, ob b = co oder b € R gilt, und im zweitgenannten Fall
muss man weiter unterscheiden, ob b ein Element von M ist oder nicht. So erhélt
man insgesamt neun Falle und in jedem dieser Falle ist M eines der neun Intervalle
aus Definition [[.2.5] O

Wenn Sie Lust haben, kdnnen Sie sich iiberlegen, warum die Implikation “<” in
obigem Satz nicht mehr stimmt, wenn man anstelle von R mit einer Zahlenmenge
arbeitet, die nicht ordnungsvollsténdig ist (und auch Intervalle nur als Teilmengen
dieser Menge definiert).
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Kapitel 2

Reelle und komplexe Funktionen

2.1 Stetige Funktionen

Definition 2.1.1 (Funktion). Seien X,Y Mengen.

(a) Eine Funktion oder Abbildung f von X nach Y ist eine Zuordnung, die
jedem Element z € X genau ein Element aus Y zuordnet; letzteres Element
wird mit f(x) bezeichnet[T]

(b) Um zu sagen, dass f eine Funktion von X nach Y ist, schreibt man f: X — Y
oder X L y.

(¢) Sei f: X — Y. Dann nennt man X den Definitionsbereich von f und Y den
Wertbereich von f.

Fiir jedes x € X bezeichnet man im Ausdruck f(z) das Objekt z als Argu-
ment und das Objekt f(z) als den Funktionswert oder den Wert von f an
der Stelle z.

Um konkret anzugeben, was eine Funktion f tut, verwendet man den Pfeil .
Die Funktion f von R nach R, die jeder reellen Zahl ihr Quadrat zuordnet, kann
man zum Beispiel schreiben als

f*R—=R,
T 22
In der Analysis 1 interessieren wir uns besonders fiir Funktionen, die von Mengen

M C R nach R abbilden und fiir Funktionen, die von Mengen M C C nach C
abbilden. Hier sind einige konkrete Beispiele:

Beispiele 2.1.2 (Einige Beispiele fiir reelle und komplexe Funktionen).

'Man kann noch etwas genauer werden, indem man eine Funktion als eine Relation, das heifst
als eine Teilmenge des sogenannten kartesischen Produkts X x Y definiert, die einige Zusatzei-
genschaften erfiillt. Darauf gehen wir an dieser Stelle aber nicht weiter ein.
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2. REELLE UND KOMPLEXE FUNKTIONEN

(a) Die Funktion

f:C—=C,
2 22
ordnet jeder komplexen Zahl z ihr Quadrat 2% := z - z zu. Beispielsweise gilt

fiir diese Funktion f(1) = 1, f(0) = 0, f(i) = =1 und f(1 —i) = (1 —i)? =
1—2i+i% = —2i.

(b) Die Funktion

g: C\ {0} — C,

1
Z =
z

ordnet jeder von Null verschiedenen komplexen Zahl z ihren Kehrbruch zu.

Fiir diese Funktion gilt zum Beispiel g(—i) = —1 =1, g(2) = %, g(-2) = —3

2
und g(1+1i) = o5 = 5 — 3i.

(c) Fiir die Funktion

h: R — R,

% falls x # 0,
T +—
1 fallsx=0

erfiillt beispielsweise 2 (1) = 1, h(—2) = —1, h(0) = 1 und h(}) = 3.

Eines der wichtigsten Konzepte der Analysis ist die Stetigkeit von Funktionen.
Anschaulich besagt dieses Konzept, dass kleine Anderungen an einem Element z des
Definitionsbereichs einer Funktion f nur zu kleinen Anderungen des Funktionswerts
f(z) fithren. Die mathematisch genaue Definition, wann eine Funktion stetig heifst,
ist folgendermafien:

Definition 2.1.3 (Stetigkeit). Sei M C C nichtleer und sei f: M — C.
(a) Sei zp € M. Die Funktion f heifst stetig in zp, falls gilt:
Ve>036>0VzeM (|z—20]<d = [f(2) — f(20)] <¢)
Die Funktion f heiftt unstetig in zg, falls sie nicht stetig in zq ist.

(b) Die Funktion f heift stetig, falls sie in jedem Punkt zy € M stetig ist. Sie
heiflt unstetig, falls sie nicht stetig ist.

Beispiele 2.1.4 (Einige Beispiele fiir stetige und unstetige Funktionen). (a) Die Funk-
tion f: C — C, z — 2z ist stetig.
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2.1. Stetige Funktionen

Beweis. Wir miissen zeigen, dass f in jedem Punkt zg € C stetig ist. Betrachten
wir also ein beliebiges, aber festes zg € C.

Um die Stetigkeit von f in zp zu beweisen, betrachten wir ein beliebiges, aber
festes € > 0. Wir wéhlen § := §. Dann ist § > 0.

Betrachten wir nun ein beliebiges, aber festes z € M und nehmen wir an, dass
|z — 20| < ¢ gilt. Dann ist |z — 20| < § und somit gilt

1f(2) — f(20)] = |22 — 220| = 2|2 — 20| < zg —e.

Also ist f stetig in zp. O

Die Funktion

h: R — R,

1 falls 2 #0,
T =
1 fallsz=0

aus Beispiel [2.1.2(c)|ist im Punkt 0 nicht stetig.

Beweis. Wir zeigen, dass die Verneinung der Stetigkeit von A im Punkt 0 gilt,
das heifst wir zeigen folgende Aussage:

Je>0v6>03z€R: (|z—0]<d A |h(z) —h(0)] >¢)

Dazu wahlen wir € := 1. Betrachten wir nun ein beliebiges, aber festes § > 0.

Wihle 2z :== min{2, $} € (0,00) C R. Dann gil

o
—0l=»< = )
|z —0]=2< 5 < 0
Aukerdem ist h(z) = 1 > 2 und somit h(z) — h(0) >2—1 =1, also
h(2) = R(0)] = h(z) — h(0) > 1 =,

womit die Unstetigkeit von h in 0 gezeigt ist. 0

Sei a € C. Die konstante Funktion

C—C,
Zr=a

ist stetig. Den Beweis kann man sehr leicht mit Hilfe der Definition von Ste-
tigkeit fithren (die Details haben wir im Tutorium besprochen).
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2. REELLE UND KOMPLEXE FUNKTIONEN

Proposition 2.1.5 (Stetige Funktionen sind lokal beschrankt). Sei M C C, sei
zo € M und sei f: M — C stetig in zg. Dann gibt es ein § > 0 derart, dass die
Menge

{f(2)| z€ M und |z — z| <}

beschrankt ist.

Beweis. Wir setzen € := 1 > 0. Wegen der Stetigkeit von f in zp gibt es ein § > 0
derart, dass fiir alle z € M mit |z — zp| < § die Ungleichung |f(2) — f(20)] <e =1
gilt. Fiir alle z € M mit |z — 29| < ¢ gilt somit

£ (2)] = [f(2) = f(20) + f(20)| < |f(2) = f(20)| + [f(20)] <1+ [f(20)]

Somit besitzt jedes Element der Menge {f(z) | z € M und |z — 29| < 0} hochstens
den Betrag 1+ |f(20)]- O

Proposition 2.1.6 (Summen und Produkte stetiger Funktionen). Sei M C C und
zo € M. Seien f,g: M — C stetig in zp.

(a) Die Funktion
f+9:M—=C 2= (f+9)(2):=f(2)+9(2)
ist ebenfalls stetig in zg.
(b) Die Funktion
fg:M—=C, 20 (fg)(2) = f(2)9(2)
ist ebenfalls stetig in zg.

Beweis. Betrachten wir ein beliebiges, aber festes € > 0. Wegen der Stetigkeit
von f und g gibt es Zahlen §; > 0 und d2 > 0 derart, dass fiir alle z € M die
folgenden Implikationen gelten:

|z —20| <01 = [f(z) = f(20)| <

und |z — 20| <d2 = [9(2) —g(20)| <

DM o m

Wir wihlen nun 6 := min{d;,d2} > 0. Betrachten wir ein beliebiges, aber festes
z € M und nehmen wir an, dass |z — zg| < § gilt.

Dann gilt sowohl |z — zg| < d; als auch |z — zp| < d2 und somit folgt | f(2z) — f(z0)| <
5 und |g(2) — g(20)| < §. Also ist

[(f +9)(2) = (f + 9)(20)] =
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2.1. Stetige Funktionen

<1F(2) = S (z0) +19(2) — glan)| < 5+ 5 =<,
wobei wir fiir die erste Gleichheit die Definition der Funktion f+g (die in der Aussage
der Proposition steht) und fiir die erste Ungleichung die Dreiecksungleichung fiir
komplexe Zahlen (Proposition [1.3.5(h)|) verwendet haben.
@ Betrachten wir ein beliebiges, aber festes € > 0. Wegen der Stetigkeit von f
in zp gibt es laut Proposition Zahlen C' > 0 und &y > 0 derart, dass fiir alle
z € M die folgende Implikation gilt:

|z =2 <do = |f(»)|<C

Indem wir C' falls nétig noch vergrofern, erreichen wir, dass dieselbe Implikation
wahr bleibt und zugleich |g(z0)| < C gilt.

Ebenfalls wegen der Stetigkeit von f und g gibt es Zahlen 1, 9 > 0 derart, dass
fiir alle z € M die folgenden Implikationen gelten:

|z =20l <01 = |f(2) - (Zo)|<20

und |z — 20| <2 = |g(z)— (zo)]<20

Wir wéhlen nun § := min{dyp, d1,d2} > 0. Lassen Sie uns ein beliebiges, aber festes
z € M betrachten und annehmen, dass |z — zp| < 0 gilt.

Dann ist einerseits |z — 20| < 01 und |z — 20| < 2 und somit | f(z) — f(20)| < 55
und |g(z) — g(20)| < 57. Andererseits ist |z — 20| < dp und somit f(z) < C. Da
aufgrund der Wahl von C auch |g(z9)| < C gilt, erhalten wir insgesamt

[(F9)(2) = (f9)(20)| = |F(2)9(2) = f(2)g(20) + f(2)g(20) — f(20)9(z0)]
<[f(2)1g(2) = g(20) + [f(2) = f(20)| [9(20)]

lg
< Clg(z) —g(z0)| + |f(2) - (Zo)|0<0%+%c_5

wobei wir fiir die erste Ungleichung Propomtlonundund fiir die Striktheit
der letzten Ungleichung die Eigenschaft C' > 0 verwendet haben; aufserdem haben
wir fiir die erste Gleichheit die Definition der Funktion fg verwendet. O

Beispiel 2.1. 7 (Monomfunktionen sind stetig). Durch mehrfache Anwendung von
Proposition 2.1.6(b)| erhdlt man: Fiir jedes n € N ist die sogenannte Monomfunk-
tion C — C, z +— 2" stetig.

Definition 2.1.8 (Hintereinanderausfithrung von Funktionen). Seien XY, Z Men-

gen und seien f: X — Y und g : Y — Z Funktionen. Die Funktion go f : X — Z,
die durch

(go @) =g(f(x))
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Den Beweis von
Propositi-

on 219l haben
wir in der
Vorlesung
ausgelassen
(mit dem
Hinweis, dass er
in den Ubungen
besprochen
wird, aber leider
hat er es dann
doch nicht auf
ein Ubungsblatt
geschafft).

2. REELLE UND KOMPLEXE FUNKTIONEN

fiir alle x € X definiert ist, nennt man die Hintereinanderausfiihrung oder die
Komposition von f und g. Man kann sie auch durch das Diagramm

gof: Xhyv4y
notieren.
Vorlesung 8
.- . . . . _ (Fr, 08.11.)
Proposition 2.1.9 (Stetigkeit hintereinanderausgefiihrter Funktionen). Sei L, M C peginnt ab Pro-
C, seien die Funktionen position 2-1.9]

LA c

gegeben und sei zg € L. Wenn f in zg stetig isﬂ und g im Punkt f(z9) stetig ist,
dann ist g o [ stetig in zg.

Beweis. Sei € > 0 beliebig, fest. Weil g stetig in f(zp) ist, gibt es ein § > 0 derart,
dass fiir alle y € M mit |y — f(z0)| < ¢ die Ungleichung |g(y) — g(f(20))] < € gilt.

Da f in zg stetig ist, gibt es auflerdem ein v > 0 derart, dass fiir alle z € L mit
|z — 20| <7 die Ungleichung |f(z) — f(z0)| < 0 gilt.

Seinun z € L mit |z — 29| < 7. Dannist f(z) ein Element von M mit |f(2) — f(20)] <
¢ und somit folgt

(g0 f)(2) = (g0 /)z0)l = 9(f(2)) — 9(f(20))] <&,

womit die Stetigkeit von g o f in zg bewiesen ist. O

Theorem 2.1.10 (Zwischenwertsatz). Seien a,b € R mita < b und sei f : [a,b] — R
stetig. Sei y € R und gelte
fla) =y > f(b).

oder

fla) <y < f(b)
Dann gibt es ein xo € [a,b] mit der Eigenschaft f(zo) = y.

Beweis. Im Theorem stehen zwei verschiedene Falle. Wir betrachten den ersten der
beiden Fille, das heift, wir nehmen f(a) <y < f(b) an. In den Ubungen besprechen
wir, wie man den zweiten Fall auf den ersten Fall zuriickfithren kann.

Lassen Sie uns die Menge M = {x € [a,b] | f(z) < y} betrachten. Es gilt
a € M und jedes Element von M ist < b, also ist M nichtleer und nach oben
beschrankt. Wegen der Ordnungsvollstandigkeit von R (Axiom besitzt M
also ein Supremum xzg := sup M in R. Wegen a € M ist zg > a und weil b eine
obere Schranke von M ist, ist xg < b; das heift, es gilt xg € [a, b]. Wir zeigen nun,
dass f(zg) = y ist. Dazu geniigt es, wenn wir ausschliefend, dass f(zg) < y oder
f(zo) > y sein kann.

2Beachten Sie, dass es sinnvoll ist, iiber Stetigkeit von f zu sprechen, denn wegen M C C kann
man f auch als eine Abbildung von L nach C auffassen.
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2.2. Konvexe und konkave Funktionen

Zunéchst nehmen wir widerspruchshalber an, dass f(zg) < y gilt. Dann ist z¢ <
b. Wegen der Stetigkeit von f gibt es ein § > 0 derart, dass fiir alle z € [a, b] gilt:
Falls |z — zo| < ¢ ist, dann ist der Abstand von f(x) zu f(z¢) kleiner als y — f(xo)
— insbesondere ist damit f(x) < y. Damit gibt es Punkte rechts von xg, die in M
liegen. Das ist ein Widerspruch, da xg eine obere Schranke von M ist.

Nun nehmen wir widerspruchshalber an, dass f(xg) > y gilt. Dann ist zy > a.
Indem wir wieder die Stetigkeit von f benutzen, sehen wir &hnlich wie im voran-
gehenden Absatz, dass fiir alle Punkte = € [a,b], die nahe genug bei z( liegen, die
Ungleichung f(x) > y gilt. Damit gibt es Punkte links von zg, die obere Schranken
von M sind. Das ist ein Widerspruch, da xq als die kleinste obere Schranke von M
definiert ist.

Also kann weder f(xg) < y noch f(zg) > y gelten und somit ist f(z9) =y. O

Die folgende Definition und das nachstehende Resultat haben Sie auf Prasenz-
blatt 4 behandelt. Um alle wichtigen Definitionen und Resultate im Manuskript zu
haben, fiihren wir es der Vollstandigkeit halber auch hier aufE]

Definition 2.1.11 (Einschrinkung von Funktionen). Seien X,Y Mengen und f :
X — Y eine Funktion. Sei L C X. Dann heifst die Funktion

fle: L =Y, x— f(x)
die Einschrankung oder Restriktion von f auf L.

Proposition 2.1.12 (Stetigkeit eingeschrankter Funktionen). Seien zp € L C M C
C und sei f: M — C stetig in zg. Dann ist auch f|1, stetig in z.

Beweis. Das wurde in Aufgabe 2 auf Présenzblatt 4 bewiesen. O

2.2 Konvexe und konkave Funktionen

Definition 2.2.1 (Konvexe und konkave Funktionen). Sei I C R ein nichtleeres
Intervall und sei f: I — R.

(a) Die Funktion f heift konvex, falls fiir alle 1,22 € I und alle A\, A2 € [0, 1]
mit A\; + Ay = 1 die Ungleichung

FAzr + Aawa) < A f(zr) + Aaf(x2)
gilt.

(b) Die Funktion f heift konkav, falls fir alle 21,29 € I und alle A, Ay € [0, 1]
mit A\; + Ay = 1 die Ungleichung

F(Aizr + Aawa) > A f(x1) + Ao f(x2)

gilt.

3In der Vorlesung wird es an dieser Stelle jedoch nicht mehr besprochen.
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2. REELLE UND KOMPLEXE FUNKTIONEN

Aus der Definition von konvexen und konkaven Funktionen folgt sofort, dass f
genau dann konkav ist, wenn — f konvex ist.

Beispiele 2.2.2 (Konvexitdt und Konkavitidt). (a) Seien a,b € R. Dann ist die
affine Funktion f : R = R, x — az + b sowohl konvex als auch konkav. Der
Beweis ist eine Ubungsaufgabe.

(b) Die Funktion f:R — R, z + 2 ist konvex.

Beweis. Seien z1,x2 € R und A, A2 € [0,1] mit A\; + A2 = 1. Wir bemerken
zuerst, dass wegen 0 < (21 — 12)? = 22 — 22129 + 23 die Ungleichung
2ryx9 < 2% + 13 (2.2.1)
gilt. Damit erhalten wir
f()\ll'l + )\21‘2) = ()\1261 =+ )\2172)2 = )\%33% —+ 2)\1)\2$1l’2 + )\%{Eg
< X222 4 M dox? + A doxd + N33
= M1+ A2)xf + (A1 + M) doad = A1 f(@1) + Ao f(22),
was die Konvexitat von f beweist. O
Theorem 2.2.3 (Jensen-Ungleichung). Sei I C R ein nichtleeres Intervall und sei
f I — R konvex. Sei n € N, seien x1,...,2, € I und Ay,..., N\, € [0,1] derart,
dass A1 + -4+ Ay, = 1 ist. Dann gilt
fum 4+ 4 X)) S M f(z1) + -+ A f(2n).

Beweis. Wir fihren den Beweis per Induktion iiber n.

Fir n =1ist Ay = 1 und somit f(Ajz1) = f(z1) = A1 f(x1).

Wir gehen nun von der Induktionhypothese aus, dass die Ungleichung fiir ein
n € N* und alle entsprechenden x1,...,x, und Ai,..., A, schon bewiesen ist. Seien
jetzt 1,...,xpt1 € Tund Mg, ..., Apgq € [0, 1] mit Aj+-- 4+ = 1. Falls A\ =1
ist, sind die Zahlen A1, ..., A, alle 0 und die gewiinschte Ungleichung ist somit klar
Sei nun also Apq1 < 1. Wir setzen p := >}, Ay und erhalten dann p € (0,1]. Es
gilt 4+ Ap+1 = 1 und auch die Zahlen %, ey )‘7” summieren sich zu 1. Also ist
f<)\11‘1 o Ay + >\n+1!En+1) = f(#()::m +-+ )an) + >\n+1$n+1)

A An
< Nf(;l%l +--+ F%) + A1 f(zpg1)

< ,u<):f(x1) 4+ F ijf(ibn)) + Ang 1 f(Tn41)

=AM f(z1) + -+ Af(@n) + Mg f(Tng1),

wobei die erste Ungleichung aus der Definition der Konvexititdt von f folgt und die
zweite Ungleichung aus der Induktionshypothese. O

Durch Ubergang von einer Funktion f zu — f erhilt man die analoge Ungleichung
auch fiir konkave Funktionen.
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2.3. Wurzeln und rationale Exponenten

2.3 Wurzeln und rationale Exponenten

In 'diesem Abschnitt Verwer.l(.ien wir den Zwischen.wertsatz (Theorem 2..1.10 um die m:‘ef;'lgl?
Existenz von Wurzeln positiver Zahlen zu beweisen und Potenzen mit rationalen beginnt ab
Exponenten einzufiihren. Zunéchst besprechen wir noch einmal in aller Kiirzer, wie Definition 2.3.1]
ganzzahlige Exponenten zu verstehen sind; bei dieser Gelegenheit tun wir dies gleich

fiir komplexe Zahlen.
Definition 2.3.1 (Ganzzahlige Exponenten). Sei z € C.

(a) Fiir jedes n € N definiert man 2™ := z - - - z, wobei das Produkt aus n Faktoren
besteht, die alle gleich z sind.

AuRerdem definiert man 2° = 1]

(b) Sei z # 0. Fiir jedes n € N definiert man dann 2" := 2. Insbesondere ist
1

somit 271 = ot

Proposition 2.3.2 (Rechenregeln fiir ganzzahlige Exponenten).

(a) Seien z € C und ny,ne € Z. Falls z # 0 oder ny,ng > 0 ist, gilt

ni+nz _ 2T N2

z z

(b) Seien z € C und ny,ng € Z. Falls z # 0 oder ny,ny > 0 ist, gilt

anng — (an)n2.

(c) Seien z1,2z9 € C und n € Z. Falls z1, 22 # 0 oder n > 0 ist, gilt

(z122)" = 21'25.

Beweis. @ Wir betrachten zuerst den Fall, in dem nqi,ny € Ny gilt und z € C
beliebig ist. Falls mindestens eine der beiden Zahlen n; und ns gleich 0 ist, folgt
wegen 2" = 1 sofort, dass 2™ "2 = 2™ 2" gilt. Seien nun also ny, ny € N. Dann gilt

ni+ne — ni ,n2

—— S S
ni1+ns Faktoren ny1 Faktoren ns Faktoren
@ und Der Beweis verlauft ahnlich wie der Beweis von wir verzichten
auf die Detalils. O

z

Potenzfunktionen mit ganzzahligen Exponenten besitzen die folgenden Konvexi-
tatseigenschaften:

“Insbesondere definiert man also 0° := 1. Leider wird in manchen Schulbiichern die Behauptung
verbreitet, man wiirde den Ausdruck 0° in der Mathematik {iblicherweise undefiniert lassen. Das
stimmt allerdings nicht: Zahlreiche Formeln — beispielsweise die Binomialformel, die Sie in Grund-
lagen der Mathematik lernen, oder die Taylor-Entwicklung, die Sie in der Analysis noch lernen
werden — kann man nur dann problemlos und effizient verwenden, wenn man 0° als 1 definiert.
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2. REELLE UND KOMPLEXE FUNKTIONEN

Proposition 2.3.3 (Konvexitidt von Monomfunktionen). Sein € N und sei f: R —
R, x — z".

(a) Falls n gerade ist, ist f konver.

(b) Falls n ungerade ist, ist die Einschrinkung fljoc) konvezr und die Einschrin-
kung f|_oo0) konkav.

Beweis. Man kann den Beweis bereits mit den Hilfsmitteln fiihren, die uns im Mo-
ment zur Verfligung stehen. Wenn Sie wissen mochten, wie das geht, kénnen Sie es in
Addendum nachlesen. In der Vorlesungen verzichten wir an dieser Stelle auf den
Beweis — wir werden spéter, wenn wir iiber Ableitungen von Funktionen sprechen,
Konvexitat mit Hilfe der zweiten Ableitung charakterisieren, wodurch der Beweis
dieser Proposition dann extrem einfach wird. O

Fiir Zahlen in (0,00) kann man auch Potenzen mit rationalen Exponenten de-
finieren. Die Grundlage dafiir ist die folgende Proposition, die wir mit Hilfe des
Zwischenwertsatzes beweisen:

Proposition 2.3.4 (Existenz und Eindeutigkeit von n-ten Wurzeln). Seien k,¢ € Z
mit £ # 0 und sei y € (0,00). Dann gibt es genau eine Zahl xg € (0,00), welche die
Gleichung xé = o* erfillt. Diese Zahl xy hingt nur vom Quotienten % ab.

Beweis. Ezistenz: Wir betrachten zunédchst den Fall ¢ > 0, das heifst, £ € N.

Es gilt y* € (0,00). Wir setzen a = min{y* 1} und b = max{y* 1}; dann
ist 0 < a < b. Lassen Sie uns die Funktion f: [a,b] — R, 2 +— xf betrachten.
Diese Funktion ist stetig, da Monomfunktionen laut Beispiel 2.1.7] stetig sind. Wegen
a < 1und b > 1 ist dann f(a) = dd <a<y<b<it= (b). Also folgt aus
dem Zwischenwertsatz (Theorem [2.1.10)), dass es ein zg € [a,b] C (0,00) gibt, dass
y* = f(x0) = xf erfiillt.

Den Fall ¢ < 0 kann man auf den vorangehenden Fall zuriickfiihren, da die
Gleichung xé = ¥ dquivalent zur Gleichung To = y~F ist.

FEindeutigkeit: Fs geniigt, die Eindeutigkeit im Fall £ > 0 zu zeigenﬂ also sei
¢ € N. Seien xg, 71 € (0,00) derart, dass z§ = y* = ! gilt. Wire 29 < 21, wiirde
aus Proposition [1.2.4{(c)| die Ungleichung :L‘lg < x‘i folgen, was ein Widerspruch ist.
Ebenso zeigt man, dass nicht 1 < xg gelten kann. Also ist xg = x7.

Die Lésung xg hdngt nur vom Bruch % ab: Seien zwei weitere Zahlen k, ¢ € Z
mit ¢ =% 0 gegeben, die % = % erfiillen. Sei g € (Q, o0) ~die — wie bereits bewiesen,
existente und eindeutig bestimmte — Losung von 5:6 = y*. Dann gilt

=0t ke ke o0
Top =Y =Yy =g
Wegen der bereits bewiesenen Eindeutigkeit folgt daraus g = xp. O
5Wieso?
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Aufgrund der vorangehenden Proposition ergibt die folgende Definition Sinn.

Definition 2.3.5 (Rationale Exponenten). Sei ¢ = £ € Q\ {0} mit & € Z und

¢ e 7\ {0}. Sei y € (0,00). Mit der Notation y% (oder kiirzer y?) bezeichnet man
diejenige Zahl z¢ € (0,00), welche die Gleichung z§ = y* erfiillt. Falls ¢ > 0 ist,
definiert man auferdem 07 = 0. )

Im Falle k = 1 schreibt man auch y7 =: \/y und nennt diese Zahl die /-te Wurzel
von .

Fiir rationale Exponenten gelten dieselben Rechenregeln wie wir sie fiir ganzzah-
lige Exponenten bereits in Proposition gesehen haben:

Proposition 2.3.6 (Rechenregeln fiir rationale Exponenten).

(a) Seien x € [0,00) und q1,q2 € Q. Falls x # 0 oder q1,q2 > 0 ist, gilt

Ut — 002

(b) Seien x € [0,00) und q1,q2 € Q. Falls © # 0 oder q1,q2 > 0 ist, gilt

21192 — (qu)‘ﬁ .

(c) Seien x1,x9 € [0,00) und q € Q. Falls x1,x9 # 0 oder ¢ > 0 ist, gilt

(z122)? = 2ixd.

Beweis. Der Beweis folgt leicht aus Definition und Proposition [2.3.2 Wir ver-
zichten an dieser Stelle auf die Details. O

Die folgenden Begriffe werden auf Hausaufgabenblatt 6 eingefiihrt. Der Vollstén-
digkeit halber fithren wir die Definition auch im Manuskript auf.

Definition 2.3.7 (Monotone Funktionen). Sei M C R und sei f : M — R.
(a) Die Funktion f heifst monoton zunehmend oder monoton wachsend, falls
fiir alle x1,x9 € M mit x1 < o die Ungleichung f(x1) < f(x2) gilt.

Die Funktion f heift strikt monoton zunehmend oder strikt monoton
wachsend, falls fir alle x1, 29 € M mit z; < x5 die Ungleichung f(z1) < f(z2)
gilt.

(b) Die Funktion f heifst monoton abnehmend oder monoton fallend, falls
fir alle x1,x9 € M mit x; < z9 die Ungleichung f(z1) > f(x2) gilt.

Die Funktion f heifft strikt monoton abnehmend oder strikt monoton
fallend, falls fiir alle 1,29 € M mit x1 < xo die Ungleichung f(z1) > f(z2)
gilt.

Einige Monotonieeigenschaften von Potenzen werden Sie auf Hausaufgabenblatt 6
beweisen.
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2. REELLE UND KOMPLEXE FUNKTIONEN

2.4 Addendum: Konvexitat von Monomfunktionen

In diesem Addendum geben wir einen Beweis von Proposition [2.3.3] der ohne Dif-
ferentialrechnung auskommt. Die entscheidende Einsicht fiir den Beweis ist das fol-
gende Lemma:

Lemma 2.4.1. Sei I C R ein Intervall, seien f,g: I — [0,00) konvex und fir alle
z1,29 € I sei (f(z2) — f(z1))(g(z2) — g(x1)) > 0. Dann ist fg ebenfalls konvez.

Beweis. Wir betrachten beliebige, aber feste Zahlen z1, 25 € I und A1, A2 € [0, 1], die
A1 + A2 = 1 erfiillen. Wegen der Voraussetzung (f($2) — f(:):l)) (g(xg) — g(xl)) >0
gilt

f(x1)g(x2) + f(22)g(21) < f(22)g(22) + f(21)9(21). (2.4.1)
Wir erhalten
(fg)(Mz1 + Aox2)
= f(Mz1 + Aaz2)g(Miz1 + Aaxa)

< (Af(xn) + Aaf(22)) (Mig(ar) + Aag(a2))
= AL f(21)g(@1) + A3 f(x2)g(22) + MA2(f(21)g(x2) + f(22)g(a1))

(2.4.1))

< A f(x)g(en) + A3 (w2)9(x2) + iAo (f(w2)g(w2) + f(w1)g(a1))

=M (A1 + A2)f(#1)g(21) + (A1 + A2) Ao f(22)g(22)

= Mi(fg)(21) + Ao fg)(2),
wobei wir fiir die erste Ungleichung benutzt haben, dass f und g konvex sind und
nur Werte in [0, c0) annehmen. O

Fiir den Beweis von Proposition [2.3.3] verwenden wir auierdem die folgende Va-
riante der geometrischen Summenformel:

Vn € NoVa,b € C: (b—a)d b Fak =pmtt — gt (2.4.2)
k=0

Diese Formel kann man zum Beispiel per Induktion iiber n beweisen.

Beweis von Proposition[2.3.3 Um die Abhédngigkeit der Funktion f vom Exponen-
ten n deutlich zu machen — diese wird im Beweis eine Rolle spielen — schreiben wir
fn anstelle von f.

@ Wenn n gerade ist, konnen wir es als n = 2m fiir ein m € N schreiben. Wir
fiihren den Beweis per Induktion iiber m.

Induktionsanfang: Fiir m = 1 gilt fo,, = fo(x) = 22 fiir alle € R. Fiir diese
Funktion haben wir in Beispiel gezeigt, dass sie konvex ist.

Induktionshypothese: Sei fiir ein festes m € N bereits bewiesen, dass die Funktion
fom konvex ist.
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2.4. Addendum: Konvexitat von Monomfunktionen

Induktionsschritt von m auf m + 1: Es gilt fon41) = fomf2. Wir werden Lem-
ma auf die Funktionen fs,, und fo anwenden und iiberpriifen dazu, dass die
Voraussetzungen des Lemmas erfiillt sind:

Die Funktionen fa,, und f2 bilden beide nach [0,00) ab, da Quadrate reeller
Zahlen immer > 0 sind. Auflerdem sind beide Funktionen konvex laut Induktionshy-
pothese und Induktionsanfang. Um die letzte verbleibende Voraussetzung zu iiber-
priifen, betrachten wir beliebige, aber feste Zahlen z1, xo € R. Zur Vereinfachung der
Notation setzen wir y; == 2% > 0 und ys := 23 > 0. Dann gilt

(fom(x2) — fom(21)) (f2(@2) — folz1)) = (25™ — 23™) (a5 — 27)
= (v5" — ") (g2 — 1)
m—1
=2 —y)? Yy RyE >0,
k=0

wobe wir fiir die letzte Gleichheit wegen der geometrischen Summenformel [2:4.2] gilt.
Also sind die Voraussetzungen von Lemma [2.4.1] erfiillt und somit ist das Produkt
fatm+1) = fam f2 konvex.

Wenn n ungerade ist, konnen wir es in der Form n = 2m — 1 fiir ein m € N
schreiben.

Um die Konvexitét von fu](0,00) = f2m—1l[0,00) 21 zeigen, kann man nun im Beweis
von @ per Induktion iiber m vorgehen. Die Einschriankung auf die Menge [0, c0)
wird hierbei an zwei Stellen benutzt:

Zum einen, damit die Voraussetzung von Lemma erfiillt ist, dass die Funk-
tionen, die man multipliziert, nach [0, c0) abbilden. Und zum anderen um die Unglei-
chung (fgm,l(xz) — fzm,l(xl)) (fz(.l‘g) — fg(xl)) > 0 zu beweisen: Man geht dhnlich
wie in@vor, aber nun sind nicht alle auftretenden Terme Quadrate; deshalb braucht
man, dass 1 und zy selbst in [0, co) liegen.

Die Konvexitit von fam—1j,) liefert zusammen mit dem Lemma, das wir nach
diesem Beweis angeben, dass die Funktion — f2m71|(_0070] ebenfalls konvex ist, und
somit ist fa;—1[(—oo,0] konkav. O

Um ganz am Ende des soeben abgeschlossenen Beweises die Konkavitdt von
fam—1l(=0c,0) Zu erhalten, hatten wir auf das folgende Lemma verwiesen.

Lemma 2.4.2 (Konvexitdt bleibt bei Achsenspiegelung erhalten). Sei I C R ein
Intervall und sei f: I — R eine konvexe Funktion. Dann ist auch die Funktion

g: — I =R,
x> f(-x)
konvez.
Beweis. Der Beweis folgt direkt aus der Definition von Konvexitét. O
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Kapitel 3

Folgen, Reihen und Konvergenz

3.1 Konvergenz von Folgen

Definition 3.1.1 (Folgen). Sei M eine Menge. Eine Auflistung von Elementen von
M der Form

(561,562,1‘3, .. )

(wobei die Indizes durch N laufen) nennt man eine Folge in M. Man notiert eine
solche Folge auch kurz als (z,,)pen. EI
Die Elemente x, heifen die Glieder der Folge.

Man kann stattdessen auch Folgen betrachten, die als Indexmenge Ny haben und
das werden wir auch immer wieder tun. Fiir die Entwicklung der Theorie macht
es keinen Unterschied, ob man als Indexmenge N oder Ny verwendet; manchmal
macht eine der beiden Indexmengen aber die Formeln, mit denen man arbeitet,
etwas einfacher. Deshalb ist es gut, beide Moglichkeiten zur Verfiigung zu haben.

Im Folgenden werden wir Folgen in den reellen oder, allgemeiner, den komplexen
Zahlen betrachten. Uns interessiert dabei insbesondere die Frage, wann die Glie-
der einer Folge sich mit grofer werdendem Index immer weiter an eine feste Zahl
anndhern. Dieses Verhalten prézisieren wir in der folgenden Definition:

Definition 3.1.2 (Konvergente und divergente Folgen). Sei (zy,)nen eine Folge in
C.

(a) Sei z € C. Wir sagen, dass (2zp)nen gegen z konvergiert oder konvergent ist,
falls folgendes gilt:

Ve >03ng € NVn € Nmit n > ng: |z, — 2| <e.

In diesem Fall nennt man z den Grenzwert oder Limes der Folge (z,)nen und
notiert dies als z, — z fiir n — oo oder als z, — . z oder als z = lim,_,o0 Zn.

'Falls Thnen das zu informal ist, kann man auch exakter definieren: Eine Folge in M ist eine
Abbildung z: N — M und man benutzt fiir Argumente n € N dann héufig die Indexschreibweise
xn anstelle der Argumentschreibweise z(n).
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3. FOLGEN, REIHEN UND KONVERGENZ

(b) Man sagt, dass die Folge (z,)nen konvergiert oder konvergent ist, falls es
ein z € C gibt derart, dass (z,)nen gegen z konvergiert.

(c) Man sagt, dass die Folge (z,)nen divergiert oder divergent ist, falls sie nicht
konvergiert.

In der vorangehendem Definition haben wir von “dem” Grenzwert einer Folge
(zn)nen gesprochen und ihn mit dem Symbol lim,,_,~ 2, bezeichnet. Das ergibt nur
dann Sinn, wenn eine Folge nicht mehrere verschiedene Grenzwerte haben kann. Dass
dies tatséchlich nicht passieren kann, zeigen wir in der folgenden Proposition.

Proposition 3.1.3 (Eindeutigkeit des Grenzwertes). Sei (z)nen eine Folge in C.
Dann besitzt (z,)nen hochstens einen Grenzwert.
Beweis. Seien z,z € C Grenzwerte von (z,)pen. Wir nehmen widerspruchshalber

an, dass z # Z ist. Dann gilt z — Z # 0 und wir betrachten nun die reelle Zahl

_ lz=7

0.
5 >

Da die Folge nach Voraussetzzung sowohl gegen z als auch gegen z konvergiert, gibt
es laut Definition der Konvergenz Indizes ng,n; € N derart, dass fiir alle n € N die
folgenden Implikationen gelten:

n>ng = |zn— 2| <e) und (n>n1 = |lzn— 2| <e¢)

Nehmen wir nun irgendeine Zahl n € N, die n > ng und n > n; erfiillt (zum Beispiel
n = max{ng,n1}). Dann gilt |z, — z| < € und |z, — Z| < €. Somit ist

lz—Zl=|(z—2n)+(zn —2)| < |z —2n| +|2n — 2| <e+e=2e=|2—Z|,
was ein Widerspruch ist. O
Beispiele 3.1.4 (Einige konvergente und divergente Folgen).
(a) Die Folge (%)n cn konvergiert gegen 0.
Beweis. Betrachten wir ein beliebiges, festes ¢ > 0. Laut Proposition
(die eine Folgerung aus dem Archimedischen Axiom ist) gibt es dann ein

ng € N, das nio < ¢ erfillt. Betrachten wir nun ein beliebiges, festes n € N und
nehmen wir n > ng an. Dann ist

1 1 1
——0l==-<— <¢,
n n ~ ng
womit die Behauptung bewiesen ist. O

(b) Die Folge (zp)nen == ((—1)")neN konvergiert nicht.
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Beweis. Wir miissen die Verneinung der Aussage
Jdz2€CVe>03ng e NVn € Nmit n >ng: |z, — 2| <e
zeigen, das heifst, wir miissen
V2eCIe>0VnpeNIneN: (n>ng A |zp —2|>¢)

beweisen.

Betrachten wir also ein beliebiges, festes z € C. Dann hat z von mindestes
einer der beiden Zahlen 1 und —1 mindestesn Abstand 1, das heiflt, es gilt
|z —1] > 1 oder |z — (=1)| > 1E| Wir withlen nun e := 1 und betrachten ein
beliebiges, festes ng € N. Um die Existenz eines n € N mit den gewiinschten
Eigenschaften zu zeigen, unterscheiden wir zwei Fille:

o 1. Fall: |z—1| > 1.
In diesem Fall wahlen wir n als eine gerade Zahl, die > ng ist. Dann gilt
lzn —2z|=|1—2|=|z-1]>1=¢.

e 2. Fall: |z—1| < 1.

In diesem Fall muss, wie oben bereits bemerkt, |z — (—1)| > 1 gelten. Wir
wihlen n nun als eine ungerade Zahl, die > ng ist. Dann gilt |z, — z| =
(D) —z[=lz- ()| =1=e

Somit ist die Behauptung bewiesen. O

Proposition 3.1.5 (Grenzwerte reeller Folgen). Sei (z,)nen €ine Folge in R, die
gegen ein z € C konvergiert. Dann gilt auch z € R.

Beweis. Wir nehmen widerspruchshalber an, dass z € R gilt. Dann ist € := [Im 2| >
0. Da (zn)nen gegen z konvergiert, gibt es ein ng € N derart, dass fiir alle n € N mit
n > ng die Ungleichung |z, — z| < € gilt. Insbesondere erhalten wir fiir jedes solche
n

e> |z —zp| > [Im(z — 2p)| = Imz — Im 2, | = [Im 2| = ¢,

wobei wir fiir die zweite Gleichheit verwendet haben, dass z, € R gilt. Also folgt
€ > g, ein Widerspruch. ]

Definition 3.1.6 (Bestimmte und unbestimmte Divergenz reeller Folgen). Sei (zy,)nen
eine Folge in R.

?Diese Aussage ist geometrisch klar. Kénnen Sie sie auch rechnerisch beweisen, indem Sie die
Dreiecksungleichung verwenden?
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(a) Wir sagen, dass (x,)nen bestimmt gegen oo divergiert oder uneigentlich
gegen oo konvergiert,ﬁ falls folgendes gilt:

Vee RIng e NVn € Nmit n > ng: x, >c¢

In diesem Fall schreibt man z, — oo fir n — oo oder z, —. oo oder
lim,, o0 T, = 00.

(b) Wir sagen, dass (z,,)nen bestimmt gegen —oo divergiert oder uneigent-
lich gegen —oo konvergiert, falls folgendes gilt:

Vee R3dng e NVn € Nmit n > ng: z, <c

. . . n—o0
In diesem Fall schreibt man x,, — —oo fir n — oo oder z,, — —oo oder
lim,, o0 T, = —00.

(c) Wir sagen, dass die Folge (z,)neny unbestimmt divergiert, falls sie diver-
giert, aber nicht bestimmt gegen oo divergiert und nicht bestimmt gegen —oo
divergiert.

Definition 3.1.7 (Beschrénktheit von Folgen). Eine Folge (z,)nen in C heifst be-
schrankt, falls die Menge M = {z, | n € N} ihrer Folgenglieder beschrankt ist.

Proposition 3.1.8 (Konvergenz monotoner beschriankter Folgen). Sei (xy,)nen €i-
ne beschrinkte Folge in R und bezeichne M = {x, | n € N} die Menge ihrer
Folgenglieder.

(a) Falls die Folge (xp,)nen monoton steigend ist — das heifst, falls x1 < z9 <
x3 < ... gilt — dann konvergiert die Folge gegen sup M.

(b) Falls die Folge (xy)nen monoton fallend ist — das heifit, falls x+1 > x9 >
x3 > ... gilt — dann konvergiert die Folge gegen inf M.

Beweis. @ Da M nichtleer und beschréankt ist, besitzt M wegen der Ordnungsvoll-
standigkeit von R (Axiom |1.2.14]) tatséchlich ein Supremum.

Betrachten wir nun ein beliebiges, festes ¢ > 0. Da sup M die kleinste obere
Schranke von M ist, ist sup M — ¢ keine obere Schranke von M. Somit gibt es ein
Element m € M mit der Eigenschaft m > sup M — . Wegen der Definition von
M gibt es ein ng € N mit der Eigenschaft x,, = m. Also ist z,, > supM — e.
Betrachten wir nun ein beliebiges, festes n € N, das n > ng erfiillt. Da die Folge
monoton steigend ist, gilt x, > z,, und somit

supM +e >supM >z, >z, > supM —e.

Also gilt |z, —sup M| < e.
Der Beweis verlauft analog zum Beweis von @ Alternativ kann man Aussa-
ge @ auf Aussage zuriickfiihren, indem man die Folge (—zy,)en betrachtet. [

3Wichtig: Eine Folge, die uneigentlich gegen oo konvergiert, ist nicht (!) konvergent im Sinne

von Definition
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3.2. Konvergenz von Teilfolgen

Proposition 3.1.9. Sei M C R.

(a) Wenn M nichtleer und nach oben beschrankt ist, dann gibt es eine Folge (xp)nen
in M, die gegen sup M konvergiert.

(b) Wenn M nichteer und nach unten beschrinkt ist, dann gibt es eine Folge
(Tn)nen in M, die gegen inf M konvergiert.

Beweis. m Fiir jedes n € N ist sup M — % keine obere Schranke von M und es gibt
somit eine Zahl x,, € M mit der Eigenschaft z,, > sup M — % Die Folge (2)nen
liegt in M und wir zeigen nun, dass sie gegen sup M konvergiert.

Dazu betrachten wir ein beliebiges, festes € > 0. Laut Proposition |1.2.10{(a)| (die
wir aus dem Archimedischen Axiom m gefolgert haben) gibt es ein ng € N mit
der Eigenschaft 1710 < &. Betrachten wir nun ein beliebiges, festes n € N mit n > ny.

Aufgrund der Wahl von z,, gilt dann sup M — % < &y < sup M und somit

1 1
|zp, —sup M| < — < — <e.
n no
Somit gilt z,, — sup M fiir n — oo.
@ Diese Aussage kann man analog beweisen wie Aussage |(a) O

3.2 Konvergenz von Teilfolgen

Definition 3.2.1 (Teilfolge). Sei M eine Menge und sei (x,,)nen eine Folge in M.
Unter einer Teilfolge von (x,),en versteht man eine Folge, die man erhélt, indem
man manch(ﬂ Folgenglieder weglésst, sofern noch unendlich viele Folgenglieder iib-
rigbleiben.

Indem man die Teilfolge wieder {iber N indiziert, kann man sie in der Form
(@, )ken fiir geeignete natiirliche Zahlen

nyp<ng<ng<...

schreiben.
Vorlesung 11
Beispiele 3.2.2 (Einige Teilfolgen). ﬁ?glinig'ﬂ&)

Beispiel
(a) Jede Folge ist eine Teilfolge von sich selbst.

(b) Die Folge (55 )ken ist eine Teilfolge von (1),en.

n
(c) Die konstante Folge (—1)gen ist eine Teilfolge von ((—1)")n€N.
Proposition 3.2.3 (Konvergenz von Teilfolgen). Sei (z,,)nen eine Folge in C, die

gegen ein z € C konvergiert. Dann konvergiert jede Teilfolge von (zp)nen ebenfalls
gegen z.

4Qder keine.
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3. FOLGEN, REIHEN UND KONVERGENZ

Beweis. Betrachten wir eine beliebige, feste Teilfolge (zy, )ren von (2p)nen. Dann
gilt ny > k fiir jedes k € N.

Betrachten wir nun ein beliebiges, festes € > 0. Da (2, )nen gegen z konvergiert,
gibt es ein ny € N derart, dass fiir alle n € N mit n > ng die Ungleichung |z, — z| < ¢
gilt.

Setze nun k¢ := ng. Betrachten wir ein beliebiges, festes £k € N mit k > k.
Dann gilt ng, > k > ko = ng und somit |z,, — z| < . Damit ist die Konvergenz von
(2n,, )ken gegen z bewiesen. O

Theorem 3.2.4 (Bolzano—Weierstral). Jede beschrinkte Folge in R besitzt eine kon-
vergente Teilfolge.

Beweis. Betrachten wir eine beliebige, feste Folge (x,)nen in R, die beschrankt ist.
Wegen Proposition geniigt es zu beweisen, dass (z,)nen eine monoton steigende
oder eine monoton fallende Teilfolge besitzt. Dazu definieren wir

I={meN| ¥YneNmitn>m gilt z,, > z,}
und unterscheiden zwei Falle:

e 1. Fall: Die Menge I besitzt unendlich viele Elemente.

Dann finden wir Zahlen ny < ng < n3 < ..., dieallein I liegen. Laut Definition
von I8 Tp, < Tp, < Tpny < ..., das heilt, die Teilfolge (zy, )ren von (zn)nen
ist monoton steigend.

e 2. Fuall: Die Menge I besitzt hochstens endlich viele Elemente.

In diesem Fall bauen wir folgendermafen eine Teilfolge (zy, )ken von (zp)nen:
Wir wéhlen n; als eine Zahl in N, die grofer als jedes Element von [ ist. Wegen
ny & I gibt es ein ny € N mit ng > n; und zp, < x,,. Es ist ng € I und somit
gibt es ein n3 € N mit ng > ng und z,, < z,,. Dieses Verfahren konnen wir
immer weiter fortsetzen und erhalten so eine Teilfolge (2, )keny von (zp)nen,

fir die &, > xn, > ®y, > ... gilt, das heift, diese Teilfolge ist monoton
fallend.
Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Korollar 3.2.5 (Bolzano—Weierstrafs in C). Jede beschrinkte Folge in C besitzt eine
konvergente Teilfolge.

Beweis. Betrachten wir eine beliebige, aber feste Folge (z,)nen in C die beschriankt
ist. Dann ist (Re zp)nen eine beschriankte Folge in R und besitzt somit laut Theo-
rem eine Teilfolge (Re 2y, )ken, die gegen ein z € R konvergiert.

Weil (Im 2y, )zen ebenfalls eine beschriankte Folge in R ist, besitzt sie wiederum

— ebenfalls laut Theorem — eine Teilfolge (Im 2y, )jen, die gegen ein y € R
J
konvergiert. Laut Proposition konvergiert (Re Zny, )jen gegen x. Wegen der
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3.3. Konsequenzen fiir stetige Funktionen

Aufgaben 2 und 3 auf Prisenzblatt 6 und Aufgabe 3(b) auf Hausaufgabenblatt 6
konvergiert somit insgesamt die Teilfolge

(Z"kj)jeN = (Re Zny,, iImznkj)jEN

von (zn)nen gegen z + iy. O

3.3 Konsequenzen fiir stetige Funktionen

Theorem 3.3.1 (Stetigkeit vs. Folgenstetigkeit). Sei zg € M C C und sei f: M —
C. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Die Funktion f ist in zo stetig.

(ii) Fir jede Folge (zp)nen in M, die gegen zo konvergiert, konvergiert die Folge

(f(#n)) pen gegen f(zo).

Beweis. ‘ = ’ Nehmen wir an, dass f stetig in zg ist. Wir betrachten eine
beliebige, feste Folge (2, )nen in M, die gegen zp konvergiert und wir miissen zeigen,
dass ( f (zn))n cn gegen f (z0) konvergiert.

Dazu betrachten wir ein beliebiges, festes ¢ > 0. Wegen der Stetigkeit von f in
zo gibt es ein § > 0 derart, dass fiir jedes z € M die folgende Implikation gilt:

(x)  lz—=2l<d = [f(z) - fla)l <e

Weil (z,)nen gegen zp konvergiert, gibt es ein ng € N derart, dass fiir jedes n € N
mit n > ng die Ungleichung |z, — 29| < § gilt.

Betrachten wir nun ein beliebiges, festes n € N mit n > ng. Wegen |z, — 20| < §
und z, € M folgt nun aus der Implikation (x), dass |f(z) — f(20)] < € gilt.

‘ = ’ Wir beweisen die Kontraposition der gewiinschten Implikation, das
heifst, wir nehmen nun an, dass f nicht stetig in zy ist; wir miissen beweisen, dass
falsch ist. Da f nicht stetig in zq ist, gibt es ein £ > 0 fiir das folgendes gilt:

Vo >03ze M: (lz—=z20 <0 A |f(2) = f(z0)] > ¢)

Insbesondere gibt es also fiir jedes n € N ein z,, € M, fiir welches |z, — 29| < %, aber
|f(zn) — f(20)| > € gilt. Also konvergiert die Folge (z,)nen in M gegen zp, aber die
Folge (f (zn))n y konvergiert nicht gegen f(zo), das heifit, wir haben wie gewiinscht
bewiesen, dass falsch ist. O

Definition 3.3.2 (Abgeschlossene Mengen). Eine Menge M C C heifst abgeschlos-
sen — oder genauer abgeschlossen in C —, falls fiir jede Folge (2,)nen in M, die
gegen ein z € C konvergiert, gilt, dass der Grenzwert ebenfalls in M liegt.

Beispiele 3.3.3 (Einige abgeschlossene Mengen). (a) Die Menge R ist laut Pro-
position abgeschlossen in C.
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Vorlesung 12
(Fr, 22.11.)
beginnt mit

Theorem [3.3.5]

3. FOLGEN, REIHEN UND KONVERGENZ

(b) Fiir alle a,b € R sind die Intervalle [a,b], [a,00) und (—o0,b] abgeschlossen.
Das besprechen wir in den Ubungen.

(c) Fiir jedes zp € C und jedes r € [0,00) ist, wie der Name bereits andeutet,
die abgeschlossene Kreisscheibe B<,(zp) abgeschlossen. Das besprechen wir
ebenfalls in den Ubungen.

Proposition 3.3.4 (Stetige Bilder von beschriankten, abgeschlossenen Mengen). Sei
M C C eine beschrinkte und abgeschlossene Menge und sei f: M — R stetig. Dann
ist das Bild f(M) = {f(z) | z € M} von f ebenfalls beschrinkt und abgeschlossen.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Beschranktheit von f(M). Dazu nehme wir wider-
spruchshalber an, dass f(M) unbeschriankt ist. Dann gibt es fiir jedes n € N ein
zn, € M mit der Eigenschaft |f(zy)| > n.

Da M beschrénkt ist, besitzt die Folge (2p)nen laut Korollar des Satzes
von Bolzano—-Weierstrafs eine Teilfolge (2, )ren, die gegen ein z € C konvergiert. Da
M nach Voraussetzung abgeschlossen ist, gilt zudem z € M. Laut Theorem
konvergiert (f (znk))k oy gegen f(z). Es folgt leicht aus der Definition von Konver-
genz, dass jede konvergente Folge beschrankt ist)’| also ist die Folge ( f (an)) kN
beschrénkt. Dies ist aber ein Widerspruch, da |f(zy,)| > nr > k fiir jedes k € N
gilt.Also ist f(M) tatséchlich beschrénkt. H

Die Abgeschlossenheit von f(M) kann man mit einem sehr dhnlichen Argument
zeigenm Wir verzichten an dieser Stelle auf die Details. O

Wenn eine Funktion beschrinktes Bild hat, dann nennt man dieses Funktion
haufig ebenfalls beschrankt.

Theorem 3.3.5 (Existenz von Maximal- und Minimalstellen). Sei M C C eine
nichtleere, beschrinkte und abgeschlossene Menge und sei f: M — R stetig. Dann
gibt es Punkte zmin, Zmax € M derart, dass

f(zmin) S f(Z) S f(zmax)
fiir alle z € M gilt.

Beweis. Laut Proposition ist das Bild f(M) beschrénkt. Auferdem ist f(M)
nach Voraussetzung eine Teilmenge von R und es ist f(M) nichtleer, da M nach
Voraussetzung nichtleer ist.

Wegen der Ordnungsvollstandigkeit von R (Axiom besitzt also f(M) ein
Supremum in R. Laut Proposition [3.1.9(a)| gibt es eine Folge in f(M), die gegen
sup f (M) konvergiert, das heift, es gibt eine Folge (2, )nen in M derart, dass f(z,) —

sup f(M) gilt.

5Wie genau zeigt man das?

6 An welcher Stelle haben wir im Satz vor dieser Fufinote das Archimedische Axiom m ver-
wendet?

"Dazu geht man allerdings am einfachsten ohne Widerspruchsbeweis vor.
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3.3. Konsequenzen fiir stetige Funktionen

Da M beschrankt ist, besitzt die Folge (zy)nen laut Korollar des Satzes
von Bolzano-Weierstraf eine Teilfolge (zy, )ren, die gegen eine Zahl zpax € C kon-
vergiert. Da M nach Voraussetzung abgeschlossen ist, gilt zmax € M. Laut Theo-
rem [3.3.1] gilt f(zn,) — f(2) fiir k — oco. Dieselbe Folge konvergiert aber wegen
Proposition auch gegen sup f(M). Da Folgen laut Proposition hochstens
einen Grenzwert besitzen, folgt f(zmax) = sup f(M). Also ist f(2zmax) insbesondere
eine obere Schranke von f(M). Da f(zmax) zugleich ein Element von f(M) ist, ist
es das grofte Elemente von f(M). Also gilt f(2) < f(2max) fiir alle z € M.

Die Existenz von zp;, beweist man analog. O

Zur Erinnerung: Wenn M C C und f: M — C ist, dann heifst die Funktion f
stetig, falls sie in jedem zg € M stetig ist, das heifst, falls folgendes gilt:

Voo e MVe>030 >0Vze M:  (|]z— 2| <6 = |f(2) — f(z0)| <¢)

Beachten Sie, dass man die beiden Quantoren Vzg € M Ve > 0 am Anfang der
Aussage vertauschen kann, ohne die Ausssage zu dndern, da es sich bei beiden um
Allquantoren handelt.

Der Begriff gleichméifiige Stetigkeit, den wir nun definieren, bedeutet, dass
man ¢ unabhéngig von zg wéhlen kann, das heifst, dass dann die Quantifizierung
Vzp € M sogar rechts der Quantifizierung 39 > 0 stehen darf:

Definition 3.3.6 (GleichméfRige Stetigkeit). Sei M C C und f: M — C. Die Funk-
tion f heifit gleichméfig stetig, falls die Aussage

Ve>036>0Vw,ze M: (z—w|<d = |f(z)— f(w)] <e¢)
gilt.

Aus der Definition [3:3.6] ist klar, dass gleichméRige Stetigkeit einer Funktion im-
pliziert, dass die Funktion stetig ist. Die umgekehrte Implikation gilt im Allgemeinen
nicht, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 3.3.7 (Stetigkeit vs. gleichméfRige Stetigkeit). Sei f: C — C, z + 2%. Dann
ist f stetig, aber nicht gleichméfig stetig.

Beweis. Dass die Funktion stetig ist, wissen wir bereits aus Beispiel Wir zeigen
nun die Verneinung der Aussage aus der Definition gleichméfiger Stetigkeit, das
heifst, wir beweisen, dass folgendes gilt:

>0V >0Tw,zeC: (Jz—w|<d A |f(2) = f(w)| > ¢)

Hierzu wahlen wir zum Beispiel ¢ := 1. Betrachten wir nun ein beliebiges, festes
0> 0. Wirsetzenw::%undz::w+g:%+g. Dann gilt |z — w| :%<(5und

1 02 12 1 2 1 52
— =l(=+=z)"—-=)|=ls+1+——5|=14+4—>1=¢.
|f(2) — f(w)] (5+2) (5) 52+ + 4 52 + 4 > €
Also ist f tatséchlich nicht gleichméfig stetig. O
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3. FOLGEN, REIHEN UND KONVERGENZ

Theorem 3.3.8 (Automatische Gleichméfigkeit der Stetigkeit). Sei M C C und sei
f: M — C stetig. Wenn M abgeschlossen und beschrinkt ist, ist f sogar gleichmdfig
stetig.

Beweis. Wir nehmen widerspruchshalber an, dass f nicht gleichméfig stetig ist.
Dann gibt es ein £ > 0 mit folgender Eigenschaft:

Vo>03w,ze M: (Jz—w|<d A |f(2)— f(2)] >¢)

Insbesondere finden wir fiir jedes n € N zwei Zahlen z,,,w, € M, welche

() lewd < wd[fu) — f()] 26

erfiillen. Weil M nach Voraussetzung beschrénkt ist, gibt es laut Korollar zum
Theoremvon Bolzano—Weierstraf eine Teilfolge (2, )ken von (2 )nen, die gegen
eine Zahl zg € C konvergiert. Da M nach Voraussetzung abgeschlossen ist, gilt
aulerdem zg € C.

WEeil f nach Voraussetzung stetig ist, ist es insbesondere im Punkt z stetig. Also
gibt es ein § > 0, dass folgendes erfiillt:

€

() VzeM: (|]z—z]|<d = |f(Z)—f(Zo)|<§)

Da (zn, )ken gegen zp konvergiert, gibt es ein ky € N derart, dass fiir alle £ € N

mit k > ko die Ungleichung |z,, — 20| < g gilt. Wir wahlen nun ein k£ € N, welches

k > ko und + < $ erfiillt; ein solches k gibt es wegen Proposition |1.2.10{a)| (die wir
aus dem Archimedischen Axiom m gefolgert hatten). Somit gilt insgesamt

)
|2n, — 20| < 3 <0 und J|wp, — 20| < |wn, — 2n, |+ |20, — 20| < 0.
—_———  ———

1 1_96
<<z <

[ SIS0

Wegen (#x) gilt somit |f(zn,) — f(20)] < § und |f(wp,) — f(20)] < §. Aus der
Dreiecksungleichung folgt somit

|f(znk) - f(wnk” <eg,

was der rechtsstehenden Ungleichung in () widerspricht. OJ

3.4 Haufungspunkte, Limes superior und Limes inferior

In den Beweisen der Theoreme und haben Sie bereits folgendes gesehen:
Wenn man nicht weifs, ob eine Folge konvergiert, kann es niitzlich sein eine kon-
vergente Teilfolge anzusehen. Fiir die Grenzwerte der konvergenten Teilfolgen einer
Folge fithrt man einen eigenen Namen ein:
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3.4. Haufungspunkte, Limes superior und Limes inferior

Definition 3.4.1 (Haufungspunkte). Sei (2, )nen eine Folge in C. Ein z € C bezeich-
net man als einen Haufungspunkt von (z,)nen, falls es eine Teilfolge von (z,)nen
gibt, die gegen z konvergiert.

Beispiele 3.4.2 (Haufungspunkte einiger Folgen).

(a) Eine konvergente Folge (z,)nec besitzt genau einen Haufungspunkt, nédmlich
ihren Grenzwertﬁ Das folgt aus Proposition

(b) Die Folge ((—1)”)n cn besitzt genau zwei Haufungspunkte, ndmlich —1 und 1.

Proposition 3.4.3 (Die Menge der Haufungspunkte einer Folge ist abgeschlossen).
Sei (zn)nen eine Folge in C. Dann ist die Menge

{z € C| =z ist eine Hiufungspunkt von (zn)nen}
abgeschlossen.

Beweis. Wir verzichten an dieser Stelle auf den Beweis. Er ist nicht wahnsinnig
schwer, aber er ist intuitiver, wenn man bereits mehr {iber abgeschlossene Mengen
weils — und darauf werden wir in der Analysis 2 in allgemeinerem Rahmen ohnehin
nochmal zuriickkommen. O

Proposition 3.4.4 (Maximum und Minimum abgeschlossener Mengen). Sei M C R
nichtleer und abgeschlossen.

(a) Falls M nach oben beschrinkt ist, besitzt M ein Maximum.
(b) Falls M nach unten beschrinkt ist, besitzt M ein Minimum.

Bewets. @ Da M nichtleer und nach oben beschrinkt ist, besitzt M aufgrund
der Ordnungsvollstéandigkeit von R (Axiom ein Supremum. Laut Proposi-
tion 3.1.9(a)| gibt es eine Folge (zy,)nen in M, die gegen sup M konvergiert. Da M
abgeschlossen ist, folgt aus der Definition von Abgeschlossenheit, dass sup M € M
ist. Also ist sup M eine obere Schranke von M, die in M liegt, das heifst, sup M ist
das Maximum von M.

@ Der Beweis ist analog zum Beweis von @ ]

Lassen Sie uns eine Folge (2, )nen in R betrachten, die mindestens ein Hiufungs-
punkt besitzt und nach oben beschrénkt ist. Also liegt sie in einem Intervall der Form
(—o0, b] fiir ein b € R liegt und somit liegen wegen der Abgeschlossenheit von (—oo, b]
(Beispiel [3.3.3(a)]) auch alle Haufungspunkte der Folge in (—o0, b]. Also ist die Men-
ge der Haufungspunkte nichtleer, nach oben beschrankt und laut Proposition [3.4.3]
abgeschlossen. Damit hat die Folge wegen Proposition [3.4.4(a)| einen groften Hau-
fungspunkt. Analog kann man sehen, dass die Folge einen kleinsten Haufungspunkt
besitzt, falls sie mindestens einen Haufungspunkt besitzt und nach unten beschrankt
ist. Aufgrund dieser Beobachtungen ergibt die néchste Definition Sinn.

8In einer Aufgabe auf Hausaufgabenblatt 7 werden Sie sogar zeigen, dass eine beschrinkte Folge
(2n)nen genau dann konvergiert, wenn Sie nur einen Haufungspunkt besitzt.
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3. FOLGEN, REIHEN UND KONVERGENZ

Definition 3.4.5 (Limes superior und Limes inferior). Sei (z,)nen eine Folge in R.
(a) Falls die Folge (z,)nen nicht nach oben beschrankt ist, so definiert man ihren
Limes superior als oc.

Falls die Folge nach oben beschrinkt ist und einen Haufungspunkt besitzt,
dann definiert man ihren Limes superior als ihren grofsten Haufungspunkt.

Falls die Folge nach oben beschrankt ist und keinen Haufungspunkt besitzt,
definiert man ihren Limes superior als —oo.

Man notiert den Limes superior von (zj,)nen als

lim sup zj, oder als lim z,.
n—oo n—oo

(b) Falls die Folge (zy)nen nicht nach unten beschrénkt ist, so definiert man ihren
Limes inferior als —ooc.

Falls die Folge nach unten beschrénkt ist und einen Haufungspunkt besitzt,
dann definiert man ihren Limes inferior als ihren kleinsten Héufungspunkt.

Falls die Folge nach unten beschrénkt ist und keinen Haufungspunkt besitzt,
definiert man ihren Limes inferior als co.

Man notiert den Limes inferior von (zj)nen als

lim inf z, oder als lim z,.
n—oo n—o00

Beispiele 3.4.6 (Einige Beispiele fiir Limes superior und Limes inferior).

(a) Wenn (zp,)nen eine konvergente Folge in R ist, dann gilt limsup,,_, . 2z, =
lim inf,, o0 2, = liMy,—00 20

(b) Es gilt limsup,, ,.(—1)" =1 und liminf, ,(—1)" = —1.
(¢) Es gilt limsup,, ,,,n = oo und liminf, ,, n = oco.

(d) Es gilt limsup,,_,.(—1)"n = oo und liminf, . (—1)"n = —oo.

3.5 Cauchy-Folgen und Unendliche Reihen

Ein wesentliches Problem bei der Definition von konvergenten Folgen ist, dass man
fiir eine gegebene Folge nur dann {iberpriifen kann, ob die Definition erfiillt ist,
wenn man bereits einen Kandidaten fiir den Grenzwert kennt. Dieses Problem kann
man manchmal mit Hilfe des folgenden Konzeptes und des darauf folgenden Satzes
umgehen.

Definition 3.5.1 (Cauchy-Folgen). Eine Folge (zy,)nec heifit Cauchy-Folge, falls
sie die folgende Eigenschaft erfiillt:

Ve>03dng e NVneN: (n>ny = |z2n— 2n,] <8)
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3.5. Cauchy-Folgen und Unendliche Reihen

Proposition 3.5.2 (Aquivalente Beschreibung von Cauchy-Folgen). Sei (z,)nen e€i-
ne Folge. Die Folge (zp)nen ist genau dann eine Cauchy-Folge, wenn sie die folgende
FEigenschaft erfullt:

Ve>03dnpo e NVm,neN: (m,n>ny = |25 —2m| <¢)
Beweis. Den Beweis fithren wir in den Ubungen. 0

Theorem 3.5.3 (Cauchy-Folgen sind genau die konvergenten Folgen). Sei (2p,)nen
eine Folge in C. Die Folge (zn)nen konvergiert genau dann, wenn sie eine Cauchy-
Folge ist.

Beweis. “=" Nehmen wir an, dass (z,)nen konvergiert. Wir setzen z := limy, o0 2p.
Um zu zeigen, dass die Folge eine Cauchy-Folge ist, betrachten wir ein beliebiges,
festes € > 0. Wegen z,, — z fiir n — oo gibt es ein ng > 0 derart, dass fiir alle n > ng
die Abschétzung |z, — 2| < § gilt. Betrachten wir nun ein beliebiges, festes n € N
mit n > ng. Dann ist
e €
|20 — 2Zno| < |2n — 2| + |2 — 2| < stz =¢

Also ist (zp)nen tatséchlich eine Cauchy-Folge.

“«<=* Nehme wir an, dass (zj)nen eine Cauchy-Folge ist.

Zunachst iiberlegt man sich, dass die Folge somit beschrénkt ist. Das kann man
genauso zeigen, wie die Beschranktheit von konvergenten Folgen in Aufgabe 3(a) auf
Hausaufgabenblatt 6. Also gibt es ein d > 0 derart, dass |z,| < d fiir alle n € N gilt.

Da die Folge (zn)nen beschrénkt ist, besitzt sie laut Korollar (Bolzano—
Weierstrals in C) eine konvergente Teilfolge (2p, )ken; Wir setzen z = limg_o0 2p, .
Unser Ziel ist es nun zu zeigen, dass sogar die Folge (z,)nen selbst gegen z konver-
giert. Dazu betrachten wir ein beliebiges, festes € > 0.

Wegen z,, — z fiir K — oo gibt es ein ky € N mit folgender Eigenschaft:

€

2 )
Da (z)nen eine Cauchy-Folge ist, gibt es laut Proposition auflerdem ein ny € N
mit folgender Eigenschaft:

(%) VEeN: (k>ky = |z, — 2| <

€
3)
Wir wéhlen nun ein k1 € N derart, dass k; > ko und ng, > no gilt, und wir zeigen,
dass fiir alle n € N mit n > ny, die Ungleichung |z, — z| < ¢ gilt. Dazu betrachten
wir ein beliebiges, festes n € N mit n > ng,. Dann gilt

() Vm,neN: (m,n>nyg = |z2p—2m| <

_.I_

3 g
anl_z‘<§+§:€,

wobei wir fiir die letzte Ungleichung verwenden haben, dass wegen n > Npy, = Mo

lzn — 2| < |2n — Zny,

und (xx) die Ungleichung |2z, — zp, | < § gilt und dass wegen ki > ko und (x) die

Ungleichung |z, —z| < 5 gilt. O
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3. FOLGEN, REIHEN UND KONVERGENZ

Mit Hilfe von Cauchyfolgen kann man das folgende Konzept sehr gut untersuchen: Vorlesung 14

Definition 3.5.4 (Reihen). Sei (zx)ren eine Folge in C. Dann nennt man die Folge

n

(21721+22,Zl+22+23,Zl+22+23+z47"') - <22k>

neN

die Reihe iiber (zp,)nen.
Ebenso nennt man fiir eine Folge (2x)ren, die Folge

(Zo,Zo+21,Zo+Zl+22,Zo+21+22+237~-):< Zk) N
nelNo

die Reihe tiber (zy,)nen,-
Die Summen ), 2z = 21 + -+ - + 2z, beziehungsweise Y ; o2z = 20+ -+ + 2n
fiir n € N beziehungsweise n € Ny nennt man die Partialsummen der Reihe.

Man kann natiirlich ebenso gut auch Reihen betrachten, deren untere Summa-
tionsgrenze eine andere Zahl als 0 oder 1 ist. Im folgenden werden wir hiufig (aber
nicht ausschlieklich) Reihen betrachten, deren untere Summationsgrenze gleich 0 ist.
Das erweist sich spéater an vielen Stellen als niitzlich.

Definition 3.5.5 (Konvergenz von Reihen). Sei (zj)ren, eine Folge ein C.

(a) Da die Reihe (Zzzo zk) N eine Folge ist, ist durch Definition [3.1.2| bereits
nelNg

festgelegt, wann sie konvergiert and wann sie divergiert. Falls sie konvergiert,
bezeichnet man Thren Grenzwert lim, o > ,_ 2 tiblicherweise mit dem Sym-
bol

o0

sz.

k=0
(b) Die Reihe (ZZ:O zk> N bezeichnet man als absolut konvergent, falls die Rei-
nelNg

he (EZ:() | 2| >neNO konvergiert.

(¢) Seinun z, € [0, 00) fiir alle n € Ny. Dann ist die Folge (ZZ:O zk> N monoton
ne

0
steigend und somit entweder konvergent gegen eine reelle Zahl oder bestimmt
divergent gegen oco. Im ersten Fall schreibt man

o0

sz<oo

k=0

und im zweiten Fall schreibt man
oo
Z Z), = 00.
k=0
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3.5. Cauchy-Folgen und Unendliche Reihen

Beispiele 3.5.6 (Einige Beispiel fiir konvergente Reihen).

(a) Sei z € C mit |z| < 1. Dann gilt

o
IR

k=0
Insbesondere gilt somit
11 1 SN
e S AT
+ 2 + 4 * 8 + k:zo 2

(b) Es gilt

oo
>

k=1

Beweis. [(a)] Laut Aufgabe 1(c) auf Hausaufgabenblatt 7 gilt fiir jedes n € Ny die
Formel

1 — 2l
Zz ——

Laut Aufgabe 1(e) auf demselben Blatt gilt 2" — 0 fiir n — oo, also ist

fiir n — oo.
@ Fiir jedes n € N gilt

n

k=1 k=1

(1963 G D)+ ()

S\l 2 2 3 3 4 n—1 n n n+l1

=1 1 —1 fiir n — oo. O]
n+1

Proposition 3.5.7 (Notwendiges Kriterium fiir Reihenkonvergenz). Sei (zx)ren,

eine Folge in C. Wenn die Reihe (EZ:O Zk)neN konvergiert, dann gilt z, — 0 fir
k — oo.
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3. FOLGEN, REIHEN UND KONVERGENZ

Beweis. Berachten wir ein beliebiges, festes ¢ > 0. Weil die Reihe (ZZ:O Zk)n €N
konvergiert, ist sie eine konvergente Folge und somit laut Theorem [3.5.3] eine Cauchy-
Folge. Aufgrund der Charakterisierung von Cauchy-Folgen in Proposition [3.5.2] gibt
es somit ein ng € Ny, das folgendes erfiillt:

Vm,n€No: (m,n>ny = <eg)

n m
PIE DB
k=0 k=0

Betrachten wir nun ein beliebiges, festes n € Ny mit n > ng + 1. Dann ist n > ng
und n — 1 > ng und somit gilt

|zn| = < e,

n n—1
PIE DI
k=0 k=0

womit z, — 0 fiir n — oo gezeigt ist. O

Beispiel 3.5.8 (Eine divergente Reihe). Die Reihe (Zﬁzo(—l)")NeNO ist divergent.
Das folgt aus dem notwendigen Kriterium fiir Reihenkonvergenz in Propositi-

on da (—1)" 4 0 fiir n — oo gilt.

Das notwendige Kriterium in Proposition [3.5.7]ist nicht hinreichend fiir Reihen-
konvergenz! Das folgende Beispiel ist ein sehr beriihmtes Gegenbeispiel hierfiir:

Beispiel 3.5.9 (Die harmonische Reihe ist divergent). Es gilt
oo
k=1

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass (ZZ:O %)n cn hicht beschrénkt ist. Dazu betrach-
ten wir eine beliebiges, feste Zahl C' € R und zeigen nun, dass es ein n € N mit der
Eigenschaft >} ; + > C gibt. Dazu gehen wir folgendermafen vor:

Wegen des Archimedischen Axioms gibt es ein N € Ny mit der Eigenschaft
N > 2C. Wir machen nun folgende Beobachtung;:

= Q.

=

(Sl

e Der erste Summand der Reihe ist gleich 1 und erfiillt insbesondere 1 >

e Die Summe der néchste beiden Summanden erfiillt

e Die Summe der nachsten vier Summanden erfillt

1+1+1+1>1+1+1+1_1
45 6 78 8 8 8 2

e Die Summe der nachsten acht Summanden erfiillt
1 1 1 1 1 1

1
T T e S e A B
8—1_9+ +15_16+16+ +16 2
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3.5. Cauchy-Folgen und Unendliche Reihen

e Und so weiter. . .

Wenn wir hiervon insgesamt N Schritte machen, dann haben wir uns die ersten
N

1+2+4+8+---+2N1= 22%11 = 2N — 1 Summanden der Reihe angesehen und

ihre Summe erfiillt somit

2N _1

N
>
- 2

> C.

| =

k=1
Also gilt tatsiachlich "7, % > C, wenn wir n = 2V — 1 wihlen. O

Theorem 3.5.10 (Absolut konvergente Reihen sind konvergent). Sei (zy,)nen, eine
Folge in C. Wenn die Reihe (EZ:o Zk)neNo absolut konvergiert, dann konvergiert
sie.

Beweis. Nehmen wir an, dass die Reihe absolut konvergiert. Dannist ( > |2x| )n Ny
konvergent und somit laut Theorem [3.5.3| eine Cauchy-Folge. Wir zeigen nun, dass
die Reihe (ZZ:O Zk)n N ebenfalls eine Cauchy-Folge ist. Dann ist ist laut Theo-
rem konvergent und somit die Behauptung gezeigt.

Betrachten wir also ein beliebiges, festes € > 0. Da (Y_7_ || )n cn, €ine Cauchy-
Folge ist, gibt es ein ng € N derart, dass fiir alle n € N mit n > ng die Ungleichung

n n no
S lal =D ekl =D el <€
k=no-+1 k=0 k=0
gilt. Fiir alle n € N mit n > ng gilt auch
n ng n n
Sa-3tal=| X ale X hi<e
k=0 k=0 k=ng+1 k=no+1
Also ist (ZZ:O zk)n €N wie behauptet eine Cauchy-Folge. O

Vorlesung 15

Theorem 3.5.11 (Hinreichende Kriterien fiir absolute Konvergenz von Reihen). Sei E)Z/‘gii'naﬁnzi't)

(21 )keN, eine Folge in C. Theorem B5.11]

(a) Wenn es ein C > 0 gibt derart, dass Y ._q|zk| < C fiir alle n € Ny gilt, dann
st die Reihe (ZZ:O zk)nEN absolut konvergent und somit konvergent.

(b) Vergleichskriterium:

Sei (bi)wen eine Folge in [0,00) und gelte |z| < by fir alle k € N. Wenn
die Reihe (Y 5_obk), cn konvergiertﬂ dann ist auch die Reihe (Y3 _ 2k)
absolut konvergent und somit konvergent.

neN

9Und somit absolute konvergiert, da |bk| = by fiir alle k € Ny gilt.
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3. FOLGEN, REIHEN UND KONVERGENZ

(c) Wurzelkriterium:

Falls lim supy,_, o \zk\% < 1 gilt, dann ist die Reihe (Y5 _, Zk)neN absolut kon-
vergent und somit konvergent.

(d) Quotientenkriterium:

Falls z, # 0 fir alle k € Ny st und limsupy,_, lzﬁ:'ﬂ < 1 gilt, dann ist die

Reihe (ZZ:O Zk)nEN absolut konvergent und somit konvergent.

Beweis. Wegen |z;| > 0 fiir alle k € Ny ist die Folge (> _ |2kl )neNo monoton
steigend. Aufserdem ist sie nach Voraussetzung beschrankt. Somit konvergiert die
Folge laut Proposition |3.1.8(a)

Wir setzen C' = Y 7% b, < co. Weil die Folge (Y 7_, bk)neNo monoton
wachsend ist, ist ihr Grenzwert C' laut Proposition [3.1.8(a)| gleich dem Supremum
von { Yhobr| ne No}. Somit gilt fiir jedes n € Ny die Ungleichung

n

Z!Zk! SzkaC,

k=0 k=0

also ist ( Yo Zk)n oy laut absolut konvergent.

Wir setzen ¢ := limsupy,_, \zk\% und nehmen an, dass ¢ < 1 gilt. Dann gibt
es eine relle Zahl r mit der Eigenschaft ¢ < r < 1. Da der Limes superior der Folge
( ]zk]% )k e, ©ine reelle Zahl ist, ist die Folge aufgrund der Definition des Limes su-
perior beschréankt. Wéren wiirden unendlich viele Glieder der Folge in [r, co) liegen,
dann hétte die Folge wegen des Satzes von Bolzano—Weierstraf und der Abgeschlos-
senheit von [r, c0) einen Haufungspunkt in [r, c0), was aber im Widerspruch zu ¢ < r
steht.

Also liegen hochstens endlich viele Glieder dieser Folge in [r,00), das heift, es

gibt ein ky € N mit der Eigenschaft |zk|% < r fir alle K € N mit k& > ky. Somit ist
|zk] < ¥ fiir alle k € N mit k > kg. Weil es fiir ko nur endlich viele Zahlen in Ny gibt,
gibt es eine Zahl C' > 1 mit der Eigenschaft |z| < Cr* fiir alle k € {0,...,ky — 1}.
Also gilt ingesamt |2;| < Cr* fiir alle k € N.

Laut Beispiel konvergiert die Reihe (C >} _ rk)neNo = (i Crk)neNo’
also folgt aus dem Vergleichskriterium im bereits bewiesenen Teil @ des aktuellen
Theorems, dass (ZZ:O zk)n N absolut konvergiert.

|2k41]

Wir nehmen an, dass z; # 0 fiir alle k¥ € Ny und limsup;,_, ] < gilt.
Wie im Beweis von sieht man, dass es somit eine reelle Zahl r € (0,1) und ein
ko € Ng gibt derart, dass % < r fiir alle £ € Ny mit k£ > kg gilt. Fiir jedes solche
k ist damit

I B e e B T |
lzkol  l2k—1]  l2k—2| |2k—3] 2kl
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3.5. Cauchy-Folgen und Unendliche Reihen

und somit
1
2 F < (2o 770 Fr

Aus Aufgaben 1(b) und (c) auf Hausaufgabenblatt 8 sowie Aufgabe 1(a) auf Haus-

aufgabenblatt 7 kann man fiir jedes a € (0,00) die Eigenschaft a¥ — 1 fiir k — oo
folgern; somit konvergiert die rechte Seite der vorangehenden Ungleichung fiir & — oo
gegen 1 konvergiert. Damit folgt wegen Aufgabe 1(a) auf Hausaufgabenblatt 7, dass

1
Hm supy, o, |26 * <7 < 1ist und somit ist (Y3 zx), o laut des Wurzelkriteriums
in Teil des aktuellen Theorems absolut konvergent. O

Beispiel 3.5.12 (Die Eulersche Reihe). Es gilt Y 7~ 1%2 < 00, das heift, die Reihe
(Yk=1 #2) yey ist konvergent.

Beweis. Wegen Beispiel |3.5.6(b)| ist die Reihe (Zzzl L) . konvergent. Weil
ne

k(k+1)
fiir alle k& € N die Ungleichung k(k + 1) = k? + k < 2k? und somit 5 < ﬁ
gilt, ist laut Vergleichskriterium (Theorem [3.5.11)(b)) auch die Reihe (Y")_; k%) N
ne
(absolut) konvergent. O

Beispiel 3.5.13 (Anwendung des Wurzel- und des Quotientenkriteriums). Die Reihe

(

k
27]6)1161\]0

NE

b
Il

1

ist (absolut) konvergent.

Beweis mit Hilfe des Wurzelkriteriums. Laut Aufgabe 1(b) auf Hausaufgabenblatt 8
gilt k% — 1 fiir k — oo und somit folgt

(2]1)}6 —>% fiir £k — oo.

Also ist
Eye 1
I (—) — - <1
FRSRAOT 2
und somit folgt die Behauptung aus dem Wurzelkriterium. ]

Beweis mit Hilfe des Quotientenkriteriums. Es ist

k+1

S k41 11

ﬁk = T . 5 — 5 fur k — 0

2
und somit

k}j_l 1
lim sup 2]:1 = - <00
k—o00 ok

Also folgt die Behauptung aus dem Quotientenkriterium. O
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Kapitel 4

Funktionenfolgen und -reihen

4.1 Punktweise und gleichméafige Konvergenz

Sei M C C und bezeichne CM die Menge aller Funktionen M — C. Den Begriff
Folge hatten wir in Definition nicht nur fiir Folgen von reellen oder komplexen
Zahlen sondern auch fir Folgen von Elementen einer beliebigen Menge eingefiihrt.
Somit kénnen wir auch von Folgen in CM sprechen — das heifit, von Folgen, deren
Glieder Funktionen sind. Solche Folgen nennt man Funktionenfolgen. Lassen Sie
uns nun iiber Konvergenz von Funktionenfolgen sprechen.

Definition 4.1.1 (Punktweise Konvergenz von Funktionenfolgen). Sei M C C und
sei (fn)nen eine Folge von Funktionen von M nach C. Sei auferdem f: M — C.
Man sagt, dass (f,)nen punktweise gegen f konvergiert und notiert dies als

fn— f punktweise fiir n — oo,

falls fiir jedes z € M die Eigenschaft f,(z) — f(z) fir n — oo gilt.
Man nennt f dann auch den punktweisen Grenzwert oder punktweisen Li-

mes von (fp)nen.

Das folgende einfache Beispiel zeigt, dass der punktweise Grenzwert von Funktio-
nenfolgen sich im Allgemeinen nicht gut beziiglich des Konzepts Stetigkeit verhélt.

Beispiel 4.1.2 (Der punktweise Grenzwert stetiger Funktionen muss nicht stetig
sein). Fir jedes n € N sei f,: [0,1] — R, z — 2". Aufierdem sei f: [0,1] — R
gegeben durch f(z) =0 fiir z € [0,1) und f(1) = 1. Dann gilt

fn— f punktweise fiir n — oco.

Fiir jedes n € N ist die Funktion f, stetig, aber der punktweise Grenzwert f ist
unstetig im Punkt 1.

Um fiir eine Folge stetiger Funktionen die Stetigkeit des Grenzwerts sicherzu-
stellen, fiihrt man die folgenden stérkeren Konvergenzbegriffe fiir Funktionenfolgen
ein:
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4. FUNKTIONENFOLGEN UND -REIHEN

Definition 4.1.3 (Gleichmifige und lokal gleichméfige Konvergenz). Sei () # M C
C, sei f: M — C und sei (fy,)nen eine Folge von Funktionen M — C.

(a) Die Folge (fn)nen heift gleichméflig konvergent gegen f, falls
sup{|fn(z) — f(2)| | z€e M} =0 firn— oo
gilt.
Die Folge (fn)nen heifit gleichméfiig konvergent, falls es eine Funktion M —

Vorlesung 16 C gibt, gegen die die Folge gleichméfsig konvergiert.

ﬁi;i,?ft'lri'il be. (b) Die Folge (fn)nen heifit lokal gleichméRig konvergent gegen f, falls es fiir

finition [4.1.3(b)| jedes zp € M ein r > 0 gibt derart, dass ( fnlB <r(z0)N M)n N gleichméfig gegen
f|B<r(zo)mM konvergiert.

Die Folge (fn)nen heifst lokal gleichméfig konvergent, falls es eine Funktion
M — C gibt, gegen die die Folge lokal gleichméafsig konvergiert.

Aus dieser Definition folgt folgender Zusammenhang zwischen den verschiedenen
Konvergenzarten von Funktionen:

gleichméfige Konvergenz

4

lokal gleichméfige Konvergenz

Y

punktweise Konvergenz

Beispiel 4.1.4 (Gleichméfige vs. lokal gleichméfige Konvergenz). Fiir jedes n € N
sei fn:[0,1) — R, z — 2" Dann gilt f, — 0 fir n — oo punktweise, aber nicht
gleichméfig. Fiir jedes n € N gilt namlich

sup{|fu(z) — 0] | z € [0,1)} = sup{z"| z € [0,1)} = L.

Allerdings gilt f,, — 0 lokal gleichméfig. Um das zu sehen betrachten wir ein belie-
biges, festes zg € [0,1). Wéahle r > 0 so klein, dass zp +r < 1 gilt. Dann ist

sup{| ful B, (z0)01) — 0] | 2 € B<r(20) N[0, 1)}
=sup{z"| z€[0,1)N(z0—r,20+7)} < (20+7)" =0
fir n — oo.

Definition 4.1.5 (Supremums-Norm). Sei ) # M C C und sei f : M — C. Dann
nennt man

1/ lsup = sup{[f(2)| | z € M} € [0,00] := [0,00) U{o0}

die Supremums-Norm von f[T|f]

!Genau genommen verwendet man diesen Begriff vor allem dann, wenn [l fllonp < 00 gilt.
2Es gibt noch viele weitere Normen. Was genau dieser Begriff bedeutet und wozu er niitzlich

ist, werden Sie in der Analysis 2 lernen.
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4.2. Reihen von Funktionen und Potenzreihen

Proposition 4.1.6 (Gleichméafige Konvergenz mit der Supremums-Norm ausge-
driickt). Sei () £ M C C, sei f: M — C und sei (fn)nen eine Folge von Funktionen
M — C.

Die Folge (fn)nen konvergiert genau dann gleichmapig gegen f, wenn || fr — fl|g,, —

0 fiir n — oo gilt.
Beweis. Das folgt sofort aus der Definition von gleichméfiger Konvergenz. O

Das Praktische an gleichméfiger Konvergenz — und allgemeiner an lokal gleich-
maéafiger Konvergenz — ist, dass sich Stetigkeit auf den Grenzwert iibertragt. Das ist
der Inhalt des folgenden Satzes:

Theorem 4.1.7 (Stetigkeit des Grenzwerts bei lokal gleichméfiger Konvergenz).
Sei M C C, sei f: M — C und sei (fp)nen eine Folge von Funktionen M — C, die
lokal gleichmdfig gegen f konvergiert. Wenn alle Funktionen f, stetig sind, dann ist
auch f stetig.

Aus Zeitgriinden verzichten wir in der Vorlesung deshalb auf den Beweis. Bei
Interesse konnen Sie ihn in Addendum (4] nachlesen.

4.2 Reihen von Funktionen und Potenzreihen

So wie wir in Definition [3.5.4] Reihen iiber komplexe Zahlen eingefiihrt haben, konnen
wir jetzt auch Reihen iiber Funktionen definieren:

Definition 4.2.1 (Funktionenreihen). Sei () # M C C und sei (fi)ken, eine Folge
von Funktionen M — C. Dann nennt man die Funktionenfolge

(foofo+ Frufot it fofot it ot o) = (Do F)
k=0 ¢

die Reihe iiber (fx)ien,-

Wie im Fall von komplexen oder reellen Zahlen ist also eine Funktionenreihe eine
Folge, deren Glieder Partialsummen sind, und somit sind punktweise, gleichméfige
und lokal gleichméfige Konvergenz von Funktionenreihen bereits deﬁniertﬂ

Beispiel 4.2.2 (1/(1 — z) als Potenzreihe). Sei f: B.1(0) = C, z — -, und fiir
jedes k € Ny sei fi: B<1(0) — C, z — 2*. Dann konvergiert (Z};Lo fk)neNo lokal
gleichméfig gegen f.

Beweis. Sei zy € B-1(0) beliebig, fest. Wahle einen Radius r» > 0 derart, dass die
offene Kreisscheibe um zy mit Radius 7 komplett in B-1(0) liegt und dessen Rand
nicht beriihrt, also derart, dass r + |zp| < 1 gilt (um etwas konkreter zu werden,

1—|z|
2

konnte man zum Beispiel r = wihlen).

3Da wir sie bereits fiir alle Funktionenfolgen definiert haben.
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4. FUNKTIONENFOLGEN UND -REIHEN

Fiir jedes k € Ny und jedes z € B.,(29) gilt

k

k
2" < (12 = zol + |20l )" < (r+ |20])".

Somit gilt fiir jedes z € B, (zp) und jedes n € Ny

m

n

E 2F — lim 2k
m—0o0

k=0

k=0

n m

Zk— E Zk

k=0 k=0

= lim
m—00

> ful2) = f(2)
k=0

m m
= lim |- Z 28| < lim sup Z |2|F
meree k=n+1 m—roo k=n+1
m—(n+1)
< limsup |z|"*! Z |2|*
m—0o0
k=0
1 1
= zn+1 <(r—+|zo [
Ty = e D
Somit ist
- 1
fe—1f < (r+ |z —mm— —0
2 ot ol T = Tl
k=0 sup
fiir n — oo. O

Theorem 4.2.3 (Konvergenz und Stetigkeit von Potenzreihen). Sei zg € C, sei
(ak)ken, eine Folge in C mit ¢ == limsupy,_, lap ¥ < 0. Wir setzen

% falls £ > 0,
ro=
oo falls £ =0.

(a) Seiz € C. Die Reihe (31—, ak(zfzo)k)neNo

r ist und sie divergiert, falls |z — zo| > r ist.

konvergiert absolut, falls |z — zo| <
(b) Die Funktz’orﬁ
o0
By () — C, Z Z ag(z — 2)"
k=0
ist der lokal gleichmdflige Grenzwert der Funktionen
n
By (z0) — C, Z Zak(z — )"
k=0

fiir n — oo und ist somit stetig.

“Hier verwenden wir die Konvention Bcoo(z0) =C.
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Beuweis. [(a)] Wir nehmen zunéchst an, dass |2 — zg| < r ist. Dann gilt £]z — 29| < 1;
falls ¢ = 0 ist, ist das offensichtlich, und falls ¢ > 0 ist, folgt es aus £|z — zp| =
z=20 ~ 1. Somit folgt

T

Bl

< limsup(\akﬁ |z — 20 ) = L]z — 20| < 1.
k—oo

limsup |ax(z — 20)F
k—o0
Aus dem Wurzelkriterium (Theorem [3.5.11f(c)|) folgt somit die behauptete absolute
Konvergenz.
Nun nehmen wir an, dass |z — zg| > r ist. Dann ist 7 < co und somit ¢ > 0 und
fr =1 Somit erhélt man

Sl

limsup |ag(z — 20)*|" = €|z — 20| > br = 1.

k—o0

1
Somit findet man Indizes k1 < ko < k3 < ... derart, dass !akj (z — zo)’“j"“ii > 1 und
folglich ’akj (z — zo)kj‘ > 1 fiir alle j € N gilt. Insbesondere ist also !ak(z - zo)k‘ 40
fiir £k — oo und somit folgt aus dem notwendigen Kriterium fiir Reihenkonvergenz
in Proposition W dass die Reihe (Y7 _oar(z — zo)k)n e, Dicht konvergiert.

@ Die lokal gleichméafige Konvergenz kann man zeigen, in dem man ein Lo-
kalisierungsargument wie in Beispiel mit Argument aus dem Beweis von @
kombiniert; wir verzichten an dieser Stelle auf die Details. Die Stetigkeit der Grenz-
funktion folgt dann aus Theorem [.1.7] O

Definition 4.2.4 (Potenzreihe). In der Situation von Theorem nennt man die
Folge der Funktionen der Funktionen

n
B, (29) — C, Z Zak(z — 2)"
k=0
eine Potenzreihe und die Zahl r ihren Konvergenzradius.

4.3 Die Exponentialfunktion

Proposition 4.3.1 (Konvergenzradius der Exponentialfunktion). Es gilt
1\1/n
(—) —0
n!
fiir n — oo.

Beweis. Das ist eine sehr schone Ubungsaufgabe, deshalb lagern wir den Beweis in
die Ubungen aus. O

Aufgrund von Proposition ist der Konvergenzradius der Funktionenreihe in
der folgenden Definition gleich oo.
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Definition 4.3.2 (Die Exponentialfunktion). Fiir jedes z € C definiert man
exp(z) == Z ik
k=0
Man nennt die Abbildung
exp: C — C, z — exp(z)
die Exponentialfunktion.
Proposition 4.3.3 (Eigenschaften der Exponentialfunktion).
(a) Die Funkion exp: C — C ist stetig.

(b) Fiir alle z1, 22 € C gilt die sogenannte Funktionalgleichung der Ezponenti-
alfunktion:

exp(z1 + 22) = exp(z1) exp(z2).

Beweis. Das folgt aus Theorem |(b)|
Einen Beweis dieser Eigenschaft geben wir im néchsten Kapitel an, wenn wir
Methoden der Differentialrechnung zur Verfiigung haben. O

4.4 Addendum: Beweis von Theorem

In diesem Addendum beweisen wir Theorem Hierfiir ist die folgenden Beob-
achtung niitzlich:

Lemma 4.4.1 (Stetigkeit ist eine lokale Eigenschaft). Sei z9 € M C C und sei
f: M — C. Wenn es eine reelle Zahl r > 0 gibt derart, dass f|p_, (zo)nm Stetig in zo
ist, dann ist f stetig in zg.

Beweis. Sie r > 0 so, wie im Lemma angegeben. Betrachten wir ein beliebiges, festes
e > 0. Weil flp_, (z)nm stetig in zo ist, gibt es ein 6 > 0 derart, dass fiir alle
z € Bey(20) N M folgende Implikation gilt:

(x)  lz-z2l<d = |f(z) - fla)l <e

Wir setzen nun 6 = min{r,d}. Betrachten wir ein beliebiges, festes z € M mit
|z — 20| < 6. Dann gilt inbesondere |z — zp| < 7, also 2 € B<;(20) N M. Weil zugleich
auch |z — 29| < § < 4§ ist, folgt aus () die Ungleichung |f(z) — f(z20)] < e. O

Beweis von Theorem[{.1.7. Wir zeigen die Behauptung unter der stirkeren Annah-
me, dass (fn)nen gleichméfig gegen f konvergiert. Im Falle, dass die Konvergenz nur
lokal gleichméfig ist, folgt die Behauptung dann aus Lemma . Sei also (fn)nen
gleichméfig konvergent gegen f.
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Um die Stetigkeit von f zu zeigen, betrachten wir ein beliebiges, festes zog € M
und ein beliebiges, festes ¢ > 0. Wegen der gleichméfigen Konvergenz gibt es ein
ng € N derart, dass fiir alle n € N mit n > ng die Ungleichung

o = sup{[fule) = £ | 2 € M} < 2

gilt. Da f,, laut Voraussetzung stetig ist, gibt es ein § > 0 derart, dass fiir alle z € M
die folgende Implikation gilt:

() lr=al <8 =5 | fae) = fuple0)l < 3

Betrachten wir nun ein beliebiges, festes z € M mit |z — z9| < . Dann gilt
/(=) = [(f(2) = fuo(2)) + (Fro(2) = fuap(20)) + (fo(20) = f(20))]|
<|f(z ) Fro(2)] 4 1fno (2) = Fro(20)] + | o (20) = f(20))]

e e ¢
< ang + [fno(2) = fro(20)] 4 amg < stztg=¢

Somit ist f stetig in zg. Da 2y € M beliebig war, ist f also stetig. O
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Kapitel 5

Differentialrechnung

5.1 Anderungsraten und Ableitungen

Definition auch iiber C — aber keine funktionentheoretischen Argumente verwenden
und keine funktionentheoretischen Aussagen zeigen.

Definition 5.1.1 (Isolierte Punkte). Sei M C C und z € M. Man nennt z isoliert
in M oder einen isolierten Punkt von M, falls es keine Folge in M \ {z} gibt,
die gegen z konvergiert.

Man kann sich tiberlegt, dass ein Element z einer Menge M C C genau dann
isoliert in M ist, wenn es ein € > 0 gibt derart, dass M N B..(z) = {z} gilt[]

Definition 5.1.2 (Differenzierbarkeit und Ableitung). Sei M C C und sei f: M —
R.

(a) Sei z € M nicht isoliert in M. Wir sagen, dass f differenzierbar in z ist,
falls es ein a € C gibt derart, dass

flw) = ()

w—z

—a firw— 2z

gilt. Hierbei ist die Konvergenz so zu verstehen, dass fiir jede Folge (wy, )nen in
M\ {z} mit w,, — z fiir n — oo die Eigenschaft

flwn) = f(2)

Wy, — 2

—a firn— o

gilt.
In diesem Fall nennt man a die Ableitung von f im Punkt z und schreibt
F'(z) = af]

'Konnen Sie das im Detail begriinden?
2Das ergibt nur dann Sinn, wenn man weif, dass a eindeutig bestimmt ist. Woher wissen wir,
dass a eindeutig bestimmt ist?
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5. DIFFERENTIALRECHNUNG

(b) Sei kein Element von M isoliert in M. Wir nennen f differenzierbar, falls f
in jedem Punkt z € M differenzierbar ist. In diesem Fall heifst die Funktion

f'+ M —C, z = f'(2)
die Ableitung von f. Manchmal schreibt man fiir 2 € M anstelle von f/(z)

auch d{l(;) .

Beispiele 5.1.3 (Einige (nicht-)differenzierbare Funktionen).

(a) Sei b € C. Dann ist die konstante Funktion f: C — C, z — b differenzierbar
und es gilt f/(z) = 0 fiir alle z € C.

(b) Allgemeiner gilt fiir alle b,¢ € C: Die Funktion f: C — C, z +— cz + b ist
differenzierbar und es gilt f’(2) = ¢ fiir alle z € C.

(c) Die Funktion f: C — C, z +— 2?2 ist differenzierbar und es gilt f(z) = 2z fiir
alle z € C.

(d) Die Funktion f: R — R, z — |z| ist im Punkt 0 nicht differenzierbar.
Beweis. Sei z € C. Dann gilt fir w € C\ {z}
flw) = £z) _ b=
w—2z w—z
Sei z € C. Dann gilt fir w € C\ {z}
fw)—f(z) (cw+b)—(cz+b) c(w—2)

= = =c—c firw— z.
w— 2z w— z w— 2z

[(c)] Sei z € C. Dann gilt fiir w € C\ {z}
fw) = flz) _w?—2" (w+z)(w-2)

= = =w+z— 2z firw— z,
w—z w—2z w—z

=0—0 firw— z.

wobei die Konvergenzaussage w + z — 2z fiir w — z eine Kurzschreibweise dafiir ist,
dass fiir jede Folge (wy)ney in C \ {z} mit w, "= z die Konvergenz w, 4+ z — 2z
gilt.

@ Wir nehmen widerspruchshalber an, dass die Funktion f im Punkt 0 diffe-
renzierbar ist. Dann gilt

wl _ Jwl= 0] _ fw)- fO)

w  w—0 w—0 = f0)
fiir w — z, das heift, es gilt fiir jede Folge (wy,)nen in R\ {0}, die gegen 0 konvergiert,
dass % — f/(0) fiir n — oo gilt.

Betrachten wir nun zwei verschiedene solche Folgen (wy,)nen: Wenn wir w,, == %

fiir jedes n € N wéhlen, gilt w,, — 0 fiir n - co und 1 = % — f(0) fiir n — oo,

also ist f/(0) = 1. Wenn wir aber w,, = —% fiir jedes n € N wéhlen, gilt w, — 0
fir n — oo und —1 = % — f/(0) fir n — oo, also ist f’(0) = —1. Das ist ein
Widerspruch, weil f/(0) nicht zwei verschiedene Werte haben kann. O
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5.1. Anderungsraten und Ableitungen

Ein dquivalente Beschreibung von Differenzierbarkeit, die ebenfalls sehr niitzlich
fiir die Anschauung istE| lautet folgendermafien:

Proposition 5.1.4 (Differenzierbarkeit bedeutet gute lineare Approximierbarkeit).
Sei z € M CC, sei f: M — C und set a € C. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) Die Funktion f ist im Punkt z differenzierbar und es gilt f'(z) = a.

(ii) Es gibt eine Funktion e: M — C mit folgenden drei Eigenschaften: Es ist
e(z) = 0, die Funktion e ist im Punkt z stetig, und fir alle w € M gilt

fw) = f(z) +alw—2)+e(w)(w - z).

Beweis. ‘ = ’ Definiere e: M — C durch

0 falls w = z.

{f(w)f(z) — f'(2) falls w # 2,
e(w) == v

Dann ist e(z) = 0 und fiir jedes w € M ist

flw) = f(2) + f/(2)(w = 2) + e(w)(w = 2) = f(2) + a(w = 2) + e(w)(w — 2).

Aufserdem gilt fiir jede Folge (wy)nen in M \ {z}, die gegen z konvergiert, dass
e(wy) = f'(2) — f'(2) = 0 = e(2). Well e die Zahl z natiirlich ebenfalls auf e(z)
abbildet, gilt dasselbe sogar fiir jede Folge (wy,)nen in M, die gegen z konvergiert.
Laut der Charaktierisierung von Stetigkeit durch Folgenstetigkeit (Theorem
bedeutet das gerade, dass e in z stetig ist.

@] =[O Fiir w e M \ {2} folgt aus der Formel in
f(w) = f(z)

w—rz
o a+ e(w) a+e(0) = a,

wobei die Eigenschaft e(w) “=° e(z) wegen der Stetigkeit von e gilt (siehe erneut

Theorem (3.3.1)). O

Korollar 5.1.5 (Differenzierbare Funktionen sind stetig). Sei M C C und sei z € M
ein Punkt, der nicht isoliert in M ist. Sei f: M — C differenzierbar in z. Dann ist
f auch stetig in z.

Beweis. Das folgt sofort aus Proposition [5.1.4{(ii)} O

Theorem 5.1.6 (Ableiten von Linearkombinationen und Produkten). Sei M C C
und sei z € M nicht isoliert in M. Seien f,g: M — C.

3Und die in der Analyis 2 eine wichtige Rolle spielen wird.
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(a) Seien a, f € C. Wenn f und g in z differenzierbar sind, dann ist auch af + Bg
in z differenzierbar und es gz’lﬁ

(af + Bg)'(2) = af'(2) + Bf'(2).

(b) Wenn f und g in z differenzierbar sind, dann ist auch fg in z differenzierbar
und es gilt die Produktregel

(f9)'(2) = f'(2)g(2) + f(2)g'(2).
Beuweis. [(a)] Seien f und g differenzierbar in z. Dann gilt fiir w € M \ {2}

(af + Bg)(w) — (af + Bg)(z) _ af(w)+ Bg(w) —af(z) — By(2)

w—z w—z

W) ) ) 9 e

B w—z w—z
Seien f und g differenzierbar in z. Dann gilt fiir w € M \ {z}

(f9)(w) = (f9)(z) _ flw)g(w) — f(2)g(w) + f(2)g(w) — f(2)g9(2)

w—z w—z

W) G ) 0)

= f(2)9(2) + f(2)g'(2)  fiirw — 2,

wobei wir fiir die Eigenschaft g(w) w3 g(z) die Stetigkeit von g im Punkt z ver-
wendet haben, die laut Korollar [5.1.5| aus der Differenzierbarkeit von g im Punkt z
folgt. O

Beispiel 5.1.7 (Ableiten von Monomfunktionen). Fiir jedes n € Ny sei m,,: C — C,
z — 2. Aus den Beispielen wissen wir bereits, dass mg, my und msy differen-
zierbar sind mit den Ableitungen my(z) = 0, m)(z) = 1 und mb(z) = 2z fiir alle
zeC.

Mit Hilfe von Theorem erhalt man hieraus induktiv, dass jedes Funktion
m,, differenzierbar ist mit Ableitung m/,(2) = nz""! fiir alle z € C und alle n € N:

e Es gilt m3 = mimg und somit ist mg differenzierbar und fiir alle z € C gilt

my(z) = m}(2)ma(z) + mi(2)mh(2)1- 22 + 2 - 22 = 2% 4 222 = 322

e Es gilt my = mims und somit ist my differenzierbar und fiir alle z € C gilt

my(z) = m}(2)msa(z) + my(2)mh(2)1- 23 + 2 - 322 = 23 4+ 323 = 423,

4Diese Regel besagt in anderen Worten: Ableiten ist linear in dem Sinne, in dem das Wort in
der linearen Algebra benutzt wird.
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e Und so weiter.

Theorem 5.1.8 (Kettenregel). Seien L, M C C und sei z € M nicht isoliert in L.
Seien f: L — M und g: M — C und sei f(z) nicht isoliert in M. Wenn f im Punkt
z differenzierbar ist und g im Punkt f(z) differenzierbar ist, dann ist die Hinterein-
anderausfihrung h o f: L — C differenzierbar in z und es gilt die Kettenregel

(g0 f)(z) =4 (f(2)) f'(2)-
Fiir den Beweis liegt es nahe fiir z € M und w € M \ {z} die Formel

(go f)w) —(go f)(z) _ g(f(w)) —g(f(2)) f(w) — f(2)

w—2 T W) wes
verwenden. Das Problem dabei ist allerdings, dass trotz w # z eventuell f(w) = f(2)
sein konnte, da f nicht injektiv sein muss; deswegen kann man nicht einfach mit
f(w) — f(z) erweitern.
Stattdfessen kénnen wir die Charakterisierung von Differenzierbarkeit als gute
lineare Approximierbarkeit (Proposition verwenden:

Beweis von Theorem [5.1.8 Laut Proposition gibt es Funktionen ef: L — C
und e4: M — C mit folgenden Eigenschaften:

o Es gilt ef(z) = 0 und ey(f(2)) = 0.

e Die Funktion ey ist stetig im Punkt z und die Funktion e, ist stetig im Punkt

f(2).

e Fiir alle w € L gilt

Somit gilt fiir jedes w € L

(g0 f)(w) = g(f(w))
=g(f(2)) + g (f(2)(f(w) = f(2)) + eg(f (W) (f(w) = £(2))
=( o f)(2) + g (f(2))f'(2)(w = 2) + é(w)(w - 2),

wobei wir é: L — C gegeben ist durch

é(w) =g (f(2)er(w) + eg(f(w)(f'(2) + e (w))

fiir alle w € L. Es ist é(z) = 0. Aukerdem ist € stetig in z, weil ey stetig in z ist, e,
stetig in f(z) ist und f laut Korollar stetig in z ist. O
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5.2 Der Mittelwertsatz

In diesem Abschnitt wollen wir das folgende Theorem beweisen und einige niitzliche
Konsequenzen daraus herleiten[]

Theorem 5.2.1 (Mittelwertsatz). Seien a,b € R mit a < b und sei f: [a,b] - R

diﬁer@nzierbarﬁ Dann gibt es ein z € (a,b) mit der Eigenschaft f'(z) = %ﬂa)

a

Fiir den Beweis brauchen wir als Hilfsmittel ein Ergebnis iiber die Ableitung
von Funktionen bei lokalen Extremstellen, (das Sie vermutlich bereits aus der Schule
kennen — hier werden Sie nun den Beweis dieses Results sehen).

Definition 5.2.2 (Lokale Extremstellen). Sei M C C und f: M — R.

(a) Ein Punkt zmax € M heift lokale Maximalstelle von f, falls es ein € > 0
gibt derart, dass f(zmax) > f(2) fir alle z € M N B (2Zmax) gilt.

(b) Ein Punkt zpyi, € M heift lokale Minimalstelle von f, falls es ein ¢ > 0 gibt
derart, dass f(zmin) < f(2) fur alle 2 € M N Bez(2min) gilt.

Einen Punkt, der eine lokale Maximalstelle oder eine lokale Minimalstelle von f ist,
bezeichnet man héufig auch als eine lokale Extremstelle von f.

Proposition 5.2.3 (Ableitung bei lokalen Extremstellen). Sei I C R ein Intervall
und set f: I — R. Sei z € I eine lokales Mazimalstelle oder eine lokale Minimalstelle
von [ und sei f im Punkt z differenzierbar. Falls z kein Randpunkt von I ist, gilt

f(z) =0

Beweis. Wir zeigen die Behauptung fiir den Fall, dass z eine lokale Maximalstelle von
f ist. Der Beweis fiir den anderen Fall folgt dann hieraus, indem man — f betrachtet.

Sei also z eine lokale Minimalstelle von f und sei z kein Randpunkt von I. Dann
gibt es eine Folge (wp)nen in I\ {0}, die links von z liegt und gegen z konvergiert.
Fiir alle geniigend grofien n giltﬂ f(wy) < f(2), da z eine lokale Maximalstelle von
f ist. Also folgt

f'(z) = lim M >0,
n—00 Wp — Z
da sowohl der Zahler als auch der Nenner des Bruchs fiir alle geniigend grofsen n
kleiner oder gleich 0 ist.

SVorsicht iibrigens bei den Theorem-Namen: Erfahrungsgemif tendiert man gerne mal dazu,
die beiden Begriffe Mittelwertsatz und Zwischenwertsatz zu verwechseln.

SWenn Sie den unten stehenden Beweis des Theorems genau durchsehen, kénnen Sie {ibrigens
erkennen, dass es geniigt vorauszusetzen, dass f stetig ist und die Einschrankung f|,) differen-
zierbar ist.

"Was genau ist mit “fiir alle geniigend grofien n” gemeint?
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Als néichstes betrachten wir eine andere Folge (wy, )nen in I\ {2z}, die rechts von z
liegt und gegen z konvergiert; ein solche Folge gibt es ebenfalls, da z kein Randpunkt
von [ ist. Es gilt wieder f(w,) < f(z) fiir alle gentigend grofsen n und somit ist

n—00 Wp — 2
da der Nenner stehts > 0 ist, aber der Zéhler des Bruchs fiir alle geniigend grofien n
kleiner oder gleich 0 ist.

Insgesamt gilt also 0 < f'(z) <0, also f'(z) = 0. O

In obenstehendem Beweis erkennt man sehr gut, weshalb man die Voraussetzung
braucht, dass z kein Randpunkt von I ist. Wenn zum Beispiel z rechter Randpunkt
von [ ist, dann funktioniert nur der erste Teil des Beweises, das heifit man kann
dann nur f’(z) > 0 zeigen. Und falls z linker Randpunkt von I ist, funktioniert nur
der zweite Teil des Beweises, das heiflt, man kann dann nur f’(z) < 0 zeigen. Dieses
Péhnomen kann man auch in folgendem Beispiel gut erkennen:

Beispiel 5.2.4 (Extremstellen am Rand). Sei f: [~1,1] — R, z ~ 22. Dann gilt
f(z) < 1= f(1) = f(—1) fir alle z € [—1,1], das heift die beiden Punkte —1 und
1 sind lokale — und sogar globaleﬂ — Maximalstellen von f. Fiir alle z € [—1,1] gilt
f'(2) = 2z und somit gilt am linken Randpunkt von [—1], dass f/(-1) =2-(-1) =
—2 < 0 ist; und am rehten Randpunkt von [—1,1] erhélt man f/(1) =2-1=2> 0.

Beweis von Theorem [5.2.1. Wir beweis das Theorem zuerst fiir den Spezialfall, dass
f(a) = f(b) = 0 gilt. ﬂ In diesem Fall miissen wir zeigen, dass es ein z € (a,b) mit
f'(z) = 0 gibt.

Weil f differenzierbar ist, ist f laut Korollar stetig. Da [a,b] nichtleer,
beschrankt und abgeschlossen ist, gibt aus laut Theorem@Punkt Zmin UNd Zmax in
[a,b] derart, dass f(zmin) < f(2) < f(2max) fiir alle z € [a, b] ist['') Wir unterscheiden
nun zwei Falle:

e Erster Fall: Beide Punkte zyi, und zp;, sind Randpunkt von [a, b]. Dann ist
f(zmin) = 0 = f(2max) und somit folgt f(z) = 0 fiir alle z € [a,b]. Also ist f
konstant, das heift, es ist f/(z) = 0 fiir alle z € [a, b]. Insbesondere konnen wir
uns einen beliebigen Punkt z € (a, b) aussuchen und erhalten fiir diesen Punkt

f'(z) =0.

e Zweiter Fall: Mindestens einer der beiden Punkte zp;, und zp;, ist kein Rand-
punkt von [a,b], liegt also in (a,b). Laut Proposition ist f an diesem
Punkt gleich 0.

8Was ist mit dem Begriff globale Extremstelle gemeint?

9Dieser Spezialfall des Mittelwertsatz wird manchmal auch als Satz von Rolle bezeichnet.

10 Anders ausgedriickt: zmax ist eine globale Maximalstelle von f und zmin ist eine globale
Minimalstelle von f.
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Nun betrachten wir den allgemeinen Fall, in dem f(a) und f(b) irgendwelche
Werte in R sein konnen. Wir definieren eine neue Funktion

g: la,b] > R,
b—=z zZ—a

2 f(2) = (= f(@) + T 1),

Dann ist g als Summe zweier differenzierbarer Funktionen ebenfalls differenzierbar
mit ¢'(z) = f'(2) + w — % fir alle z € [a,b]. Es gilt g(a) = 0 = ¢(b),
also kénnen wir den zuvor bewiesenen Spezialfall auf g anwenden — es gibt also ein

z € (a,b) mit der Eigenschaft ¢’(z) = 0 und fiir dieses z ist folglich

womit die Behauptung bewiesen ist. O

Korollar 5.2.5 (Funktionen mit verschwindender Ableitung — reeller Fall). Sei I C
R ein Intervall mit mehr als einem Punkﬂ und sei f: I — R differenzierbar. Falls
f'(z) =0 fir alle z € T gilt, dann ist f konstant.

Beweis. Seien a,b € I mit a < b. Wir zeigen, dass f(a) = f(b) gilt. In dem wir den
Mittelwertsatz (Theorem [5.2.1)) auf die Einschrankung von f auf das Intervall [a, b]

anwenden, erhalten wir ein z € (a, b), fiir das

gilt. Also ist in der Tat f(a) = f(b). O

Nun beweisen wir ein analoges Resultat auch im komplexen Fall. Das ist ein wenig
subtil, weil der Mittelwertsatz (Theorem [5.2.1)) in der oben besprochenen Form nur
im Reellen gilt.

Korollar 5.2.6 (Funktionen mit verschwindender Ableitung — komplexer Fall). Sei
20 € C und r € (0,00] und sei f: Ber(20) — C differenzierbar. Falls f'(z) = 0 fir
alle z € By (z0) gilt, dann ist f konstamﬁ@

Beweis. Seien z1,z9 € By (zp) mit 21 # zo. Wir miissen f(z1) = f(22) zeigen.
Dazu betrachten wir diejenige Funktion, die die gerade Verbindungslinie von z;
nach z9 linear parametrisiert, das heifst die Funktion

¢ :[0,1] = B<r(20),

1Und damit mit unendlich vielen Punkten.

12Im Beweis des Korollars kénnen Sie iibrigens erkennen, dass das Korollar nicht nur fiir Funk-
tionen gilt, die auf offenen Kreisscheiben definiert sind, sondern beispielsweise auch fiir Funktionen,
die auf sogenannten konvexen Teilmengen von C definiert sind. Es sogar noch deutlich allgemeiner,
aber darauf gehen wir an dieser Stelle noch nicht weiter ein.
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t— 21 +t(zg — 21).

Laut Aufgabe ... auf Hausaufgabenblatt 10 ist die Abbildung Reof o p: [0,1] — R
differenzierbar und die Ableitung dieser Funktion ist gleich

(Reof 0 )'(t) = Re (f(p(1)¢'(t)) ==

fiir alle t € [0, 1]. Somit ist Reof o ¢ laut Korollar konstant, das heifst, es gilt
Re f(z1) = Re(f(¢(0))) = Re(f(¢(1))) = Re f(22).

Indem wir dasselbe Argument auch auf die Funktion —if anwenden, erhalten
wir auferdem Im f(z1) = Re(—if(21)) = Re(—if(22)) = Im f(22). Also ist ingesamt

f(z1) = f(z2). O

Eine weitere sehr niitzliche Konsequenz des Mittelwertsatz ist die folgende Cha-
rakterisierung von Montonie, die Sie vermutlich schon aus der Schule kennen.

Korollar 5.2.7 (Monotonie via Ableitungen). Sei I C R ein Intervall mit mehr als
etnem Punkt und sei f: I — R differenzierbar.
(a) Esist f genau dann monoton steigend, wenn f'(z) >0 fir alle z € I gilt.
Falls sogar f'(z) > 0 fir alle z € T gilt, dann ist f streng monoton steigendﬂ

(b) Esist f genau dann monoton fallend, wenn f'(z) <0 fir alle z € I gilt.
Falls sogar f'(z) < 0 fiir alle z € I gilt, dann ist f streng monoton fallend.

Beweis. @ Wir beweisen zuerst die behauptete Aquivalenz.

“="” Nehmen wir an, dass f monoton steigend ist. Sei z € I. Fiir alle w € I'\ {2z}
gilt im Fall w > z, dass f(w) > f(z) ist und im Falle w < z, dass f(w) < f(z) ist.
Also ist in jedem Fall fw=/(z) > 0. Somit folgt

o) = tim T = 1)

w—rz w— 2z

> 0.

“«<“ Nehmen wir an, dass f/(z) > 0 fiir alle z € I gilt. Seien a,b € I mit a < b.
Wir miissen f(a) < f(b) zeigen. Aufgrund des Mittelwertsatzes (Theorem [5.2.1)) gibt
es ein z € (a,b) mit der Eigenschaft

f(b) — f(a)
b—a

also ist f(b) — f(a) > 0 und somit f(b) > f(a).

= f'(2) > 0,

Mit fast wortlich dem gleichen Argument zeigt man auch, dass f streng monoton
steigend ist, wenn f’(z) > 0 fiir alle z € I gilt.

@ Wende @ auf —f an. O

13Weshalb fehlt bei dieser Aussage die umgekehrte Implikation?
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Vorlesung 20
(Fr, 20.12.)
beginnt mit

Theorem [5.3.1]

5. DIFFERENTIALRECHNUNG

5.3 Exponentialfunktion, Logarithmus und reelle
Exponenten

Theorem 5.3.1 (Ableitung von Potenzreihen). Wie in Theorem sei 29 € C,
und (ar)ken, eine Folge in C mit £ == limsupy,_, lap|V* < 0. Wir setzen

% falls £ > 0,
r=
oo falls £ = 0.

Dann gilt auch £ == limsupy_, . |(k + Dag1|V* = ¢, die Funktion

ist stetig differenzierbar und ihre Ableitung f': B<,(z0) — C ist gegeben durch

oo
Zkakz—zo Zk-i-l agt1( Z—Zo)k
k=0

fir alle z € C. Mit anderen Worten: Den Grenzwert einer Potenzrethe kann man
ableiten, in dem man jeden Summanden einzeln ableitet.

Der Beweis ist ein bisschen technisch: Man kann zum Beispiel mehrmals die geo-
metrischen Summenformel bezeihungsweise die geometrische Reihenformel benutzen
und muss dabei aufpassen, dass man die Dreiecksungleichung zu einem geeigneten
Zeitpunkt (nicht zu frith) verwendet. Wir verzichten darauf den Beweis an dieser
Stelle auszufithren. Wenn Sie mochten, kénnen Sie ihn in der Literatur nachlesen.
Zum Beispiel finden Sie einen Beweis des Resultats — und noch allgemeinerer Sétze
—in |[Kén04, Abschnitt 9.5].

Mit Hilfe von Differentialrechnung kénnen wir nun ganz leicht zahlreiche niitzli-
che Eigenschaften der Exponentialfunktion bewweisen, unter anderem die Funktio-
nalgleichung

exp(z1 + 22) = exp(z1) exp(22) fir all 21, 22 € C,
die wir bereits in Proposition behauptet hatten.

Theorem 5.3.2 (Eigenschaften der Exponentialfunktion). Die Exponentialfunktion
exp: C — C hat folgende Eigenschaften:

(a) Die Funktion exp ist differenzierbar und gleich ihrer eigenen Ableitung, das
heifit, es gilt exp’(z) = exp(z) fir alle z € C.

(b) Es gilt exp(0) = 1.
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(c) Fiir alle z1,2z2 € C gilt exp(2z1 + 22) = exp(z1) exp(z2).

(d) Fir alle z € C gilt exp(z) # 0 und exp(—2) = ;-

(e) Die Einschrinkung exp |r bildet bijektiv von R nach (0,00) ab und ist streng
monoton wachsend.

(f) Es gilt lexp(if)| = 1 fiir alle @ € R, das heifit, exp bildet die imagindre Achse
in die komplexe Einheitskreislinie ab.

(g) Fiir jedes z € C gilt |exp(z)| = exp(Re 2).
Beuweis. [(a)] Laut Theorem ist exp differenzierbar mit Ableitung

[e.9] o0

exp’(z) = Z(k +1 Z = exp(z

k=0 ! =0

fiir alle z € C.

Es gilt exp(0) = > 77, ?: = %? =1.

(c)| Sei z1,29 € C beliebig, fest. Betrachten wir die Funktion g: C — C, z —
exp(z1 + 22 — z) exp(z). Dann gilt wegen [(b)] g(0) = exp(z1 + 22). und wegen [(a)]
folgt aus der Produktregel und der Kettenregel, dass g differenzierbar ist und seine
Ableitung

g'(2) = —exp(z1 + 22 — 2) exp(z) + exp(z1 + 22 — 2) exp(z) = 0
fiir alle z € C erfiillt. Laut Korollar [5.2.6]ist ¢ somit konstant, also folgt
exp(z1 + 22 — z) exp(z) = g(z) = exp(z1 + 22)

fir alle z € C. Insbesondere folgt fiir z := 25, dass exp(z1) exp(z2) = exp(z1 + 22)
gilt.

@ Wegen und gilt fiir alle z € C die Gleichung exp(—=z)exp(z) =
exp(0) = 1, das heift, es ist tatsichlich exp(z) # 0 und exp(—z) = ex;(z)

[(e)] Wir beweisen zunichst, dass fiir alle 2 € R die Eigenschaft exp(z) € (0, o0)

k 00

gilt; sei dazu = € R beliebig, fest. Falls = > 0 ist, gilt exp(z) = > 220 % > or =
1 > 0, da alle Summanden > 0 sind. Falls z < 0 ist, folgt aus [(d)} dass exp(z) =
exp( ok 0 gilt.

Als néchstes beweisen wir, dass exp |r streng monoton wachsend ist. Fiir alle
z € R gilt exp/(z) = exp(z) > 0, wobei die Gleichheit wegen [(a)] gilt und wir die
Ungleichung soeben bewiesen haben. Laut Korollar [5.2.7(a)| ist exp |g somit streng
monoton steigend.

Insbesondere ist exp |g somit injekitv. Es bleibt noch zu zeigen, dass die Funktion
surjektiv auf (0, c0) abbildet. Sei dazu y € (0, 00) beliebig, fest. Sei u := max{y, l} >

. k 1
0. Dann gilt exp(u) = > 20 % > 4 = v > y und exp(—u) = ex;}(u) <1<y,
wobei wir fiir die erste Gleichheit wieder @ benutzt haben. Insgesamt ist also
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exp(—u) < y < exp(u). Da exp laut Proposition @ stetig istE gibt es wegen
des Zwischenwertsatzes (Theorem gibt es somit ein z € [—u, u| mit der Ei-
genschaft exp(z) = y.

. Die Abbildung C — C, z — Z ist stetigjﬂ und hieraus folgt fiir alle z € C,
dass exp(z) = exp(Z) gilt Fiir jedes 6 € R gilt somit

lexp(if)|? = exp(i6) exp(if) = exp(if) exp(if)

= exp(—if + i0) = exp(0) =1,

= exp(—if) exp(if)
womit |exp(if)| = 1 bewiesen ist.

Sei z € R. Dann gilt

lexp(z)| = |exp(Re z +iIm z)| = |exp(Re z) exp(ilm z)|

‘ @

= |exp(Re z)| |exp(iIm 2) exp(Rez) -1 = exp(Rez),

womit auch die letzte Aussage bewiesen ist. O

Da die reelle Exponentialfunktion exp|gr: R — (0,00) laut Theorem [5.3.2(e)|
bijektiv ist, besitzt sie eine Umkehrfunktion (0, 00) — R:

Definition 5.3.3 (Der natiirliche Logarithmus). Die Umkehrfunktion von exp |g: R —
(0, 00) bezeichnet man mit log: (0,00) — R oder mit In: (0, 00) — R. Man nennt sie
den natiirlichen Logarithmus.

Der der natiirliche Logarithmus als Umkehrfunktion der reellen Exponentialfunk-
tion definiert ist, erfiillt der die Gleichungen

exp(log(z)) = fiir alle z € (0, 0c0),

und log(exp(x)) = fiir alle x € R.

Proposition 5.3.4 (Eigenschaften des natiirlichen Logarithmus). Der natirliche
Logarithmus log: (0,00) — R hat die folgenden FEigenschaften:

(a) Die Funktion log ist bijektiv von (0,00) nach R und streng monoton wachsend.
(b) Es gilt log(1) = 0.
(¢c) Fir alle x1,x2 € (0,00) gilt log(z1x2) = log(z1) + log(za).

)

(d) Die Funktion log ist differenzierbar und somit insbesondere stetig. Fiir jedes
x € (0,00) gilt log'(x) = 1

z°

14 Alternativ folgt die Stetigkeit von exp aus @ da differenzierbare Funktionen laut Korol-
lar stetig sind.
Konnen Sie das im Detail begriinden?
16K6nnen Sie die Details dieses Arguments angeben?
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Betrachten wir eine Zahl y € (0,00) und ein ¢ = % € Q mit k,¢ € Z und ¢ # 0.
In Definition hatten wir die Potenz y? definiert als diejenige Zahl z¢y € (0, 00),
welche die Gleichung xé = /¥ erfiillt. Laut Proposition existiert eine solche Zahl
xo € (0,00), ist eindeutig bestimmt, und hangt nur von ¢ ab. Wir kénnen die Zahl
y? nun mit Hilfe des Logarithmus und der Exponentialfunktion darstellen:

Proposition 5.3.5 (Rationale Exponenten via Exponentialfunktion und Logarith-
mus). Seiy € (0,00) und sei ¢ = % € Q mit k,f €Z und £ # 0. Dann gilt

y? = exp(qlog(y))-

Beweis. Wegen der Definition von y? (Definition [2.3.5) miissen wir nur zeigen, dass

(exp(q log(y)))g = y¥ gilt. Das konnen wir mit Hilfe der Funktionalgleichung der
Exponentialfunktion (Theorem [5.3.2(c)) leicht tun: Es gilt

(exp(qlog(y)))" = exp(qlog(y)) - - exp(qlog(y))
¢ Faktoren
= exp(£qlog(y))
= exp(klog(y))
= exp(log(y) + - -+ + log(y))
k Summanden

= exp(log(y)) - - - exp(log(y))
kFaktoren

= (exp(log(y)))"
=",

womit die Behauptung bewiesen ist. O

Proposition legt nahe, auch Potenzen mit reellen — und sogar mit komplexen
— Exponenten folgendermafen zu definieren:

Definition 5.3.6 (Potenzen mit reellen Exponenten). Sei y € (0,00) und z € C.
Dann definiert man|
y® = exp(zlog(y)) € (0,00).
Proposition 5.3.7 (Rechenregeln fiir reelle Exponenten).
(a) Fiir alle z € (0,00) und z1,22 € R gilt

pAitEe — AR

(b) Fiir alle x € (0,00) und z1,22 € R gilt

lezg — (le)z2 )

1"{brigens ist es zusitzlich iiblich, fiir den Fall z € (0, c0) die Definition 07 := 0 zu verwenden.
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Vorlesung 21
(Mi, 08.01.)
beginnt mit

Definition [5.3.8]

5. DIFFERENTIALRECHNUNG

()

Fiir alle z1,x2 € (0,00) und z € R gilt

(x129)° = x52s.

Beweis. Der Beweis dieser Regeln folgt leicht aus den Rechenregeln der Exponenti-
alfunktion. Die Details besprechen wir in den Ubungen. Ul

Definition 5.3.8 (Eulersche Zahl). Man nennt die Zahl

e:=exp(l) = Z% € (1,00)

k=0

die Eulersche Zahl.

Man beachte, dass log(e) = log(exp(1)) = 1 gilt. Somit gilt fiir alle z € R laut
Definition [5.3.6]

e = exp(zlog(e)) = exp(z).

Das legt nahe, dass man die Exponentialfunktion auch hiufig als e-Funktion be-
zeichnet.

5.4

Hohere Ableitungen und Taylorentwicklung

Definition 5.4.1 (Hohere Ableitungen). Sei M C C eine Menge ohne isolierte
Punkte und sei f : M — C.

(a)

78

Man nennt f zweimal differenzierbar, falls f differenzierbar ist und die Ab-
leitung f” ebenfalls differenzierbar ist. In diesem Fall nennt man die Funktion
f":=(f") die zweite Ableitung von f.

Man nennt f dreimal differenzierbar, falls f zweimal differenzierbar ist und
die zweite Ableitung f” ebenfalls differenzierbar ist. In diesem Fall nennt man
die Funktion f"” := (f") die dritte Ableitung von f.

Ebenso definiert man iterativ n-malige Differenzierbarkeit und n-te Ab-
leitungen fiir n € N; die n-te Ableitung notiert man hierbei als f(™.

Der Vollstiandigkeit halber setzt man noch f(©) := f. das heiRt, man definiert
die nullte Ableitung von f als f selbst (ohne irgendwelche Voraussetzungen an

f)-

Man nennt f beliebig oft differenzierbar, wenn die Funktion n-mal diffe-
renzierbar ist fiir jedes n € N.



5.4. Hohere Ableitungen und Taylorentwicklung

Zum Beispiel ist fiir eine dreimal differenzierbare Funktion f also

o=

fA=r,
f(2) _ //7
f(3) _ f///.

Beispiele 5.4.2 (Einige Beispiele fiir hohere Ableitungen). (a) Die Exponential-
funktion exp : C — C is beliebig oft differenzierbar und es gilt exp™ = exp
fiir alle n € Np.

(b) Jede Polynomfunktion f ist beliebig oft differenzierbar. Zum Beispiel gilt fiir
die Monomfunktion ms : C — C, z + 22 und fiir jedes z € C

my(z) = 22,
mhy(z) = 2z,
my(2) =2,
mgn)(z) =0 fir alle n > 3.

(c) Betrachten wir die Funktion f : R — R mit
22 falls z >0,

f(z) =
0 falls z <0.

Dann ist f differenzierbar, aber nicht zweimal differenzierbar, weil die Funktion
f' im Punkt O nicht differenzierbar ist.

Die Details zu diesem Beispiel besprechen wir in den Ubungen.

(d) Durch mehrfache Anwendung von Theorem kann man schen, dass jede
Potenzreihe (auf der Kreisscheibe, auf der sie definiert ist, das heifst, innerhalb
ihre Konvergenzradius) beliebig oft differenzierbar ist und dass man fiir jedes
n € Ny die n-te Ableitung berechnen kann, in dem man jeden Summanden
n-mal differenziert.

Laut Proposition bedeutet Differenzierbarkeit einer Funktion f in einem
Punkt gute Approximierbarkeit in der Nahe dieses Punktes durch eine lineare Funk-
tion: Sei zum Beispiel f : C — C differenzierbar in einem Punkt zg € C. Dann gibt
es eine Funktion e : C — C, die im Punkt z stetig ist und e(zp) = 0 erfiillt, und fiir
die

f(2) = f(z0) + f'(20)(z — 20) + e(2)(2 — 20) fiir alle z € C (5.4.1)
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5. DIFFERENTIALRECHNUNG

giltE Es ist eine naheliegende Idee, dass die Approximation noch “besser” wird, wenn
man nicht nur lineare Funktionen verwendet, sondern versucht f durch ein Polynom
ZUu approximieren.

Lassen Sie uns das zum Beispiel fiir ein Polynom vom Grad 2 versuchen: Wir
suchen also Koeffizienten ag, a1, a2 € C und eine Funktion e : C — C, die im Punkt
2o stetig ist und e(0) = 0 erfiilt, und fiir die

f(2) =ag+ai(z — 2) +as(z — 20)? + e(2)(z — 2)? fir alle z€ C  (5.4.2)

gilt. Die Tatsache, dass die Approximation — zumindest in der Ndhe von zy — nun
besser sein soll, kommt durch den Faktor (z — z9)? hinter e(z) zum Ausdruck. Fiir
z — 2 geht ndmlich der Fehler e(2)(z — 29)? in schneller gegen 0 als der
Fehler e(z)(z — z0) in (5.4.1)).

Wir wissen an dieser Stelle noch nicht, ob so etwas wirklich geht — aber nehmen
wir einmal kurz an, dass so eine quadratische Approximation méglich ist. Wie finden
wir dann die Koeffienten ag, a1, as? Tun wir der Einfachkeit halber fiir den Moment
so, als wiren die Funktionen f und e beide zweimal differenzierbar. Dann erhalten
wir:

(1) Indem wir in z = zp einsetzen, sehen wir, dass ag = f(z¢) ist.
(2) Indem wir einmal ableiten, erhalten wir
f'(2) = a1 + 2a0(z — 20) + €/ (2)(2 — 20)% + 2e(2) (2 — 20)
fiir alle z € C. Einsetzen von z := z ergibt somit, dass a1 = f'(z¢) ist.
(3) Indem wir sogar zweimal ableiten, erhalten wir
"(2) =2a2 + (2 — 20)® + €"(2) (2 — 20)? + 4/ (2) (2 — 20) + 2¢(2)
fiir alle z € C. Einsetzen von z := 2 ergibt folglich, dass 2as = f”(z) ist.

Also haben wir

ap = f(Z()),
a1 = f'(20),
e P

erhalten — aber nur unter der Voraussetzung, dass so eine Approximation tatséchlich
moglich ist und dass f und e beide zweimal differenzierbar sind.

Man kann diesselbe Rechnung zum Beispiel auch fiir eine Approximation durch
ein Polynom dritten Grades machen — also f in der Form

f(2) = a0+ a1(z — 20) + az(z — 20)* + az(z — 20)* + e(2)(z — 20)°

8Tn der Gleichung (5.4.1)) haben wir die Notation etwas anders gewihlt als in Proposition [5.1.4]
aber der Inhalt ist derselbe.
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fiir alle z € C schreiben. Falls so eine Approximation moglich ist, dabei wieder
e(0) = 0 gilt, und die Funktionen f und e sogar dreimal differenzierbar sind, dann
kann man eine dhnliche Rechnung wie im quadratischen Fall durchfiihren und erhélt

ag = f(ZO);
ay = f/(ZO)a
as = f (220)7
B f”/(ZO) B f”/(ZO)
I S TR

Der folgende Satz besagt, dass solch eine Approximation bis zum Grad n € N
tatsdchlich immer mdoglich ist, falls die Funktion f n-mal differenzierbar ist, und dass
die entsprechende Formel fiir die Koeffizienten auch dann gilt, wenn man im Voraus
keine Differenzierbarkeitseigenschaften der Funktion e annimmt.

Theorem 5.4.3 (Taylorapproximation). Sei I C R ein Intervall mit mehr als einem
Punkt und zg € R. Sein € N und sei f : [ — R eine n-mal differenzierbare Funktion.
Dann gibt es eine stetige Funktion ey, : I — R mit e, (29) = 0 und derart, dass

k),
10 =3 e -
k=0

fiir alle z € I gilt.

Beweis. Eine grobe Intuition, weshalb man die Formel so erwarten wiirde, kénnen
Sie vor dem Theorem nachlesen. Fiir die technischen Details verweisen wir auf das
Addendum in Abschnitt O

Als eine erste nette Anwendung der Taylorapproximation zeigen wir im folgenden
Korollar, wie man die zweite Ableitung mit Hilfe eines Differenzenquotienten zweiter
Ordnung approximieren kann. Um das Resultat richtig zu interpretieren, rufen Sie
sich zunéchst in Erinnerung, dass die Ableitung einer Funktion f in einem Punkt zg

laut Definition [5.1.(a)] als der Grenzwert
f'(z0) = lim M — lim f(zo0+6) — f(20)

z2—20 Z— 20 0—0 1)

definiert ist[™]

Korollar 5.4.4 (Differenzenquotienten zweiter Ordnung). Sei I C R ein Intervall
mit mehr als einem Punkt, sei f : I — R zweimal differenzierbar und sei zg € 1.

f(z0+6)—f(20
o

9Wie genau ist die Aussage f’(z0) = lims_0 )? Kénnen Sie sie mit Hilfe von Folgen

(6n)nen formulieren?
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(a) Wenn zy kein Randpunkt von I ist, gil@

f”(z(]) — gg% f(ZO + (5) - 2];(;0) + f(Z() — 6)

(b) Es gilt stets

f/l(zO) :%g% f(20+2(5) _2J;gzﬂ+5)+f(zo)

und

(20) = tim L) =2 Co —0) & f 2o =26)

Vorlesung 22
(Fr, 10.01.)
beginnt mit

dem Beweis von D EWEIS. Laut Theorem gibt es eine stetige Funktion e : I — R mit ex(29) =
Korollar B4 0, fiir die

7(2) = () + F(20)(z = 20) + 5 " (z0) = = 20)” + e2(2) (2 — 20)°
fiir alle z € I gilt. Flir § € R\ {0} mit 2+ 0 € [ und z — ¢ € I gilt somit
f(z0+8) —2f(20) + f(20 — 6)
52
= 55 (7o) + 1003 + 37" ) + ealzo + 5)5°
—2f(20)
+ 7 (0) = £ ()5 + 57" (0)0% + ea(z0 — 0)0°)
= f"(20) + e2(20 + 8) + ea(2z0 — 6)
"= £"(20) + 2e2(20) = 1" (20). O

Der Beweis dieser Aussagen ist analog zum Beweis von @

Wenn wir in Kapitel die Grundlagen der Integralrechnung entwickelt haben,
kommen wir nochmals auf Taylorentwicklungen zurtick, denn mit Hilfe von Integral-
rechnung kann man Taylorentwicklungen etwas genauer untersuchen und insbeson-
dere eine konrete Formel fiir den Fehlerterm e, (z)(z — x¢)"™ angeben.

20Weshalb braucht man fiir diese Formel die Annahme, dass zy keine Randpunkt von T ist?
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5.5 Kurvendiskussion

In Korollar [5.2.7 hatten wir die Monotonie von Funktionen mit Hilfe der ersten
Ableitung charakterisiert. Analog dazu beweisen wir nun, dass sich die Konvexitéat
von Funktionen mit Hilfe der zweiten Ableitung beschreiben lésst.

Theorem 5.5.1 (Konvexitit via zweiter Ableitung). Sei I C R ein Intervall mit
mehr als einem Punkt und sei f : I — R zweimal differenzierbar. Die Funktion f ist
genau dann konvex, wenn f"(x) >0 fir alle x € I gilt.

Beweis. “=" Nehmen wir an, dass f konvex ist.

Wir betrachten zunéchst den Fall, dass x kein Randpunkt von I ist. Fiir alle
Zahlen § # 0, die geniigend nahe bei 0 liegen, gilt dann z —§ € I und z+§ € I. Fiir
solche 4 schreiben wir x als

x = %(az+5)+%($—5)
und erhalten somit aus der Konvexitéat von f
1 1 1 1
= f(= “(x—8)) <= —f(x—
f@) = (G +0) + 5 =0) < 5@ +0)+ 3@ —0),

also 2f(x) < f(x 4+ 6) + f(x — §). Laut Korollar [5.4.4(a)|ist somit
) — i 10 =260+ 1 =5)

6—0 62
>0

> 0.

Die Fille, in denen x ein Randpunkt von [ ist, behandelt man analog mit Hilfe der
beiden anderen Teile von Korollar [5.4.4]

“«<“ Nehmen wir an, dass f”(z) > 0 fiir alle z € T gilt.

Um die Konvexitéit von f zu beweisen, betrachten wir zwei beliebige, feste Zahlen
T1,x2 € I, sagen wir mit x1 < :L‘E sowie Zahlen A1, Ay € [0, 1] mit Ay + Ao = 1. Wir
miissen f(Az1 + Aexa) < A f(z1) + Aof(x2) zeigen. Falls Ay = 1 oder Ay = 1 ist,
ist diese Ungleichung klar (sie ist dann sogar eine Gleichung), also sei A\; < 1 und
A2 < 1. Dann sind beide Zahlen Ay, Ao auch > 0 und fiir Zahl z := Ajz1 + Aoz gilt
somit 1 < z < x3.

Wir wenden nun den Mittelwertsatz (Theorem auf die Funktion f’ an.
Damit erhalten wir Zahlen 21, zo mit 1 < 21 < 2z < 29 < X9, fir die

O iy - L) = IG)

z— I Tro — 2

f(z1) =

gilt. Wegen der Annahme f”(z) > 0 fiir alle z € T ist die Funktion f’ laut Korol-
lar monoton wachsend, also folgt

FG) 1@ _ i < pay - TED 1)

z— I Tro — 2

21Weshalb darf man das annehmen?
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Wegen z — 1 = Ag(x2 — 1) und z9 — 2z = \j(x2 — x1) folgt

M(f(2) = f(z1)) < X (f(z2) — f(2))

und somit
f(2) = A f(2) + Xaf(2) < Aif(w1) + Aaf(22).
Also ist f tatséchlich konvex. O
Beispiele 5.5.2 (Exponentialfunktion und Logarithmus).
(a) Die reelle Exponentialfunktion exp : R — (0, 00) ist konvex.
(b) Der natiirliche Logarithmus log : (0,00) — R ist konkav.

Beweis. Fiir alle € R gilt exp”(z) = exp(z) > 0, also folgt die Konvexitiat auf
Theorem [£.5.11

(b)| Fiir alle x € (0,00) ist —log”(z) = ?12 > 0, also ist — log laut Theorem m
konvex und somit ist log konkav. O

Theorem 5.5.3 (Lokale Extrema mittels erster und zweiter Ableitung). Sei I C R
ein Intervall mit mehr als einem Punkt und sei f : I — R zweimal differenzierbar.
Sei xg € I kein Randpunkt von I.

(a) Falls f'(x0) = 0 und f"(xo) > 0 gilt, dann ist xy eine strikte lokale Mini-
malstelle von f, das heif§t es gilt f(xo) > f(x) fir alle x € I, die geniigend
nahe bei xq liegen.

(b) Falls f'(xo) = 0 und f"(xo) < 0 gilt, dann ist xo eine strikte lokale Maxi-
malstelle von f, das heifst es gilt f(xo) > f(x) fir alle x € I, die geniigend
nahe bei xq liegen.

Beweis. Sei f'(xg) und f”(xz9) > 0. Laut Theorem gibt es eine stetige
Funktion ey : I — R mit es(zp) = 0, fiir die

£(2) = (o) + (o) = 20) + 3" (@) (& — 0)? + ea(@) @ — o)’
= f(z0) + 5" (o) (& — 70)? + ea(a)(w — w0)’

fiir alle z € I gilt. Wegen und f”(zg) > 0 gilt ea(x) — ea(zg) = 0 for x — x¢ gilt
—ea(z) < |ea(z)] < 4 f"(wo) fiir alle z € I, die geniigend nahe bei 2 liegen. Fiir alle
diese x ist somit f(z) > f(zo) und die Ungleichung ist sogar strikt, falls x # x¢ ist
(da dann (x — )2 # 0 ist).

@ Das folgt, indem man auf die Funktion — f anwendet. O
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5.5. Kurvendiskussion

Die bisherigen Resultate kann man sehr gut benutzen, um die Gestalt von Funk-
tionsgraphen grob zu skizzieren. Das bezeichnet man auch als Kurvendiskussion,
ein Begriff, den Sie vermutlich aus der Schule kennen. Ein weiteres Konzept, was fiir
Kurvendiskussion sehr hilfreich ist, ist der Grenzwert von Funktionen am Rande ih-
res Definitionsbereichs oder bei co und —oo. Diesen versteht man genauso, wie wir es
in Definition @ schon bei der Definition der Ableitung getan hatten: Seien zum Bei-
spiel —oo < a < b < oo, sei f: (a,b) — R eine Funktion, und sei d € R U {—o00, co}.
Wir schreiben

lim f(z) =d oder fx) "3 d,

T—a
falls fiir jedes Folge (2, )nen in (a,b), die gegen a konvergiert, die Folge (f(xn))neN
gegen d konvergiert. Analog definiert man Konvergenz von f(x) fiir x — b. Das kann
man natiirlich nicht nur fiir Intervalle tun, sondern auch fiir Funktionen, die auf
allgemeineren Mengen definiert sind.

Lassen Sie uns nun ein Beispiel besprechen, wie man “die Kurve einer Funktion”

diskutieren kann.

Beispiel 5.5.4. Sei f : R - R,  — xexp(x). Dann ist f wegen der Produktregel
differenzierbar; durch mehrfache Anwendung der Produktregel sieht man, dass f
sogar beliebig oft differenzierbar ist. Wir sehen uns nun verschiedene Eigenschaften
von f an um zu verstehen, wie der Funktiongraph grob ausguckt:

1. Grenzverhalte bei oo: Fiir jedes © > 0 gilt exp(z) > 1 und somit f(z) > =.
Also gilt f(z) — oo fiir © — oo.E|

2. Grenzverhalten bei —oo: Es gilt f(z) — 0 fiir £ — —oo. Das wird in Aufgabe 3
auf Hausaufgabenblatt 12 gezeigt.

3. Monotonieverhalten: Fiir alle x € R gilt
f'(x) = exp(x) + zexp(z) = (1 + z) exp().

Also ist die Funktion auf dem Intervall (—oo, —1) streng monoton steigend und
auf (—1, co) streng monoton fallend.

4. Konvexitatsverhalten: Fur alle x € R ist
f"(x) = exp(z) + exp(z) + zexp(x) = (2 + z) exp(z).

Also ist f auf dem Intervall (—oo, —2] konkav und auf [—2, c0) konvex.

22Das Argument, das wir hier verwendet haben, ist {ibrigens in gewissem Sinne eine ziemliche
“Untertreibung”. Wir haben die e-Funktion hier gar nicht verwendet und stattdessen nur benutzt,
dass fiir x — oo auch, nunja, x — oo gilt. Tatséchlich geht, wie Sie sicher wissen, exp(x) noch viel
schneller gegen co, wenn x gegen oo geht.
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5. Lokale Extremstellen: Die Ableitung f’ ist nur der Stelle —1 gleich 0. Fir die
zweite Ableitung gilt dort f”(—1) = exp(—1) > 0, also ist —1 eine lokale
Minimalstelle von f und zudem die einzige lokale Extremalstelle. Aufgrund
des bereits untersuchten Monotonieverhaltens wissen wir auflerdem, dass —1
sogar eine globale Minimalstelle von f ist.

5.6 Die trigonometrischen Funktionen

Definition 5.6.1 (Kosinus und Sinus). Die Funktionen cos,sin : C — C definiert
man durch

cos(z) := %(exp(iz) + exp(—iz))
und

sin(z) = %(exp(iz) — exp(—iz))

fir alle z € C.

Héufig schreibt man kurz cosz und sinz anstelle von cos(z) und sin(z), wenn
keine Gefahr der Verwirrung besteht.

Beachten Sie, dass man diesen Definitionen noch iiberhaupt nicht ansieht, dass
diese Funktionen irgendetwas mit dem zu tun haben, was Sie in der Schule als Kosinus
und Sinus kennengelernt haben. Zur Frage, warum es sich tatsdchlich um diesselben
Funktionen handelt, die Sie aus der Schule kennen, kommen wir spéter in diesem
Abschnitt noch.

Aus obiger Definition erhilt man sofort die folgenden Darstellung der Exponen-
tialfunktion:

Proposition 5.6.2. Der Kosinus und der Sinus haben die folgenden Figenschaften:

(a) Fir alle z € C gilt

exp(iz) = cos(z) +isin(z).

(b) Die Funktionen cos,sin : C — C sind beliebig oft differenzierbar. Es gil cos’ =
— sin und sin’ = cos.

(c) Fir alle x € R gilt
cos(z) = Re (exp(iz)) und sin(z) = Im (exp(iz)).
Insbesondere bilden Kosinus und Sinus reelle Zahlen auf reelle Zahlen ab.
(d) Fir alle z € R gilt cos(x) € [—1,1] und sin(z) € [-1,1].
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Beweis. @ Das folgt direkt aus Definition m
@ Das folgt ebenfalls aus Definition m

Fiir x € R gilt

cos(z) = %(exp(ix) + exp(—iz))

zeR 1

= i(exp(ix) + exp(iz)) = = (exp(iz) + exp(iz)) = Reexp(iz).

N =

Ein analoges Argument zeigt die Behauptung fiir den Sinus.

[(d)] Sei z € R. Dann gilt laut [(c)] sin(z) € R. AuBerdem ist

|cos(z)| = |Re (exp(iz))| < |exp(iz)| Theorem 5.3 )] |

und somit cos(x) € [—1, 1]. Analog kann man die Behauptung fiir den Sinus zeigen.
O

Nun wollen wir besprechen, wie die Graphen des Kosinus und des Sinus aussehen
(genauer: wie die Graphen Ihrer Einschriankungen auf R aussehen). Dazu bendtigen
wir das folgende Resultate iiber das Verhalten der Exponentialfunktion entlang der
imaginéren Achse.

Theorem 5.6.3 (Periodizitét der Exponentialfunktion entlang von iR).
(a) Es gibt eine kleinste Zahl T € (0,00) mit der Figenschaft exp(it) = 1.

)

(b) Fiir alle t € R gilt exp (i(T + t)) = exp(it).

(¢) Fir x € R gilt exp(iz) = 1 genau dann, wenn es ein k € Z mit x = kt gibt.
)

(d) Fiir x € R gilt exp(iz) = —1 genau dann, wenn es ein k € Z mit v = (k+ )7
gibt.

Beweis. [(a)|und[(b)] Das wurde auf Hausaufgabenblatt 10 in den Bonusaufgaben 6(h)
und (i) bewiesen.

“<:“ Diese Implikation folgt sofort aus @ und .

“=" Falls x > 0 ist, kann man folgendermafen vorgehen: Sei k die grofste Zahl in
No mit der Eigenschaft © — kr > 0@ Dann ist x — k7 € [0,7) und es gilt exp(i(x —
k7)) = exp(iz) = 1. Wegen der Minimalitat von 7 folgt © — k7 = 0, also x = k7.

Falls z < 0 ist, wendet man dasselbe Argument auf —z an.

Zunéchst beobachten wir, dass (exp(i%))2 = exp(ir) = 1 gilt, also ist die
komplexe Zahl exp(i7) entweder gleich —1 oder gleich 1. Wegen der Minimalitét von
7 kann man den zweitgenannten Fall aber ausschlieken, also ist exp(if) = —1.

Nun folgt die Behauptung leicht aus|(c)l O

23Es gibt es grokte solche Zahl wegen des Archimedischen Axioms.
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(Fr, 17.01.)
beginnt mit

Korollar 5.6.5

5. DIFFERENTIALRECHNUNG

Definition 5.6.4 (Kreiskonstante und 7). Fiir die Zahl 7 aus Theorem [5.6.3(a)
definiert man Man definiert

T =

T
5"
Man nennt 7 die Kreiskonstante oder die Kreiszahl
Korollar 5.6.5 (Kurvendiskussion des reellen Kosinus und Sinus). Die Funk‘tioneﬂ
cos, sin : R — R haben die folgenden Eigenschaften:

(a) Beide Funktionen sind 2m-periodisch, das heifit, es gilt

cos(z + 2m) = cos(z) und sin(z + 27) = sin(z)
fiir alle x € R.
(b) Fiir alle z € R gilt (cosz)? + (sinz)? = 1.

(c) Fiir z € R gilt cos(z) = 0 genau dann, wenn es ein k € Z mit x = (k+ L)«
gibt.

Fir x € R gilt sin(x) = 0 genau dann, wenn es ein k € Z mit x = kn gibt.
Es gilt cos(z) > 0 fiir x € [0, %] U [3m, 27| und cos(z) < 0 fir x € [, 37).
Es gilt sin(z) > 0 fur x € [0, 7] und sin(z) <0 fir x € [r, 27].

Im Intervall [0,27) nimmt cos genau an der Stelle 0 den Wert 1 an und genau
der Stelle m den Wert —1.

(h) Im Intervall [0,2m) nimmt cos genau an der Stelle 5 den Wert 1 an und genau
der Stelle %71 den Wert —1.

(i) Es gilt cos(z) = sin(xz + §) fiir alle z € R.
Beweis. Fiir alle z € R gilt
cos(x + 2m) = cos(z + 7) = Reexp (i(z + 7)) = Reexp(iz) = cos(z).

Analog argumentiert man fiir den Sinus.
@ Sei z € R. Dann gilt

(cosz)? + (sinz)? = (Reexp(iz))? + (Imexp(iz))? = |exp(iz)|* = 12 = 1.

24Es gibt {ibrigens gute Argumente, warum es deutlich sinnvoller wire, viele Formeln mit Hilfe
der Zahl 7 statt mit Hilfe der Zahl 7 auszudriicken. Wer Spaft an Abschweifungen hat, kann hier
eine Auflistung und Erlduterung solcher Argumente finden: https://tauday.com/tau-manifestol
Fiir den mathematischen Inhalt spielt diese Diskussion aber natiirlich keine Rolle.

25Eigentlich miisste man hier etwas genauer sein und cos|r und sin|g schreiben. Macht man
meistens aber eher nicht.
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[(d)] Sei # € R. Dann gilt

sin(x) =0
<  Imexp(iz) =0
exp(iz) € {-1,1}

=
Thm.@ JkeR: x:kT\/J,':(k‘i‘l/?)T

& JkeR: xz=2kr VvV 2x=2k+ 1)
& dkeR: z=km

WEelil sin stetig ist, folgt aus dem Zwischenwertsatz und aus @, dass sin auf
(0,7) das Vorzeichen nicht wechselt und auf (7, 27) ebenfalls das Vorzeichen nicht
wechselt.

Wegen sin’(0) = cos(0) = 1 > 0, ist sin(z) > 0 fiir alle x, die rechts von 0 und
nahe genug bei 0 liegen. Somit ist sin(x) > 0 fiir alle z € (0, 7).

AuRerdem gilt wegen sin’(27) = sin’(0) = 1 > 0, dass sin(z) < 0 ist fir alle
x, die links von 27 und nahe genug bei 27 liegen. Somit folgt sin(z) < 0 fiir alle
x € (m,2m).

Wir zeigen zunéchst, dass exp(if) = i ist. Es gilt (exp(ig))2 = exp(in) =
exp(i5) = —1, wobei die letzte Gleichheit aus Theorem @ folgt. Somit ist exp(if)
gleich i oder gleich —i. Wegenist Im (exp(i%)) = sin(§) > 0, also gilt exp(if) = i.
Fiir jedes x € R gilt somit

sin(z + g) =Im (eXP (i(z + g))) = Im (exp(iz) exp(ig))

= Im (exp(iz) - i) = Re (exp(iz)) = cos(z).

und @ Diese Resultate folgen aus den analogen Resultaten fiir den Sinus
und , der 27-Periodizitat (siehe und der Darstellung des Kosinus als
verschobener Sinus in

Sei x € [0,27). Es ist |cos(x)| = 1 dquivalent zu cos(z)? = 1 und Wegen@
ist dsas wiederum &quvialenz zu sin(x) = 0. Dies ist laut @ genau dann der Fall,
wenn « = 0 oder x = 7 ist. Mit der Information iiber das Vorzeichen von cos aus @
folgt die Behauptung.

Analog zu . O

Beachten Sie, dass wir wegen cos’ = — sin und sin’ = cos aus den Vorzeicheninfor-
mationen in Theorem [5.6.5(e)| und |(f)| Informationen iiber das Monotonieverhalten
von cos und sin erhalten:

e cos ist auf [0, 7] monoton fallend und auf |7, 27] monoton steigend.

e sin ist auf [0, ] monoton steigend, auf [%, 37] monoton fallend, und auf [37, 2]
monoton steigend.
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Ebenso kann man such mit Hilfe der Information cos” = — cos und sin” = —sin
iiberlegen, auf welchen Teilintervallen cos und sin konvex sind und auf welchen Teil-
intervallen sie konkav sind.

Diskussion 5.6.6 (Die geometrische Bedeutung der trigonometrischen Funktionen).
Fiir jedes x € [0, 27) ist

exp(ix) = cos(z) + isin(z)

eine Zahl im komplexen Einheitskreis. Mit Hilfe des soeben besprochenen Vorzeichen-
und Monotonieverhaltens kann man sich iiberlegen, dass exp(iz) den Einheitskreis
gegen den Uhrzeigersinn durchlduft, wenn x von 0 bis 27 1duft.

Die genaue geometrische Bedeutung von x ist dabei folgendermafsen: In der Ana-
lysis 2 werden wir besprechen, wie man die Langen von Kurven in der Ebene (und
im Raum und allgemein im R™) mit Hilfe von Integralrechnung bestimmen kann.
Dann werden wir ausrechnen, dass die Linge der Kurve, die von der Abbildung
x + exp(ii) auf einem Intervall der Form [0, z] durchlaufen wird, genau gleich z ist.
Das bedeutet, dass die komplexe Zahl exp(iz) genau den Winkel x mit der reellen
Achse einschlieft.

5.7 Addendum: Technische Details zur
Taylorentwicklung

In diesem Abschnitt beweisen wir Theorem [5.4.3]

Lemma 5.7.1. Sei k € Ny, sei I C R ein Intervall mit mehr als einem Punkt und
seien g, e : I — R mit g(z) = e(x)(z — x0)* fiir alle x € I. Es sei e(xg) = 0 und die

Funktion g sei (k + 1)-mal diﬁer@nzierba(zflr)lit g(xo) = ¢'(x0) = --- = g¥ (o) = 0.
Dann ist e differenzierbar mit €' (xg) = g(Tl()z!o)

Beweis. Indem wir die gesamte Situation um —z( verschieben, konnen wir anneh-
men, dass zo = 0 gilt; das erleichtert die Notation ein wenig. Wegen e(z) = @ fiir
alle z € I\ {0} ist e in jedem Punkt = € T\ {0} differenzierbar [’ Wir miissen also
zeigen, dass e in 0 differenierbar ist und die behauptete Formel erfiillt.
Hierfiir sehen wir zunéichst den Fall an, in dem zusitzlich ¢(*+1(0) = 0 gilt.
Lassen Sie uns ein z € I\ {0} betrachten. Wir zeigen nun, dass es fiir jedes
j€{0,1,...,k} ein z; € I\ {0} mit |z;| < |z] und ‘% < ‘g(j)(xj)‘ gibt. Dies

zeigen wir per Induktion iiber j:

Fiir j = 0 konnen wir einfach xy := x wihlen. Sei die Behauptung nun fiir ein j €
{0,1,...,k—1} und alle Punkte in I\ {0} bereits beweisen. Weil g\/) differenzierbar
ist, gibt es aufgrund des Mittelwertsatzes ein x;1, dass strikt zwischen 0 and z;

26Hier fehlen einige Details. Kénnen Sie das Argument im Detail ausfithren?
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liegt — das heifst, es gilt 0 < |zj41] < |z;| < |z| — und fiir welches

gV (x;) gV () —g9(0)
= = g7
ZCj .,”Uj — 0

Tjt1)

erfiillt. Damit gilt laut Induktionsvoraussetzung

g(x) gD () ,
o) | ol <o)
Damit ist fiir jedes € I'\{0} die Existenz der Punkte zo, . .., z) bewiesen. Fiir x — 0

gilt wegen |zj| < |z| auch z — 0. Somit erhalten fiir den Differenzenquotienten von
e an der Stelle 0

(@) = e(0)| _ |9@) | _ |o™ o)
(k) (k)
_ |97 %) < g @) | o0 g%+ =0,
Tk x Tk
e(z)—e(0)

Damit ist 5
in 0 mit ¢'(0) = 0.

Nun betrachten wir den allgemeinen Fall, in dem nicht unbedingt g+ (0) =
0 sein muss. In diesem Fall definieren wir eine neue Funktion g : I — R durch

g(z) == g(x) — (kil)!g(l‘”rl)(0)3:’“Jrl fiir alle € I. Dann ist g ebenfalls (k + 1)-mal

differenzierbar und es gilt §#+19(0) = 0. Aukerdem gilt

)‘ — 0 fiir z — 0 gezeigt, das heifit, e tatsdchlich differenzierbar

. 1 .
ie) = ela)e® — o0 = o)t
fir alle x € I, wobei wir é(z) := e(x) — %g(’““)(O)x fiir alle x € I setzen.

(k+1)
Nun erfiillen § und € ebenfalls die Voraussetzungen des Lemmas: Es gilt €(0) =

0 und die 0-te bis k-te Ableitung von ¢ verschwindet im Punkt 0. Auferdem ist
auch §<k+1)(0) = 0, also konnen wir den bereits gezeigten Spezialfall des Lemmas
anwenden und erhalten somit, dass é differenzierbar ist mit €’(0) = 0. Somit ist e

ebenfalls differenzierbar mit €’(0) = (kil)!g(’”l)(O), wie behauptet. O

Beweis von Theorem[5.4.3 Wir zeigen die Behauptung per Induktion iiber n.

Fiir n = 1 haben wir die Behauptung bereits in Proposition [5.1.4]gezeigt. Nehmen
wir nun an, dass die Behauptung fiir ein festes n € N bereits bewiesen ist und dass
f sogar (n + 1)-mal differenzierbar ist. Laut Induktionshypothese gilt

n ),
1) =3 T e - 2o 5.71)
k=0
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fiir alle z € I und fiir ein stetiges e, : I — R mit e, (z9) = 0. Definiere nun g : I — R
durch

k),
oz) = 1) = S T o )z 20y
k=0

fiir alle z € I. Die Funktion g ist (n + 1)-mal differenzierbar mit ¢(®(z) = --- =
9" (29) = 0 sowie gD (zy) = f(+D(=) Laut Lemma folgt, dass e, differen-

' . _ (nt1) (n+1)
zierbar ist mit e/ (29) = £ (n+1()z!0) =1 (n+1()210)

Nun wenden wir Proposition (das heiftt, die Taylor-Entwicklung von Ord-
nung 1) auf die Funktion e, an. Laut dieser Proposition gibt es eine stetige Funktion
ént1 : I — R mit ep1(20) = 0 und mit

en(2) = enl20) + € (20)(2 — 20) + ent1(2)(z — 20)

f(n+1) 20
= (n—l—g)‘)(z —20) + ent+1(2)(z — 20)
fiir alle z € 1.
Einsetzen dieser Formel in (5.7.1)) liefert die Behauptung. O
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Kapitel 6

Integralrechnung

6.1 Das Riemann-Integral

Definition 6.1.1 (Partitionen von Intervallen). Seien a,b € R mit a < b.

(a) Unter einer Partition p des Intervalls [a, b] versteht man ein Tupel aus Zahlen
p = (po,P1,---,Pn) mit n € N, fiir das a = pg < p; < --- < p, = b gilt. Fiir die
Zahl n in Abhéngigkeit von p verwenden wir die Notation n := n(p) € N.EI

Die Gitterweite oder Feinheit dieser Partition definieren wir als die Zahl
|p| == max {pk —pr—1 | ke{l,.. 7n}} € [0, 00).

(b) Sei p eine Partition von [a,b]. Eine Punktierung von p ist eine Tupel ¢ =
(q1,- -+ qn(p)) mit der Eigenschaft

Definition 6.1.2 (Riemannsumme). Seien a,b € R mit a < b und sei f : [a,b] — C.
Sei p eine Partition von [a,b] und g eine Punktierung von p. Die Zahl

n(p)

R(f,p,0) = Y (pk — k1) f (k)

k=1

nennt man die Riemann-Summe von f, die zur Partition p und Punktierung ¢
gehort.

Vorlesung 25
Definition 6.1.3 (Riemann-Integrierbarkeit und Riemmann-Integral). Seien a,b € (bl\e/lgii'nﬁ'g}i't)
R mit @ < b und sei f : [a,b] — C. Man nennt f Riemann-integrierbar, falls es Definition 613
eine Zahl r € C mit folgender Eigenschaft gibt:

!Das ist praktisch, wenn wir nur das Symbol p zur Verfiigung haben und notationell direkt auf
die Anzahl der Elemente von p “zugreifen” wollen.
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Fiir jede Folge von Partitionen (py)sen von [a,b] mit |py| £28° 0 und jede Folge
(qe)een von zugehorigen Punktierungen gilt

l—00
R(f.pe;qe) = r.

In diesem Fall nennt man r das Riemann-Integral von f (iiber dem Intervall [a, b))

und schreibt r = f: f(z) dx
Man verwendet in diesem Fal auch die Notation [" f(z) dz = — ff f(x)dz

Tatséchlich muss man in der Definition des Riemann-Integrals gar nicht voraus-
setzen, dass der Grenzwert r fiir alle Folgen (pg)reny und (gr)een derselbe ist, denn
das folgt automatisch:

Lemma 6.1.4 (Konverenz der Riemann-Summen impliziert Gleichheit der Grenz-
werte). Seien a,b € R mit a < b und sei f : [a,b] — C. Fir jede Folge von Par-

titionen (pg)ren von [a,b] mit |py| £2°0 und jede Folge (qr)een von zugehorigen
Punktierungen sei die Folge

(R(fv e, %))

£eN

konvergent gegen eine Zahl in C. Dann ist der Grenzwert fir all solche Folgen (pg)een
und (pe)een derselbe, das heifit f it Riemann-integrierbar.

Beweis. Betrachten wir zwei Folgen (py)sen und (pg)een von Partitionen von [a, b],
deren Feinheit gegen 0 konvergiert, und zwei Folgen (q¢)eny und (gr)een von zuge-
horigen Punktierungen. Seien 7,7 € C die Grenzwerte der zugehorigen Folgen von
Riemann-Summen. Dann ist

(plaﬁbp%ﬁ% . )

ebenfalls eine Folge von Partitionen von [a,b], deren Feinheit gegen 0 konvergiert,
und

(q17gl7QZ7627 . )

eine Folge von zugehorigen Punktierungen. Laut Voraussetzung konvergiert somit
die Folge

(R(f7p17 q1)7 R(fvijh 61)7 R(f7p27 qQ)a R(faﬁ?v 62)7 .. )
) Teilfolgen dieser

gegen eine Zahl 7 € C. Weil ( (f,pg,qg))kN und ( (f, Pes eN
. O

7
Folgen sind, konvergieren sie ebenfalls gegen 7. Also ist r = #
Proposition 6.1.5 (Eigenschaften des Riemann-Integrals). Seien a,b,c € R mit
a < b und seien f,g: [a,b] - C Riemann-integrierbar.

2Weshalb ist  eindeutig bestimmt?
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6.1. Das Riemann-Integral

(a) Esist auch f+g Riemann-integrierbar und es gilt ff(f—i—g)(x) dz = f; f(z)dz+
fab g(z)dx.

(b) Sei o € C. Es ist auch af Riemann-integrierbar und es gilt f;(af)(:c) de =
« f; f(z)dx.

(c) Fiir alle c,d € [a,b] mit ¢ < d ist auch die Einschrinkung f|.q Riemann
integrierbar.

(d) Fiir alle ty, 1y, t3 € [a,b] gilt [ f(z)do = [* f(2)da + [} f(z) dx]]
(e) Jedes Funktion h : [a,a] — C ist Riemann-integrierbar mit ;" h(z)dz = 0.

Beweis. @ @ und Die Aussage kann man leicht aus Definition herleiten.

und@Hierzu verwendet man Deﬁnitionund, fiir auch Lemma
Wir verzichten an dieser Stelle auf die etwas technischen Details, weisen aber darauf
hin, dass fiir den Fall, dass man die Aussage zuerst fiir den Fall t; < to < t3 beweist,
und die anderen Félle dann darauf zuriickfiihrt. O

Theorem 6.1.6 (Stetige Funktionen sind Riemann-integrierbar). Seien a,b € R mit
a <bund sei f:[a,b] — C stetig. Dann ist f Riemann-integrierbar.

Beweis. Falls a = b ist, folgt die Behauptung aus Proposition [6.1.5(e)| also sei fiir
den Rest des Beweises a < b.

Sei (pe)een eine Folge von Partitionen von [a, b] mit |py] £29° 0 und sei (qe)een
eine Folge von zugehorigen Punktierungen. Wir zeigen, dass (R( 1 pg,qg) ey €ine
Cauchy-Folge in C ist; wegen Theorem [3.5.3]ist sie dann konvergent und damit folgt
aus Lemma die Riemann-Integrierbarkeit von f. Sei also € > 0 beliebig, fest.

Da [a, b] beschrénkt und abgeschlossen ist, ist die stetige Funktion f laut Theo-
rem [3.3.8] sogar gleichméfig stetig, das heifst es gibt ein § > 0 derart, dass fiir alle
x1,x9 € [a,b] die folgende Implikation gilt:

€
To—x1| <0 = x9) — f(z1)| < =———.
|22 — 21 | f(z2) = f(21)]| 20— a)
Wir betrachten nun zunéchst zwei Partitionen p, p von [a, b] mit zugehorigen Punk-
tierungen ¢, d, wobei |p| < § gelte und jeder Punkt py aus p auch in der Par-
tition p vorkomme, und zwar mindestens so oft wie in p. Dann gibt es Zahlen
0=my < -+ < Myp) = n(p) mit pp = Py fiir alle & € {0,...,n(p)}. Somit
ist

n(p) n(p)
IR(f,5,4) = R(L0, ) = | D Flar) ok — pre—1) = >, F(@5) (5 — D)
k=1 j=1

3Beachten Sie, dass wir hier nicht vorausgesetzt haben, dass t; < to < t3 gilt.
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6. INTEGRALRECHNUNG

n(p) m(k)
= > (Fam—m) = D F@)E — 1)
k=1 j=m(k—1)+1
n(p) m(k) m(k)
=0 S @ - - Y F@)G - p)
k=1 j=m(k—1)+1 j=m(k—1)+1

<> D f@) = £@) (B — hi)
k=1 j=m(k—1)+1
n(p)  m(k) .

S22 g hi)

k=1j=m(k—1)+1

9 9

n(p)
= 2({)_@);(@ —pj-1) = 20— a) (Pn(p) — Do) = m(b— a) = 5 <&

Wenn wir nun zwei beliebige Partitionen p,p von [a, b] mit zugehorigen Punktierun-
gen ¢, q, und mit |p|,|p| < § betrachten, dann kénnen wir eine weitere Partition p
mit zugehdriger Punktierung ¢ konstruieren derart, dass jeder Punkt p; aus p und
jeder Punkt pi aus p auch in der Partition p vorkomme, und zwar mindestens so oft
wie in p beziehungsweise in p. Aus der vorangehenden Abschitzung folgt somit

’R(fvﬁv Q) - R(fvpu Q)| < |R(f7ﬁ’(j) - R(fvﬁv qA)| + |R(f7ﬁu Cj) - R(fapa Q)| < 2e.

Aus dieser Ungleichung erhilt man sofort: Wenn (py,)nen eine Folge von Partionen
von [a, b] ist mit |p,| — 0 fiir n — oo und wenn (g, )nen eine Folge von zugehorigen
Partitionen ist, dann ist (R( I, on, qn))n N eine Cauchy-Folge und somit konvergent.
Aus Lemma folgt somit, dass f Riemann-integrierbar ist. OJ

Lassen Sie uns, bevor wir die Theorie weiterentwickeln, ein moéglichst einfaches
Beispiel betrachten.

Beispiel 6.1.7 (Riemann-Integral der Funktion « + ). Sei f:[0,1] — R, x — z.
Dann ist f stetig und somit laut Theorem [6.1.6] Riemann-integrierbar. Wir wollen nun
das Integral fol f(z)dx berechnen. Laut Definition kénnen wir dafiir irgend
eine Folge (py)een von Partitionen von [0, 1] mit |[ps| — 0 fiir £ — oo und eine Folge
von zugehorigen Punktierungen (gg)sen wihlen und erhalten dann

1
| f@)d = lim R(7prear)
0 —00

Lassen Sie uns, die Rechnungen einfach zu halten, fiir jedes ¢ € N die Partition

1 2 -1
—0,-,2,..., =1
Dbe (Oagaév Ty a)

4 Anschaulich ist natiirlich klar, dass das Ergebnis % sein sollte. Aber wir wollen nun nachpriifen,
dass man mit der Definition des Riemann-Intregrals tatsichlich zum selben Ergebnis kommt.
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6.2. Die Hauptséitze der Differential- und Integralrechnung

Wéhlen Damit ist also n(py) = £ und (pe)r = % fir alle k € {0,1,...,¢). Fiir jedes
k€ {1,...,¢} konnen wir (g¢); zum Beispiel als rechten Randpunkt des Intervall
[(pe)k—1, (pe)k] — also als (qo)k = (po)x = % — wahlen. Dann ist

1
| #@ e = jim Rezpea)

n(pe)
= Jim kz_; ((Pe)k — (Pe)r—1) f ((a0))
¢
, Eook—1k
=fm ) (-7
k=1
¢
o1 L E(ﬁ—i—l)__ 1 i_}
_elgilo@;k =Jim —om = Jm (G tg) =5

Zum Abschluss dieses Abschnitts diskutieren wir noch eine Funktion, die nicht
Riemann-integrierbar ist.

Beispiel 6.1.8 (Eine Funktion, die nicht Riemman-integrierbar ist). Sei f : [0,1] —
R mit

fa) = {1, falls z € [0,1] N Q,
0, fallsz € [0,1]\ Q.

Dann ist f nicht Riemann integrierbar.

Beweis. Wenn man der Idee aus Aufgabe 3 auf Hausaufagbenblatt 13 folgt, kann
man eine Folge (pn)nen Partionen von [0, 1] mit |p,| — 0 fiir n — oo sowie zwei
Folgen von zugehorigen Punktierungen (gn)nen und (gn)nen konstruieren derart,
dass R(f,pn,qn) = 1 und R(f, ppn, @,) = 0 fir alle n € N gilt. O

6.2 Die Hauptsatze der Differential- und
Integralrechnung

Definition 6.2.1 (Stetige Differenzierbarkeit). Sei ) # M C C eine Menge ohne zll\(/)l?le;;'ai)ﬂ
isolierte Punkte. Eine Funktion f: M — C heifit stetig differenzierbar oder eine beginnt mit

C'-Funktion, falls sie differenzierbar ist und ihre Ableitung f’: M — C stetig ist. Definition §.2.1

Achtung! Beachten Sie unbedingt: Jede differenzierbare Funktion f ist laut Ko-
rollar stetig. Stetige Differenzierbarkeit von f bedeutet, dass zusétzlich
auch noch die Ableitung von f stetig ist! Das folgende Beispiel zeigt, dass es diffe-
renzierbare Funktionen gibt, deren Ableitung nicht stetig ist:

5Naheliegeneder Weise nennt man diese Partition dquidistant.
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6. INTEGRALRECHNUNG

Beispiel 6.2.2 (Eine differenzierbare Funktion mit unstetiger Ableitung). Sei f :
[0,00) = R,

T

z?sin (1) falls 2 € (0, 00),
T —
0 falls x = 0.

Weil die Einschrénkung f/|g o differenzierbar ist und (0, co) ein offenes Intervall ist,
ist f in jedem z € (0, 00) diﬁerenzierbalﬁ mit Ableitung

1 1
'(z) = 2zsin (=) — cos (=),
fi(z) xsm(x) cos (33)
Auferdem ist f im Punkt 0 differenzierbar mit f’(0) = 0, denn fiir w € (0, 00) gilt
_ 1w
7‘““}) /(0) = wsin (—) =00,
w—0 w

In diesem Abschnitt besprechen wir zwei Theorem, die zeigen, dass es einen sehr
engen Zusammenhang zwischen Differentialrechnung und Integralrechnung gibt — die
Theorem [6.2.3] und [6.2.4] Sie sind fiir das Verstidndnis und fiir die Anwendung der
Differential- und Integralrechnung so entscheidend, dass man sie meist als Hauptsdtze
der Differential- und Integralrechnung bezeichnetm

Theorem 6.2.3 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, 1. Teil). Sei
I C R ein Intervall mit mehr als einem Punkt. Sei F: I — R stetig differenzierbar
und sei f = F': 1 — R. Dann gilt

ttf(s) ds = F(t) — F(to) (6.2.1)

fur alle tg,t € 1.

Um zu verstehen, weshalb Theorem stimmt, sind die folgenden vier Uber-
legungen niitzlich:

(1) Zuerst tiberlegen wir uns, dass das Integral, das in der Gleichung auf-
taucht, iiberhaupt definiert ist. Das liegt daran, dass die Funktion f laut Vor-
aussetzung stetig ist — somit ist sie laut Theorem iiber jedem abgeschlos-
senen, beschrankten Intervall Riemann-integrierbar.

(2) Als zweites sehen wir uns an, wie die beiden Punkte ¢ und ¢¢, die in der Glei-
chung (6.2.1)) vorkommen, relativ zu einander liegen.

Falls t = tq gilt, ist leicht zu sehen, dass die Gleichung (6.2.1) stimmt (wieso?).
Und falls wir die Gleichung (6.2.1]) im Fall ¢t > to beweisen kénnen, dann folgt

5Ko6nnen Sie dieses Argument mit Detail ausfithren?

"Manche Autorinnen und Autoren fassen die beiden Sitze als Teilaussagen eines einzelnen Satzes
zusammen und sprechen deshalb nur von dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (im
Singular).
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6.2. Die Hauptséitze der Differential- und Integralrechnung

aus Definition dass sie auch fiir den Fall ¢ < ¢y gilt (konnen Sie dieses
Argument im Detail ausfiihren?).

Der eigentliche Punkt ist also, dass wir die Gleichung (6.2.1) im Fall ¢ > t
beweisen miissen. (Es ist trotzdem gut, die Gleichung auch fiir die anderen
Félle im Satz zu haben; das erleichtert spéter die Anwendbarkeit des Satzes.)

(3) Jetzt betrachten wir zwei Zahlen ¢, ¢y, fiir die t > to gilt. Wir iiberlegen uns nun
anhand einer groben Beweisskizze, weshalb der Satz in diesem Fall (in etwa)
stimmt.

Dazu unterteilen wir das Intervall [tg, t] in n gleich lange Teilintervall mit den
Randpunkten ty < t; < --- < t, := t. Lassen uns im Moment noch nicht
genau spezifizieren, wie grofs n ist — aber wir wollen es uns als sehr grofle Zahl
vorstellen und entsprechend ist die Lange ¢ = % der Teilintervalle [tg, 1),
[t1,t2), ..., [tn—1,tn) sehr klein.

Das Integral fto f(s)ds ist deshalb fast gleich der Riemann-Summe

n—1
Si=> Uf(tr). (6.2.2)
k=0

Lassen Sie uns das mit der Notation fto f(s)ds ~ S ausdriicken®| Jetzt ma-
chen wir noch eine zweite Néherung: Da die Punkte t; und t;,q fiir jedes
k € {1,...,n — 1} sehr nahe beieinander liegen, sie fiir jedes solche k die

Ableitung f(tx) = F'(tx) ungefihr gleich grof, wie der Differenzenquotient
Fltep)—F(ts) _ Ftrg1)—F(t)

it ;i . Also ist S in etwas gleich grofie wie die Summe
 , Fltrn) = Ft)

D= ek 6.2.3

k=0 ¢ 7 ( :

das heifst, es gilt S ~ D. Insgesamt ist also ftto f(s)ds~S ~ D.

Die Summe D kann man leicht ausrechnen: Das ¢ innerhalb der Summe kiirzt
sich und es bleibt dann nur eine Teleskopsumme stehen — somit erhalt man
D = F(t,) — F(tg) = F(t) — F(to). Also erhalten wir insgesamt fti) f(s)ds ~
F(t) — F(to).

(4) Zuletzt miissen wir uns iiberlegen, wie man die Beweisskizze in Punkt zu
einem vollstédndigen Beweis ausbauen kann. In der Beweisskizze gibt es zwei
Probleme: Zum einen haben wir lediglich erhalten, dass ftl; f(s) ds ungeféhr
gleich F(t) — F(tg) ist — aber die Behauptung des Satzes lautet ja, dass die
beiden Zahlen genau gleich sind. Zum anderen haben wir mehrmals das Symbol

8Beachten Sie aber bitte, dass ~ hier kein prézise definiertes mathematisches Symbol ist. Wir
verwenden es nur um die Grobe Idee auszudriicken, dass das Integral und S “in etwas gleich grofs
sind”.

99



6. INTEGRALRECHNUNG

~ benutzt — aber es ist ja gar nicht klar, was genau dieses Symbol eigentlich
bedeuten sollf]

Wir geben nun einen vollstandigen Beweis von Theorem [6.2-3], in dem wir diese
Probleme l6sen.

Beweis von Satz[6.2.3. Wie in Punkt vor dem Beweis besprochen, miissen wir
den Satz nur fiir den Fall ¢ > ¢y bewiesen. Seien also tg,t € I mit ¢t > tg.

Sei € > 0 beliebig, fest. Wir zeigen, dass beide Seiten der behaupteten Glei-
chung sich hochstens um 2e unterscheiden; weil € > 0 beliebig ist, folgt
daraus die Gleichheit.

Da die Funktion F stetig differenzierbar ist, kann man beweisen, dass sie auf dem
Intervall [tg, t] sogar gleichméfig differenzierbar ist, das heift, dass es ein § > 0
gibt derart, dass

(6.2.4)

fiir all diejenigen r, s € [to, t] gilt, die r # sund |s — r| < § erfﬁllenﬂ Wir unterteilen
jetzt [to,t] in n gleich lange Teilintervalle mit den Randpunkten ¢ty < ¢; < -+ <
t, = t, wobei wir n € N so grofs wihlen, dass einerseits die Linge ¢ := % der
Teilintervalle kleiner als 0 ist und dass anderseits die in (6.2.2)) definierte Riemann-
Summe S die Abschiitzung ‘ S f(s)ds S‘ < ¢ erfiillt.

Wie in Punkt vor dem Beweis definieren wir die Summe D durch die Glei-
chung (6.2.3)) und berechnen, dass D = F(t) — F(tp) gilt. Den Abstand von D zu S

kénnen wir nach oben abschéitzen durch

n—1 n—1
F(tesr) — F(tr) £ £
—D| < O\ f(ty) — < l <nl =
RN | < Xy ey =

wobei die zweite Ungleichung aus der gleichméftigen Differenzierbarkeit von F —
genauer aus (6.2.4]) — folgt, weil |tx11 — tx| = £ < 0 ist.

Insgesamt gilt also wie behauptet } fti) f(s)ds — D‘ < 2¢ und der Satz ist somit
bewiesen. O

9AuRerdem ist das zweite Approximationsargument, das wir verwendet haben, auch ziemlich
hemdsérmelig: Es stimmt zwar, dass die Differenzenquotienten w nahe an den Ableitun-
gen F'(t;) = f(tx) liegen, wenn n grof (und ¢ somit klein) ist. Aber wir bilden ja noch eine Summe,
die sehr viele Summanden hat, wenn n grof ist. Wir miissen also auch irgendwie ausschlieffend, dass
die kleinen Fehler sich hierbei zu einem groffen Fehler aufsummieren.
¥Djese Aussage ist dhnlich zu Theorem in dem wir bewiesen hatten, dass eine stetige
Funktion auf einem beschréankten und abgeschlossenen Intervall automatisch gleichméfig stetig ist.
Wir verzichten an dieser Stelle darauf, die entsprechende Aussage fiir differenzierbare Funktionen
ebenfalls zu beweisen, verwenden Sie allerdings im Beweis von Theorem [6.2.3]
Man kann Theorem [6.2.3] iibrigens auch beweisen ohne das Konzept der gleichméRigen Differen-
zierbarkeit zu verwenden, in dem man zuerst Theorem [6.2.4] unten beweist und Theorem [6.2.3]dann

darauf zuriickfithrt. Das ist sogar etwas kiirzer, aber vielleicht auch etwas weniger intuitiv.
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Im ersten Teil des Hauptsatzes — also in Theorem [6.2.3] — haben wir mit einer
stetig differenzierbaren Funktion F' begonnen, F abgeleitet, die Ableitung wieder
integriert; der Satz besagt, wie man das Ergebnis wieder mit Hilfe von F' ausdriicken
kann.

Nun gehen wir anders herum vor: Wir starten mit einer stetigen Funktion f, de-
finieren eine neue Funktion F', in dem wir tiber f integrieren, und leiten anschlieffend
wieder ab. Der folgende Theorem — der zweite Teil des Hauptsatzes — besagt,
dass man als Ergebnis f zuriickerhalt.

Theorem 6.2.4 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, 2. Teil). Sei
I C R ein Intervall mit mehr als einem Punkt. Seit f: I — R stetig, sei tg € I und
sei F': I — R durch

F(t) = t f(s)ds

fir alle t € I definiert. Dann ist die Funktion F stetig differenzierbar und ihre
Ableitung F' ist gleich f.

Beweis. Wir betrachten Punkte t1,ty € I, wobei wir to festhalten und ¢; # t5 sei. Wir
zeigen, dass der Differenzenquotient % fiir t; — to gegen f(t2) konvergiert.

Sei dazu Iy, 1, € R das abgeschlossene Intervall zwischen ¢; und tQB Dann ist

F(t2) — F(t1) 1 b2
tg—tl_f(tQ)‘ th—t1 )y, f(s)ds — [(t2)
1 b2
i ) T ) ds
< Mftl 1)~ s as
< sup [f(s) — f(t2)]

Seltl,tQ

Der letztgenannte Term geht fiir t; — t2 gegen 0, das f laut Voraussetzung stetig
ist und somit insbesondere stetig in ¢, ist. O

Mit den beiden Hauptsédtzen kann etwas effizienter arbeiten, wenn man die fol-
gende Terminologie einfiihrt:

Definition 6.2.5 (Stammfunktion). Sei M C R eine nichtleere Menge ohne isolier-
ten Punkt und seien f, F': M — R. Wir sagen, dass F': M — R eine Stammfunk-
tion von f ist, falls I differenzierbar ist und F’ = f gilt.

Mit Hilfe des Begriffs Stammfunktion kann man die beiden Hauptsétze der
Differential- und Integralrechnung folgendermafien ausdriicken:

"Das heift I, 1, = [t1,te] falls t1 < t2 gilt und Iy, ¢, = [ta, 1] falls t1 > to gilt.
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Bemerkung 6.2.6 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei I C R
ein Intervall mit mehr als einem Punkt.

(a) Theorem besagt:

Sei f: I — R stetig und sei F': I — R eine Stammfunktion von f. Dann gilt
fur alle tg,t € 1

" F(s)ds = F(ty) — Flto).

to

Fiir den Ausdruck F(t1) — F'(tog) verwendet man oft auch die Kurzschreibweise
F(s)|:=

s=tg"

(b) Theorem besagt:
Sei f: I — R stetig, sei tg € I und sei F': I — R durch

F(t)y= [ f(s)ds

to

fiir alle ¢ € I definiert. Dann ist F' eine Stammfunktion von f.

Beachten Sie: Theorem zeigt, dass jede auf einem Intervall I (mit mehr
als einem Punkt) definierte stetige Funktion f eine Stammfunktion besitth Theo-
rem [6.2.3] ist hdufig sehr praktisch um Integrale auszurechnen:

Beispiele 6.2.7 (Intergrieren einiger klassischer Funktionen). (a) Sei f: R — R,
x +— x + 23, Dann ist
F:R—R o a2y Ly
: , T ST+
eine Stammfunktion von f, wie man durch Ableiten von F' leicht iiberpriift.
Somit gilt fir alle a,b € R

/abx+x3dx = %bQ + %b‘i - %aQ — ia‘l.
(b) Es gilt
/ o ot qr = 1 eitr:%r
0 i le=o0
(c) Es gilt

o cos(m) + cos(0) = 2.

x=0

/07r sin(z) dz = — cos(x)

2Das heifkt aber nicht unbedingt, dass man fiir diese Stammfunktion auch eine explizite Formel
finden kann!
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(d) Fir alle to,t; € (—1,1) gilt

| t 1 iy 1 11
ds= | ——— ds= [ = +o——ds
/to 1—s2 /to (14 s)(1+s) /to 214+s 21-—s

T 0 e
1 141 T4toy 1, (1+t)(1—t)
_'i(log(1-—t1)'_lo (1-—t2))'_ 2! ((1——tiﬂl—+t2))

Korollar 6.2.8 (Partielle Integration). Sei I C R ein Intervall mit mehr als einem
Punkt und seien f,g: I — C. Die Funktion g sei stetig differenzierbar und f sei
stetig mit einer Stammfunktion F. Dann gilt fir alle to,t1 € 1

s=t1

s=tg

s=t1 31
— F(s)g'(s)ds.

s=tgo to

CF()9(s)ds = (F(s)g(s))

to

Beweis. Die Funktion Fg: I — C ist differenzierbar als Produktzweier differenzier-
barer Funktionen und ihre Ableitung ist laut Produktregel gleich (Fg)' = F'g+Fg' =
fg+ Fg'. Also gilt fiir alle tg,t1 € T

t t1 t1 s=t1
felals)ds+ [P ds= [ (Fo(9)ds= Fa))| .
to to to s=to

wobei wir fiir die zweite Gleichheit Theorem [6.2.3] verwendet haben. O

Beispiel 6.2.9 (Eine Anwendung der partiellen Integration). Sei ¢ € R. Dann gilt
t t
/ scos(s)ds = (ssin(s)) 3= — / sin(s) ds
0 0
s=t
= (ssin(s))

o + cos(s)
Korollar 6.2.10 (Substitutionsregel). Seien I,.J C R Intervalle mit mehr als einem
Punkt. Sei f: 1 — J stetig differenzierbar und g : J — C stetig. Dann gilt fir alle
to,t1 € 1

s=t
= tsin(t) + cos(t) — 1.

s=0

/ " () 1/ (s) ds = / " @ a

to f(to)

Beweis. Da g stetig ist, besitzt g laut Theorem [6.2.4] eine Stammfunktion G: J —
C. Die Funktion G o f: I — C ist als Hintereinanderausfiihrung differenzierbarer
Funktionen differenzierbar und seine Ableitung ist laut Kettenregel gegeben durch

(Gof)(s) =g(f(5))f'(s)

fiir alle s € I. Somit sehen wir insbesondere, dass G o f stetig differenzierbar ist. Es
folgt fiir alle tg,t; € 1

t1 t1 f(t1)
/ a(f())f(s) ds = / (Go fY(s)ds = G(f(h)) — C(f (ko)) = /f o(x) da,

to to (to)
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wobei wir fiir jede der letzten beiden Gleichheiten Theorem [6.2.3] verwendet haben.
O

Als einfaches Beispiel berechnen wir das folgende Integral.

Beispiel 6.2.11 (Eine Anwendung der Substitutionsregel). Es gilt

t 1 [t 1 [t
/ sexp(s?)ds = / 25 exp(s?) ds = / exp(z) dx
0 2Jo 2 Jo2
r=t2

= 1exp(ﬂﬁ)

5 = %(exp(tz) — exp(O)).

=0

fiir alle ¢t € R.
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